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ANALYSE  INFINITÉSIMALE 


PREMIERE    PARTIE 


CHAPITRE  I. 

NOTIONS   SUR   LES   SÉRIES. 

Préliminaires. 

1.  Définitions.  —  On  appelle  série  une  somme  composée  cVun 
nombre  indéfini  de  termes  procédant  suivant  une  loi  déterminée. 

On  appelle  terme  général  d'une  série  une  formule  qui  fait 
connaître  un  ternie  quelconque  en  l'onction  du  rang  de  ce  terme. 

Une  série  réelle  est  dite  positive  lorsque  tous  ses  termes  sont 
positifs  ;  alternée,  lorsque  ses  termes  sont  alternativement 
positifs  et  négatifs. 

Xous  désignons  une  série  quelconque  par 


et  nous  posons 


w,  -\-  u,  -f-  w3  -f 


Sn  =  U\  +  W2-f  ...  -\-  Un. 


Exemples.  —     1  +  2~*~3~^4^~"  '  Un  =  n 

1      J__u  l       1  _l  ,  _(— j)'1-1 

1.2      2.3  '  3.4      4.5~h  '"'  ""       n(»  +  1) 
NEUBERG.  —  An.  In/',  I. 


—  2  - 

On  prend  quelquefois  des  groupes  de  termes  consécutifs  d'une 
série  pour  termes  d'une  nouvelle  série. 

rr  .  ,        1       1.1,1       11,1       1, 

Exemple.-    l  +  g-gH    ,  I  5-6+7+8  ~  <,H  »•. 

,,11  1  ,  1      1  1,1  1 

2      3  4      5     0  Su  —  2      Sn  —  1      3)i 

2.  Séries  convergentes.  —  On  distingue  trois  espèces  de 
séries  :  1°  les  séries  convergentes  ;  2°  les  séries  divergentes  : 
3°  les  séries  indéterminées. 

Une  série  est  dite  convergente  lorsque  la  somme  Sn  des  n 
premiers  termes  tend  vers  une  limite  finie  et  déterminée,  à  me- 
sure que  n  augmente.  Cette  limite,  que  nous  représentons  par  S. 
est  appelée1  la  somme  de  la  série  ;  nous  convenons  d'écrire  : 

■ 

S  =  M,   ~{~  M2   +  ?'3  +   •••   • 

Posons  S  —  S„  —  Rn  :  Rn  se  nomme  le  reste  de  la  série. 

Une  progression  géométrique,  illimitée  et  décroissante,  est 
une  série  convergente.  Comme  second  exemple,  soit  la  série 

1  -    +    l    +    1— f-    1    -h       '  d» 

1.2  '  2.3  '  3.4  +  4.5H    •""  (1) 

on  trouve  aisément  en  décomposant  chaque  terme  en  deux  autres  : 

V        2y  v2     3  K)i      )i\-\  »  +  l 

d'où  lim   Sn  =  1.   La  série  proposée  est  donc  convergente  et  a 
pour  somme  l'unité. 

La  série  (1)  est  un  cas  particulier  de  la  suivante  : 

1  .  1  !  ,        =     1 

«<<    ;    h)    '  (a  f-A   a-h2A)  !  (a  +  5? A) (a  +  3/i)  '   *  '      aÂ' 

3.  Séries  divergentes.  —  Luc  série  est  dite  divergente  lors- 
que la  somme  des  >/  premiers  termes  peut  croître,  en  valeur 
absolue,  au  delà  de  toute  grandeur  assignable. 

Exemple.  —        1   !  3  j  5  -f  7  +  ...  . 


—  3  — 
Pour  démontrer  la  divergence  de  la  série  harmonique  (:|:) 

1  +  g  +  g  +  jH   -.  (1) 

groupons  les  termes  ainsi  : 

Si  on  remplace  les  ternies  d'une  parenthèse  par  le  dernier 
d'entre  eux,  chaque   parenthèse   prend    la   valeur  ~  '   Donc  la 

somme  des  termes  de  la  série  jusqu'au  terme 9a  est  supérieure 

à  1    | -  0;  comme  elle  croît  indéfiniment  avec  n,  la  série  est  diver- 
gente. 

4.  Séries  indéterminées.  —  Une  série  est  dite  indéterminée 

lorsque  la  somme  des  n  premiers  termes,  tout  en  restant  finie, 

ne  tend  pas  vers  une  limite  unique  et  bien  déterminée.  Telle  est 

la  série 

1  -1  +  l  —  l  -f  .. 

La  plupart  des  auteurs  appellent  série  divergente  toute  série 
qui  n'est  pas  convergente;  ils  confondent  donc  dans  une  même 
dénomination  les  séries  divergentes  et  les  séries  indéterminées. 

5.  Séries  imaginaires.  —  Une  série  à  termes  imaginaires, 

(*,  4-  M  -f  («*  +  M  +  (*8  +  IV)  +   -  (1) 

est  dite  convergente  lorsque  les  parties  réelles  des  termes  for- 
ment une  série  convergente  ainsi  que  les  coefficients  do  /. 
Si  S'  et  S"  sont  les  sommes  des  séries 

S'  4-  8"z  est  la  somme  de  la  série  (1). 

Remarque.  —  Avant  de  faire  usage  d'une  série,  il  importe  de 
reconnaître  si  elle  est  ou  n'est  pas  convergente. 


(*)  Trois  nombres  a,  b,  c  sont  dits  an  proportion  harmonique  lorsque 
a  —  b        a  1        1/1        1 

>      OU  y    =     -     ■-    H 


b  —  c        c  b       2\a 

b  est  appelé  une  moyenne  harmonique  entre  a  et  c.  Trois  termes  consécu- 
tifs quelconques  de  la  série  (1)  sont  en  proportion  harmonique. 


—  4  — 
Théorèmes  suiî  la  convergence. 

6.  Théorème.  —  Dans  toute  série  convergente,  le  terme 
général  n  pour  limite  zéro. 

Soit  d'abord  une  série  convergente  à  termes  réels.  On  a 

Sn  Sn— 1  ^^  tli[  '- 

comme  Sn  et  Sn— \,  lorsque  n  croit  indéfiniment,  diffèrent  de  la 
somme  de  la  série  aussi  peu  que  l'on  voudra,  un  a  pour  limite  0. 
Soit  ensuite  la  série  convergente 

Les  deux  séries 

«,  4-  *2  +  «3  ~\    ..-,     P1  +  P2   !    :V!    ••• 

étant  convergentes,  an  et  ?n  tendent  vers  zéro,  et  il   en  est  de 
même  du  module  de  un  ==  an  -  j-  £Jn/, 

Remarque.  —  La  condition  lim  un  =  0  est  nécessaire,  mais  non 
suffisante,  ainsi  qu'on  le  voit  par  la  série  harmonique  (3). 

7.  Théorème.  —  Etant  donnée  une  première  série  conver- 
gente, à  termes  positifs,  si  les  modules  des  termes  d'une  seconde 
série  sont  égaux  ou  inférieurs  aux  termes  de  même  rang  de  la 
première  série,  la  seconde  série  est  également  convergente. 

Soit  la  série  convergente,  à  termes  positifs, 

"l      !"    U2   +    "3   H      ••••  (1 

et  soit  une  seconde  série 

»1      i      y2      I      V3      I      •••, 

satisfaisant  aux  conditions 

v1       <  ulf         v,       ;     n.,,         r3       <  uzs      ...  . 

.le  dis  que  la  série  (2)  est  également  convergente. 

1°  Supposons  d'abord  tous  les  termes  de  (2)  positifs,  et  soil 

Su  <lx     I     U2  -f    •■•   +  llr.,       S'n     =Vl  -\-  V2  -\     ...    f  Va. 

Su  croît   avec  n   en  tendant   vers  une  limite  finie  S  ;  S, ,  croît 
également  avec;?,  mais  en  restant  inférieure  àSnet  par  suite  à  S. 
On  en  conclut  que  S'n  tend  vers  une  limite  finie  (Alg.,  89). 


2°  Supposons  ensuite  les  termes  delà  série  (2)  réels,  les  uns 
positil's  et  les  autres  négatifs,  Appelons  A„  la  somme  des  termes 
positifs  qui  entrent  dans  S'R,  Bn  la  somme  des  autres  pris  en 
valeur  absolue,  de  sorte  <pie  S'n  =  An  —  13a.  Chacune  des  sommes 
An,  Bn  croît  avec  n  en  l'estant  inférieure  à  S;  donc  An  et  Bn 
tendent  vers  des  limites  finies  et  déterminées  n  etb.  Par  consé- 
quent, S'n  a  pour  limite  a  —  b,  et  la  série  (2)  est  convergente. 

3°  Si  la  série  (2)  est  imaginaire,  on  peut  l'écrire  ainsi  (Alg.  8)  : 

)\  (cos01  -f-  £sin61)-j-/'2(cosÔ2  -f/sin02)  |-  r3(cos03   |-/sinO.,)  -\- ..    (3) 
Par  hypothèse, 

donc,  d'après  le  premier  cas  de  la  démonstration,  la  série 

rx +*•„  +  '-,  +  ...  (4) 

est  convergente,  et  il  en  sera  de  môme  des  séries 

rl  cos  0X  -\-  ^2  COS  ^2  ~H  r3  C0S  ^3  +  •••> 

)\  sin  8j  -|-  ?\2  sin  62  -J-  rs  sin  63  -f-  .  ., 

dont  les  termes  sont  égaux  ou  inférieurs,  en  valeur  absolue,  à 
ceux  de  même  rang  de  la  série  (4).  Donc  la  série  (3)  est  conver- 
gente. 

Remarque.  —  On  démontre  de  la  même  manière  le  théorème 
suivant  :  Si  une  série  positive  est  divergente,  tout  autre  série 
positive  dont  les  ternies  sont  égaux  ou  supérieurs  aux  termes 
de  même  rang  de  la  première  série,  est  également  divergente. 

8.  Applications.  —  I-  La  série  suivante,  appelée  série  e, 

^1^1.2  h1.2.3^       ' 

est  convergente  ;  car  ses  termes,  à  partir  du  4e,  sont  respecti- 
vement moindres  que  ceux  de  la  progression  décroissante 

1  +  1  +  1  +.... 

11.  Si  a,  h,  c  sont  des  nombres  positifs,  la  série 

a+  c      Q  +  c)  (2a  +  c)  (a  f  c) .  .  (n  —  î_a  -h  c) 

"hô  +  c"h(6-r-c)(26-r-c)  ^  *  •  ^  (ô+CJ"..;"(ir=Tîft  +  c) 

est  convergente  ou  divergente  suivant  que  a<b  ou  :_£. 


—  6  - 

En  effet,  si  a  <  b,  les  termes  sont,  à  partir  du  troisième/respec- 
tivement moindres  que  ceux  de  la  progression  décroissante 


car 


.  4-  , 
b  +  c   x    \b  -\-  c)     '  V>  +  ^ 


Ma  4-  c      na  A-  c  -\-  n  —  le  a-j-c 

;  "    <  ()U         <  7      i 

Si  a  >  h,  les  termes  de  la  série  proposée  sont  supérieurs  ou 
égaux  à  l'unité. 

9.  Séries  absolument  convergentes,  séries  semi-conver- 
gentes. —  On  appelle  série  absolument  convergente,  une  série 
dont  les  modules  des  termes  forment  une  série  convergente.  Il 
résulte  du  théorème  précédent  (7)  que  toute  série  dont  les  mo- 
dules des  termes  sont  les  éléments  d'une  série  convergente,  est 
elle-même  convergente. 

On  appelle  série  semi-convergente  toute  série  qui  est  conver- 
gente sans  que  les  modules  de  ses  termes  forment  une  série 
convergente.  Par  exemple,  la  série  harmonique  alternée  (13) 

i-V-1-.... 

2  r3      4 

est  convergente,  bien  que  les  modules  forment  la  série  harmo- 
nique. 

La  somme  d'une  série  absolument  convergente  ne  change  pas 
avec  l'ordre  des  termes  ;  celle  d'une  série  semi-convergente  dé- 
pend de  V ordre  des  termes    Voir  exercices  et  notes,  ncs  24  et  29). 

10.  Théorème.  —  Une  série  réelle  est  convergente  si,  à  partir 
d'un  certain  rang,  le  rapport  d'un  terme  au  terme  précédent . 
pris  en  valeur  absolue,  est  constamment  inférieur  à  un  nombre 
donné  -x,  moindre  que  l'unité.  (Règle  de  D'Alembert.) 

Observons  d'abord  qu'une  série  ne  perd  pas  sa  convergence 
ou  sa  divergence  si  l'on  en  supprime  au  commencement  un 
nombre  fini  de  termes  ou  si  on  la  fait  précéder  d'un  nombre 
fini  de  nouveaux  termes  ;  il  suffit  donc  qu'un  caractère  de 
convergence  ou  de  divergence  s'applique  à  partir  d'un  terme 
de  rang  quelconque. 

1°  Cela  posé,  considérons  d'abord  une  série  positive 

«1    H-    "•>   "h  ?'3   4-   •    •  , 


—  7  - 
satisfaisant  aux  conditions 

f(n  \\       .  Un  |_2  >/n  |  :; 

<  a,  <  à,  <  a,       ... 

Ces  inégalités  donnent 

uR+i  <  awn,     wn+2  <  xan+i  <  a2wn,      wn+3  <  awn+2  <  a3wn,  .  .; 
donc  les  termes  de  la  série 

étant  moindres  que  ceux  de  la  progression  décroissante 

<xttn  -f-  a2itn  -h  a3wn  -f  ...  , 

la  série  proposée  est  convergente  (7). 

Si  Ton  prend  Sn  pour  somme  de  la  série,  l'erreur  commise  est 

moindre  que  la  somme  de  la  progression  (1)  ou  moindre  que         '   • 

2°  Le  cas  où  les  signes  des  ternies  sont  variés  se  ramène  au 
précédent,  car  les  modules  des  ternies  forment  une  série  con- 
vergente. 

11.  Comment  on  applique  ce  théorème.  —  Ordinairement  la 
valeur  absolue  du  rapport  d'un  terme  au  précédent  converge 
vers  une  limite  L,  quand  n  croît  indéfiniment.  Trois  cas  peuvent 
se  présenter  : 

1°  L  <^  L  Soit  a  un  nombre  fixe  compris  entre  L  et  1  ;  le  rapport 

—  ayant  pour  limite  L  finira  par  conserver  une  valeur   abso- 
lue  moindre  que  a.  Donc  la  série  est  convergente. 

2°  L  >  1.  A  partir  d'une  certaine  valeur  de  /z,     —  reste supé- 

Hn 

rieur  à  1,  et  les  modules  des  termes  de  la  série  vont  en  croissant. 
Le   terme   général   n'ayant   pas   pour   limite   zéro,    la  série  est 
divergente. 
3°  L  =  1.  Si  le  module  de     —  finit  par  être  toujours  au-dessus 

de  sa  limite  1,  la  série  est  divergente:  car  le  terme  général  ne 
tend  pas  vers  zéro.  Mais  si  ce  module  croît  constamment  vers  sa 
limite  1  ou  oscille  autour  de  cette  limite,  le  théorème  (10)  ne 
permet  pas  de  prononcer  sur  la  convergence  ou  la  divergence 
de  la  série;  ce  cas  est  appelé,  pour  cette  raison,  le  ras  douteux. 


_x-8  — - 

Remarque.  —  La  règle  (11)  est  appelée  critérium  de  couver- 

gence  de  Caucliy.  Le  théorème  (10)  est  plus  général,  car     "M 

peut  être  moindre  qu'un  nombre  »  sans  tendre  vers  une  limite 
déterminée;  tel  est  le  eas  pour  la  série 

1  -f-  x  sin  ce  -f-  x-  sin  o  sin  2'f  +  xZ  ^n  ?  siR  2'f  sin  3'f    |-  ...  , 

si    x    <  a  et  que  ?  désigne  un  are  incommensurable  avec  -. 
12.  Applications.  —  I.  La  série  exponentielle. 

1+1+  flr  +  -+S  +  -  a) 

est   convergente   pour    toutes   les    valeurs    réelles   de   x  ;    car 

lim     n+1  =lim-=0.  Elle  est  encore  convergente  pour  toutes 
uQ  n 

les  valeurs  imaginaires  de  x,  puisque  les  modules  des  termes 

reproduisent  une  série  réelle  de  la  forme  (1). 

II.  La  série 

.  >  71*  /yO  )»11 

-f-       -f-      4-  .-•  -f-       4-  ■••  (2) 

est  convergente  pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  —  1 

et  -1-  1.  En  effet,  lim  —  ]  !   =  x  lim      ~  -  =  x,  et    .v    <  1. 

un  n  -f-  1 

La  même  série  est  divergente  pour  x  =  1  (3)  et  convergente 

pour  a*  =  —  1  (13). 

III.  La  série  du  binôme 

.m  m(m  —  1)     .  m(m  —  l)...(m  —  ft+2)       j  ■         , 

l+y*  +        T2     -*    -h--.,    h  "  (n  __  1}j  tr       -h---    -> 

est  convergente  lorsque  .v  est  compris  entre  —  1  et  -f-  1. 

Si  m  est  entier  et  positif,  l'expression  (3)  se  compose  de  m  |- 1 
termes  et  représente  (1  -f  .v)m  ;  dans  les  autres  cas  elle  est  illi- 
mitée. Pour  trouver  les  conditions  de  convergence,  observons  que 

m[m  —  1)...  ('///  —  >/-|-2)         ,  m[m — l)...(m  —  n-\-l) 

d'où  l'on  déduit 

un+i        m  —  n  -f  1  .  /,/  -|-  1  \  wn+1 

+  =    -  —  1  )x,     lim  —  —  x. 


y  

Cela  posé,  nous  distinguons  trois  cas  : 
1°    x     <^  1  ;  la  série  est  convergente. 
2°    x    ^>  1  ;  la  série  est  divergente. 

3°  a-  =  ±  1.  Si  721  -f-  1  <  0,  le  module  de    — -  est  constamment 

Un 

supérieur  à  1,  tout  en  ayant  pour  limite  1;  donc  la  série  csi 
divergente.  Si  m  -\-  1  =  0,  la  suite  (3)  devient 

1  X  -\-  XZ  —  073  -f"    •  •  •  , 

de  sorte  qu'elle  est  divergente  pour  x  —  —  1,  indéterminée  pour 
x  =  -\-  1.  Il  reste  encore  à  examiner  l'hypothèse  m    \~  1  >  0. 

IV.  Les  séries 

/y*  3  -. .  5  yt 2  -.  1 4 

rT273  +  1.2.3.4.5~'  "'  1.2  +  1.2.3.4~~ '": 

sont  convergentes  pour  toutes  les  valeurs  de  x. 

En  effet,  le  rapport  -  a    pour    limite    0.    On    peut    aussi 

remarquer  que  d'une  série  positive  convergente,  on  déduit  une 
nouvelle  Série  convergente  en  supprimant  des  termes  d'après 
une  loi  déterminée,  car  la  somme  des  n  premiers  termes  de  la 
nouvelle  série  croit  avec  n  sans  pouvoir  dépasser  la  somme  de 
la  série  primitive.  La  série  exponentielle  conduit  ainsi  aux  séries 
convergentes 

h].2.3  h1.2.3  4.5+""'  1_1.2 H   1.2.:].  4h  '" 

dont  les  séries  proposées  ne  diffèrent  que  par  les  signes  de  cer- 
tains ternies. 

V.  La  série 

1  +   •>  +  3'»"  +  >■  +  -•■  (5) 

est  convergente  si  ni  ^>  1,  divergente  si  m  =  1  ou  <  1. 

Si  m  <  0,  le  terme  général  ne  tend  pas  vers  0.   Pour  m  >  0, 

la  série  rentre  dans  le  cas  douteux  :  le  rapport       r!  ' l   est  plus 

petit  que  1,  mais  a  pour  limite  1. 


(*)  Voir  à  ce  sujet  une  note  de  Catalan  dans  les  C.  R  ,  18">7,  t.  xlv,  p.  f>21 
ou  dans  le  Cours  d'Analyse  de  Sturm,  et  une  Note  de  Jauni  dans  la  Nouvelle 
Correspondance,  t.  i,  p.  121. 
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L'hypothèse  m  =»  1  donne  la  série  harmonique.  Si  ni  <  1.  les 
termes  de  la  série  (5)  sont  plus  grands  que  ceux  de  même  rang 
de  la  série  harmonique;  la  série  proposée  est  encore  divergente. 

Lorsque  m  >  1,  nous  groupons  les  termes  ainsi  : 


i   U'"      3m/      V'm      5m      0m      7">/  '   \8m      '"       15' 


112           1 

1 

<r        =  -       ■< 

4'm 

en   remplaçant   les    ternies    d'une   parenthèse    par   le   premier 
d'entre  eux  on  trouve 

•    i        4  l 

"'  ^~  7m  ^  ,jm  ~~  4m— .  '    e 

Les  différents  groupes  sont  doue  moindres  que  les  ternies 
correspondants  de  la  progression  décroissante 

1    i-  l    h  1   ^    ■ 

■gin—  1    r  .pn— 1     r^iii—l    '     *    '   • 

il  en  résulte  que  la  série  io)  est  convergente. 

13.  Théorème.  —  Une  série  alternée  dont  les  ternies  décroissent 
constamment  en  valeur  absolue  el  tendent  vers  zéro,  est  conver- 
gente. 

Soit  la  série 

u\  —  ui  +  w3  -  u4  4-  w5  —  ?/,  +  ... 

satisfaisant  aux  conditions 

Wj  >  »2  >  ^3  >  m4  .  .  >  0,     lini  wn  =0. 

Pour  établir  la  convergence,  nous  nous  servons  de  la  représen- 
tation géométrique   {p.g.    1).    Prenons  sur  l'axe  (\\\  de  gauche  à 

Fig.  i. 


i 

O  A     A  A    A       A 

2        -i  5       :i 


droite,  la  longueur  OA,  =  ri,  ;  puis,  de  droite  à  gauche  la  lon- 
gueur A, A  ,  n,  :  puis  de  gauche  à  droite,  la  longueur  A2A3  = 
n  :  et  ainsi  de  suite.  A  cause  de  n:  <  zz,,  le  point  A2  tombe 
entre  <)  et  A,  ;  de  même,  puisque  n3  <^  n2,  A3  tombe  entre  A,  et 

A.,,  etc.  Par  conséquent,  les  points  A,.  A3,  A- marchent  de 

droite  à  gauche  ;   comme  ils  restent  toujours  à  la  droite  de  A2, 
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ils  tendent  vers  un  point-limite  L.  D'autre  part,  les  points  A2, 
A4,  A6,  ...  marolient  de  gauche  à  droite  en  restant  toujours  à  la 
gauche  de  A,  ;  doue  ils  tendent  également  vers  un  point-limite 
L'.  Mais  deux  points  eonséeutifs  An,  An-|  1  eomprennent  néces- 
sairement les  points  L  et  L'  et  comme  leur  distance,  égale  à 
Hn-h>  tend  vers  zéro,  les  deux  séries  de  points  (An  A3,  A5,  ...)  et 
(A.,,  A4,  A6,  ...)  tendent  vers  le  même  point-limite  L. 
Cela  posé  comme 

S1==OA1,      S,  -^0A2,      S3--=OA3,     ...,     Sn==OAn,     .."., 

la  série  proposée  est  convergente  et  a  pour  limite  OL. 

Remarque.  —  L'erreur  que  l'on  commet  en  prenant  S„  pour 
S  est  moindre  et  de  même  signe  que  le  premier  terme  négligé. 

En  effet,  le  point  L  est  compris  entre  An  et  An-fiî  donc,  sui- 
vant que  n  est  pair  ou  impair, 

S  =  OL  =  0Afl  ±  AnL  =  Sn  ±  A„L, 

ou,  en  désignant  par  0  un  nombre  plus  petit  que  l'unité. 

S  =  Sn  +  (-  l)n0*'n+l. 
Application.  —  Les  séries 

1        l  4-  1        1  4-  1        l  A-  l        1    ' 

sont  convergentes.   On   verra  que  la  première  a  pour  somme  le 
logarithme  népérien  de  2:  la  seconde,  '■'-• 

14.  Si  les  termes  d'une  série  alternée  décroissent  constamment  vers  une 
limite  À  différente  de  zéro,  la  série  est  indéterminée  En  effet,  les  points 
Aj,  A3,  A-,  .  .  (/?«*.  li  tendent  vers  un  point  limite  L,  et  les  points  A>,A4,A-,  ... 
vers  un  antre  point  limite  IV  distant  de  L  de  la  quantité  X;  en  d'autres 
ternies,  les  sommes  S,,  Sg,  S5,  ...  tendent  vers  une  limite  .S.  et  les  sommes 
S-,,  S4,  S6l  ...  vers  une  autre  limite  S',  et  l'on  a  S  —  S'  =  X.| 

Considérons  par  exemple  la  série 

2-3  +  4-5  +  ... 

1       2^3       4  \ 
dont  les  termes  ont  pour  limite  1.  En  écrivant 

(i  +  D-(i+!)+(i+J)-(i-+ £)+■•■ 


12 

1  -^ 


on  lrou\  <• 


S-?n    =    1 


1  1  1 


S*, 


2       3       4 

l-1  +  ±-i  +  ..-    ! 

1       2   '    3        i    '  ' 


r  •*•    '   2)i  —  l       2// 

1     - 1  +  i  +     } 

2u—  1       2»    '        '    2n    I-  1 


«loue  lim  S->,    =  log  nép.  2,     lim  S..„  hi  =  1  +  log  nép.  2. 


\){     NOMBRE    ('. 


15.  On  a  vu  (8)  que  la  série 
-  1+ï  +  rW     ' 


1 


1  n    1.2   '    1.2.3    '      '  1  .2 ...  72 
est  convergente.  Sa  somme  est  représentée  par  e. 
Posons 

''"     =1+ï  +  l   2    K-     '    1.2..    n 


1  4--  l  4 

1.2...  (n-f  1)    '    1.2...'.??  +  1)(«    h 2) 


de  sorte  que  e  =  en  H-  r„.  On  a 


1 


1  + 


1 


i- 


1 


n+  !)![_     '  «  +2   '    (»4-2)(«  +3 


.,     h» 


< 


l 


l  +  a-^9  +  t 


i 


i 


(m  4-1)!  [_     '   n   h  2    '    (h  +  2)2    '•  [n-{-2)* 
d'où,  en  sommant  la  progression  entre  crochets  : 

1        n  4-  2 

r°  "    [«  4"l;!"»4r 

et  en  désignant  par  0  un  nombre  plus  petit  que   1 

1  n  4-  2    f 

?n==  1.2.7.  n(îi+  ïy    ' 


4- 


Si  Ton  fait  /i  =  2,  on  trouve 
1  1 


1        1 


il  en  résulte  que  e  est  compris  entre  2,  bel  2,  75. 


-*-    lo   — 

Le  nombre  c  est  incommensurable.  Eïi  effet,  c  n'est  pas^ent-ler; 

s'il  pouvait  être  égal  à  la  fraction  irréductible       ,  on  aurait 

n 

m  11  11     n  -1-  w> 

u  1    1    '    1.2   r        '  n!  r  »l(«  -1    l)2    ' 

d'où,  en  multipliant  les  deux  membres  par  ;j  !, 

.V  et  B  étant  des  nombres  entiers  ;  le  nombre  entier  A  —  B  serait 

n  4-  2 
donc  égal   a  la   quantité  ,  -.     0  qui  est  plus  petite  que  1. 

©  1  (n  +  1)2        1  1  1  ^ 

Calcul  de  e.  —  Faisons  la  somme 

en  =  l  +  i  +  ]  .2"^  •••+   1.2."    11 

en  prenant  chaque  ternie  avec  9  décimales: 

2;  500  0()0  000 

o,  100  066  066 

(),  041  606  Q66 

0,  008  333  333 

0,  001  388  888 

«).  000  108  412 

0,  000  021  801 

0,  000  002  755 

0,  0OO  000  275 

0,  000  000  025 


2,  718  281  821 

Cette  valeur  de  cu  est  exacte  à  moins  de  0  unités  du  9e  ordre, 
puisque  les  neuf  derniers  termes  ont  été  limités  à  9  décimales. 
Ensuite,  les  termes  négligés  de  la  série  c  ont  pour  somme 

ru  =  j~   *?  0  <  0,  000  000  025  ...  X  -^  <  0,  000  000  003. 

Par  suite,  e  est  plus  grand  (pie  2,718281821  et  plus  petit  que  ce 
nombre  augmenté  de  9   |   3  unités  du  9e  ordre.  11  en  résulte  : 

c  ^  2,7182818 


-  H  — 

avec  une  erreur  par  défaut  moindre  qu'une  demi-unité  décimale 

du  7e  ordre. 


1  y 
Limite   de  (  1  +         quand  h  croît  indéfiniment. 


16.  Lemme.  —  a,  b,  e,  ...  1  etnnl  des  nombres  positifs  moindres 
(jne  l'unité,  le  produit 

(1  — a)(i  —b)  (1  —  c)  ...  (1  —  /), 

inférieur  à  l'unité,  surpasse  1  —  (n    [-  b  -|-  ...  -h  1).  On  suppose  la 
somme  a   \-  b  4-  •••  4-  f  <C  U  sans  quoi  la  proposition  est  évidente. 
Dans  le  cas  de  deux  facteurs,  on  a 

(1  —a){\  —  b)  =1  -(a    [-//)  -f  ai; 

et  comme  nb  est  une  quantité  positive  : 

(L—  a)([  —  ft)  >  1  —(a  4-  *)• 

Multiplions  cette  égalité  par  la  quantité  positive  (l  — c) 

(l  _a)(l— ft)(l  -c)  >[1  _(a4-ô;](|  —  c)-; 

or,  d'après  ee  qui  vient  d'être  démontré, 

[[-(a    |-//)M  _c)  >  L  — (a    h  ^  4   c)  ; 

doue,  à  plus  forte  raison 

(l  —  a){  L  —  6)  1 1  —  e)  >  1  —  (a  -f  6  4-  c). 

Et  ainsi  de  suite. 

17.  Corollaire.  —  On  a 


0  désignant  un  nombre  compris  entre  0  et  1. 

En  effet,  d'après  le  lemme  précédent,  le  premier  membre  est 
compris  entre  l'unité  et  le  nombre 

l_]  +g  +  -.(p-n_1    p(p-d. 

il  diffère  donc  de  l'unité  d'une  quantité  inférieure  à  -  — -        -'-• 

2n 
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18.  Théorème.  —  Quand  n  croit  indéfiniment*,  l'expression 

1  Y1 
l  +  -    )    n  jiour  limite  le  nombre  e. 

"J 
Supposons  d'abord  n  entier  positif.    D'après  la  formule   du 

binôme  : 


1    Vn 


n\        nui   -1)1         n{n—  \)  (n  -2)   1 
'  \    n  1.2       n*  '  1.2.3  ><■ 


,  ,    ,i(n-\)...(>i.-P    \-\)    1  1 


1.2.../?  n  p 

ec  développement  peut  prendre  la  forme 

1    '       2!  3! 


>/' 


l-1       I 

>v  ^    1      '  91  '-îl 


H 


2^ 


+ 


+ 


1  -  -Il  1 

n 


?y./r-£--r) 


(1) 


...  -f 


Ecrivons  le  terme  général  ainsi  (17)  : 


1 


p(p  —  1 
2h 


V-* 


ou 


1 


1 


p- 


p  !       2m    (/?  —  2)! 

0è,_2  désignant  un  nombre  compris  entre  0  et  1.  Cette  transfor- 
mation étant  appliquée  à  tous  les  termes  de  (\)  à  partir  du  4m<\ 

il  vient 


n 


J 


1   '    12!      2v 


hr.1,-1  " 


1      1 


2)1 1  ! 

Ôn-2 


. 


4!       2«  2?/  +  '"     "  vw!       2«  '  (n— 2)  ! 
Groupons  ensemble  les  termes  positifs  et  les  termes  négatifs 
IV  1.1         1  1 


1-  =1     -T  +  oT+5"^ 


1    h1    +1 

1   '  2!  ^3 


a  : 


-  1  M    i    (Jli    S  6<>   ?     ^ 

2»V        H       2!'1"  •••(n~2)!/ 

Lorsque  n  croît  indéfiniment,  la  partie  positive  a  pour  limite 
e  ;  la  parenthèse  conservant  une  valeur  inférieure  à  e,  le  produit 

(\o  cette  expression  par  ^     tend  vers  zéro.  On  a  donc 

/         l  \ n 
lim  (  1    |      )      =  e,      pour  n  ==oo. 
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19.  Supposons  ensuite  que  n  prenne  des  valeurs  positives 
quelconques.  Si  une  valeur  est  comprise  entre  les  entiers  m  et 
m    |    1,  on  a 

1    !       \  ,  ■     1   f  -  <  1    I     l  ' 

à  plus  forte  raison 

,+m+i)    <(1+»)<(1  +  »)       ' 

i + - 1  r H 

1  \        w/       \         m  )   \         m 

^m-f-1 

Or,  lorsque  n  croît  indéfiniment,  il  en  est  de  même  des 
nombres  m  et  m    |    1»  et  les  deux  quantités 


]       n  m+l  /  1  N  n 


ont  i)onr  limite  le  nombre  e  ;  par  suite,  l'expression      1  4- 

n 

comprise  entre  ces  quantités,  a  la  même  limite  e. 

Enfin,  si  n  est  négatif  et  croît  indéfiniment  en  valeur  absolue, 
on  trouve  la  même  limite.  Car  soit  n  =  —  ni:  alors 

i\n  /  1  \-m  m      \m         /  1       ^    m-1  /  ]       \ 

1-f-)     =(l--  =  ,  =(    1-f  ,  1     |- 

ny  \        mj  m  —  \  \        m—\  m— 1/ 

et  en  passant  a  la  limite  pour  m  =  -j-  °°  >  on  trouve 

1    'Yn  _1  «  1    n 

lim     1-4-  =  c.   d'où  lim      1-1 —       —e . 

n}  -\J  K        nj 

Remarque.  —  Si  Ton  pose  n  =   ->  on  obtient 

î 
lim  (1  -f-  y)J'  =  c,     pour  lim  %  =  0. 


Logarithmes  népériens. 

20.  On  sait  qu'un  système  de  logarithmes  est  défini  au  moyen 
de  deux  progressions,  l'une  géométrique,  l'autre  arithmétique, 
qui  se  correspondent  terme  à  terme  et  dans  lesquelles  1  et  0 
sont    des   ternies  correspondants  :   les  nombres  de  la  seconde 
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progression  sont  appelés  les  logarithmes  des  nombres  homo- 
logues de  la  première. 

Supposons  qu'on  parte  des  progressions 

...  a-3,     a~~,     a-1,     I,     a,     a2,     a3,  ...   ) 

..    3b,      —2b,     —b,    0,     h,     2b,     3b,   ...   i  Œ 

où  a  >  1 ,  b  >  0.  Pour  donner  à  tout  nombre  positif  un  logarithme, 
on  élargit  les  progressions  (I)  en  insérant  entre  deux  termes 
consécutifs  respectivement  m  moyens  proportionnels  et  m 
moyens  différentiels,  m  pouvant  être  aussi  grand  qu'on  vent  ; 
on  obtient  ainsi  deux  nouvelles  progressions  que  nous  repré- 
sentons par 

1,     l+«,     (!+«)*,     (l  +  «)3,  ...  j 

0,         p,  2?,  3p,        ...  \    (H) 

et  que  nous  substituons  aux  progressions  initiales  (I). 

A  mesure  que  m  croît,  les  nombres  a  et  3  décroissent  et  tendent 


..,  (l+«)-2, 

0+«) 

•  ,      -2,3, 

0 

vers  zéro  ;  mais  le  rapport  [    tend  vers  une  limite  déterminée 


M,  qu'on  appelle  le  module  absolu  du  système  de  logarithmes 
défini  par  les  progressions  (1). 

Si  Ton  remplace  p  par  Ma,  les  suites  (II)  prennent  la  forme 

...,(l +«)-*,     (1+*)-1,     1,     l  +  «,     (l'+«)8,  ...   )    (nn 

...,— 2Ma,  —  Ma,         0,         Ma,  2Ma,        ...    \  ' 

et  Ton  pourra  dire  que  les  logarithmes  à  module  M  sont  les  limites 
de  ceux  qui  résultent  des  progressions  (III)  lorsque  a  tend  vers 
zéro. 

On  appelle  logarithmes  népériens  ou  hyperboliques,  les  loga- 
rithmes (jui  ont  pour  module  absolu  1.  Ils  sont  définis  par  les 
progressions 

...,(l+a)-2,      (1  +«)-!,      1,      14"«,      U+*)2,...J  flV) 

—  2a  a  ()  a  2a  \  ' 

pourvu  ({ne  a  tende  vers  zéro. 

La  base  d'un  système  de  logarithmes  est  le  nombre  qui  a  pour 
logarithme  l'unité;  donc  si  (1  +  a)n  est  la  base  des  logarithmes 

NëUBERGj   An.  inf\,  i  x 
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définis   par   les   progressions  (IV  ,   on   doit  avoir  iw.  —  ],  d'où 

a=     •  Celte  base  a  donc  pour  expression  (  1  +-  J  .  Pour  avoir 

les  logarithmes  népériens,  il  faut  l'aire  tendre  a  vers  0  ou  l'aire 
croître  indéfiniment  n.  Doue,  la  base  des  logarithmes  népériens 

1 N  " 
est  la  limite  de  V expression     1  +      I    pour  n  =  oo,  ou  le  nom- 
bre e  (18  . 

Il  existe  un  rapport  constant  M  entre  les  logarithmes  d'un 
même  nombre  (1  -f-  «)p  pris  successivement  dans  les  deux  sys- 
tèmes qui  sont  définis  par  les  progressions  (III)  on  (IV).  Cette 
conclusion  étant  indépendante  de  la  grandeur  de  a  subsiste  aussi 
a  la  limite  ;  donc,  on  passe  des  logarithmes  népériens  aux  loga- 
rithmes à  module  M  en  multipliant  les  premiers  pur  M. 

Désignons  par  la  caractéristique  /  un  logarithme  népérien,  et 
par  la  notation  log  un  logarithme  pris  dans  le  système  à  module 
M  ;  nous  aurons,  quel  que  soit  le  nombre  .v, 

log  x       Mlx,     Ix  =  log  x   -.       • 

Prenons  pour  x  successivement  e  et  la  base  n  du  second 
système  ;  alors 

log  x       .  1 

M  -        p  log  e  «  -     • 

Ainsi,  /e  module  absolu  d'un  système  est  égal  à  l'inverse  du 
logarithme  népérien  de  la  buse,  ou  égal  au  logarithme  de  e  pris 

dans  ee  système. 

Quand  il  s'agit  des  logarithmes  vulgaires,  on  a 

M  -  (J,   434  294    1819....     *         2,  305  215  0920.... 

M 

Exercices  et  notes. 
1.  Démontrer  les  égalités 

;    '   s{s    I    1)    r(;+l.u   ;   2)   '   i>  +  2)  (*  +  3)   '    •"' 

1         =  i  +  J  + 

2z(z    I-  1)  "     :  o  +  1)  (z  +  2)    ■"    (*  +  1)  (z  +  2)  U  -I-  3)   +  ••■  ' 

Li.----i-lH.-;  V)       -.(z  +  }){z+2)(z+'i)^(z+\)(z+V)(z      3  lj  + 
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Ces  égalités  se  ramènent  à  la  formule 

ai  =  (ai  —  a2)  4-  K  —  a3)  -I-  (a3  —  °0  +  ••  1  (A) 

où  les  quantités  aïs  a2>  •••  tendent  vers  zéro. 

2.  4    -  are  tg  2  f  arc  tg  g  +  arc  tg  ^ -f  . . .    |    arc  tg  ^  - 1 -  . . .  , 

I  =  arC  {4   h  arC  ^7  f  arC  tS13  +  -    harC  *i?  fl  +  ï  +"" 

Faire,  dans  l'égalité  (A), 

ce  c 

a,  =  arc  tg     ?     y..,  =  arc  tg-       — -.  »      a.,  =  arc  tg  ,  »     .... 

puis  a  =  1,  b  =  2,  c  =  1,  ou  a       1,  b  =  1,  c  =  1. 

3.  Trouver  à  moins  de  0,01  la  somme  de  la  série  convergente 

1    '    22    r  33    '  '    «n   ' 

Ou  compare  la  série  à  la  progression 

1  +  *  -i  ]  -i-  -1  -h .. 

1       2"       2         *>4    '         ' 

el  Ton  observe  que  Rn  <  -x    rr  +  «    r=-  +  •  ■  <  «    ■ 

2n+1        2n "I  -  211 

4.  Soit  Uj  -j-  «2  4"  ••■  ime  série  convergente  à  termes  positifs,  et  soient 
ai,  y.>,  •••  des  nombres  réels  obéissant  à  une  loi  quelconque,  mais  ayant  un 
module  constamment  inférieur  à  un  nombre  fixe  %.  Démontrer  la  conver- 
gence de  la  série 

rXllC\    ~\~   a2^2  ~\~~  a3W3   ~T~      •• 

."*>.  Soit  //j  -J-  u^   |    ...  une  série  convergente  à  termes  positifs,  et  soit  n{ 
v.2  -{-  ...  une  seconde  série  réelle.  Si,  à  partir  d'un  certain  rang,  on  a  cons- 
tamment 

rn  un 

la  seconde  série  est  également  convergente. 

Si  uj  =  Hl5  les  termes  de  la  seconde  série  sont  en  valeur  absolue  moindres 
que  les  termes  homologues  de  la  première.  Si  i)Y  -/■-  h1}  on  revient  au  cas 

précédent  en  multipliant  la  seconde  série  par      -. 

v\ 
5bis.  Soient  uz  -f-  u2  -f-  ...,  p3  -f-  w2  -f"  ■••>  deux  séries  positives.  Si  la  lre 
série  est  divergente  et  qu'à  partir  d'un  certain  rang 

Vn      =     Un 

la  ue .série  est  également  divergente. 
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r>.  La  série  u{  -f-  «•>,  •••  es^  convergente  si.  à  partir  d'un  certain  terme,  on 

a  constamment  \      un     <  a,  a  étant   un  nombre   fixe  moindre  que   1.   Si 

n    ~ 

\       wn    tend  vers  une  limite  L,  la  série  est  convergente  ou  divergente  sui- 
vant que  L  <  1  ou  >  1.  L'hypothèse  L    =  1  correspond  au  cas  douteux. 

Application  à  la  série    -  -f  ^     |-  ^   +  ...  +  --  -f.... 

7.  Si  dans  une  série  positive,  le  produit  min  a  une  limite  v  différente  de 
zéro,  la  série  est  divergente. 

Soit  ;j.  un  nombre  fixe  inférieur  à  y  ;  à  partir  dune  certaine  valeur  de  /i, 
on  a  constamment  min  >  !J-.  et  par  suite 

"- + "»'  ■ + •■• + """;i  >  1*6 + «  1 1 + - +»  Ij,'- etc- 

S.  Si,  dans  une  série,  le  produit  nm  lia  reste,  en  valeur  absolue,  infé- 
rieur à  un  nombre  fixe,  m  étant  un  nombre  fixe  supérieur  à  1,  la  série  est 
convergente. 

9.  Si  iij  >  u.,  >  u3  >  ...  >  0,  les  deux  séries 

«1  4"  «2  +  "3  +  «4  4"  •   •>       «1  +  2u2  +  4"j  -|     8H8     I     •••• 

sont  en  même  temps  convergentes  ou  divergentes  (Cauchy). 
Si  l'on  groupe  les  ternies  de  la  lro  série  ainsi  : 

«î  +  («2  +  "3)  +  i«4  4-  "5  +  «6    !    »:  '  4  •  •• 

les  groupes  sont  moindres  (pie  2«o,  4«4,  ...  :  donc  si  la  l;''  série  est  conver- 
gente, la  lr"  série  l'est  aussi.  Groupons  ensuite  les  termes  ainsi  : 

«1    f  W2  -f  (|/g     |-  H4)  -|-  («g  -f  U6  +  H7  +  llg)  4-  .   .  ; 

les  groupes  sont  maintenant  plus  grands  que  2«4,  4u8,  etc. 

10.  Une  série    positive   est    convergente    ou    divergente  suivant    que   le 

rapport  l-      :ln  a  une  limite  plus  grande  ou  plus  petite  que  1. 
Comparer  (7)  la  série  à  la  série  S  12.  V)  en  supposant  un   <         si 

m    >    1.   et   Hn     >  si  «î  <  1. 

11.  Si.  dans  une  série  positive  décroissante,  la  quantité 

n(  —  1 

'  "n+i 

reste,  à  partir  d'une  valeur  déterminée  de  n,  supérieure  à  un  nombre  fixe 
m,  plus  grand  que  1,  la  série  est  convergente  ;  si  elle  reste  plus  petite  que 
1,  la  série  est  divergente.  I  Critérium  de  Raabe  ou  de  Duhamel). 
Appliquer  les  exercices  5  et  5bis  en  comparant  les  séries  r^  4-  u,   \     .    et 

"1    h  ws4"  ■•    ou  "n         ni-  Ijil  première  est  convergente  si.  pour  m>l, 
>  ou  >      1  +  -       >  1  4- 

Wn+1  *>n+l  V  >l>  « 
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ce  qui  revient  à  Xn  >  m.  Klle  est  divergente  si  pour  m  —  1, 


< 


ou  <  1  4"      * 


«n+l        ^n  -|  -1 
12.  Etudier  la  série  dont  le  ternie  général  est 


U\ 


An?   [-  BnP+1  +... 

rt«ri   4-  6^  -1  -h  ... 


La  série  est  divergente  si  p  >  q,  ou  p  =  q  (6)   ou  ;j  —  q  —  1  i  exercice  7). 
Si  />  =  q  —  2-,  lim  nrun  —  -  ;  appliquer  l'exercice  8. 
13.  «!  -J-  «rh  ■••  «tant  une  série  à  termes  positifs,  si 

un  1 1        #+  AnP-1  H-  BnP-2  4-  ... 


w, 


«p  4-  a  wP~l  4-  6  7?p  -2 ;  4- . . . 


oùp  est  un  nombre  entier,  et  où  A,  B,  .  .,  a,  b,  ...  sont  des  constantes,  la 
condition  nécessaire  et  suffisante  pour  (pie  la  série  soit  convergente  est 
A  —  a  4- 1  <  0.  ^Gauss.) 

Appliquer  l'exercice  11    On  a 


An     = 


(a  —  A)  mP-1  4- (6  -  B)wP-*  -j-.. 
«p  4-  AwP"1  4-  ... 


Si  a  —  A  <  O,  Xn  est  négatif  pour  n  =  oo  ;  donc  à  partir  d'une  valeur 
déterminée  de  n  on  a  un  <  Hn+1  ;  si  a  —  A=  o,  lim  Xn  —  o  pour  n  =  oo,  et 
Xn  est  négatif  ou  <  1  pour  n  suffisamment  grand:  si  a  —  A  >  o,  on  a 
lim  Xn  =  a  —  A  pour  /i  =  oo  ,  etc. 

14.  a  étant  supposé  que  >  1,  démontrer  que 


1 


1 


+ 


1 


+ 


1.2 


a    '  a  H-  1  ^  (a  +  l)(a  4-  2)  ^  (a  4-  l)(a  4-  2) (a  +  3) 

1.2  ...  n 


a 

a  —  \ 


+  ...  4- 
=  14- 


+  ..., 


(«4-  l)(a  +  2)...(a  +  n+l) 

1  1.2  1.2.3 


+ 


+ 


fl-fl       («+1)  («  +  2)    !   (a  4-  1)(«  +  2)(a  4"  3) 
Remplacer  le  terme  général  de  la  première  série  par 


1  .2  ...  n 


1.2...(n4-l) 


\a 


-f  1)...  (a  4-  n)       (a  |_  i)  ...  (a  -\-  n  +  1)J 


etc. 


Un  changement  de  notation  ramène  la  seconde  série  à  la  première. 
15.  La  série 

14-—         i-  ---       4-        ?-       4- 

"l"  a?2  4-  1      ^,4  4-  ï      ^6  4-  ï      "■*  ' 


est  convergente  pour  toutes  les  valeurs  de  x  à  l'exception  de  .v  -    1. 


Suivant  que  I  x  |  >  1  ou  <  1,  on  compare  la  série  à  la  progression  dé- 
croissante 1  +  x   |-.v3  -f  ...,  ou  1  f.v  -i  4.V-24  ....  La  série   peut  s'écrire 

1+(a5+i)-1+(Wi)"1+... 

16.  La  série 

IL  -L  U  I 

est  divergente  si  |  x  |    >  1,  convergente  si  |  .v  |   <  1. 

Si  |  .v  |  >  1,  un  ne  tend  pas  vers  zéro;  si  \  x  \   <  1,  lim        ■     =  x 

17.  La  série 

14-- 4-  — 4-  —  4- 

est  convergente  pour  !  .v  j  <  1  et  x  —  —  1,  divergente  pour  |  x  |   >  1  et  ,v—  \ 

18.  La  suite 

1.2  2.3  »("4-l)  , 

3.4.5.6  "•    4.5.6.7        "*'  "^  (n  +  2)(u  4- "3)(»  -f.  4)(n  +  5) 

est  convergente  et  a  pour  somme     • 

La  convergence  résulte  de  lim  n2iin       1  'exercice  12j,  ou  de 

"«-(«  + 2) -(»-i-2r',2^L 

Pour  trouver  la  somme,  on  pose 

n(n  +  1)  A_ B  C  _D 

(»  +  2KM^  3)(-n  4-  4)(n  -I-  5)  =~  »  4  2       »  4-3       «  ■  f  4  +  n  -f  5 


? 


A,  B,  C,  D  ayant  des  valeurs  indépendantes  de  n;  en  chassant  les  dénomina- 
teurs de  cette  identité  et  remplaçant  ensuite  n  successivement  par  —  2,  —  3, 

—  4,  —  5,  on  obtient  A  — -,  B  — -  —  3,  C  =6,  D  —  —  —  •  Il  en  résulte  : 
ou,  à  cause  de  A  -f-  B   j-  C  -\-  D  =  0  : 

/       1  1  IN 

4-  D h  4-  -  |,  etc. 

Vn-f  3^    »4-  4   '    h  4-5/ 


r   /  ' 
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On  peut  aussi  poser 


M^  N 

=  (n     -2)(n  +  3j  "    (w  -f-3)(n'H-4)  "  (w  -  -  ï]{n 


ce  qui  donne  M   -  -  >  X  —  —  ->  P  =  -=-;  puis  s'appuyer  sur  l'égalité  (2) 

1.2  r  2.3   j   3.4  ^ 

1    2  2   3  3   4 

3.4.5       4.5.0   f  5.6.7 

20.  Sommer  la  série  dont  le  terme  général  est        ,  -    . 0  On  suppose 

(n  -f-  a)1  —  o2 

n  —  1  ^  6,  et  2b  est  un  nombre  entier  positif. 

1  r     ]      ,      i  i      i         ii 

Réponse:  ;w  '  ,     ;  — r  -r  K~\ ~ï.i~n~~i î  ~r  ■••  ~r        ,    r   ' 

2  b  L  l  +  a  —  o      2  +  a  —  o      3  +  «  —  &  «  -j  -  />_ 

21.  Démontrer  la  convergence  des  séries 

h  2      3       4*5^6       7      8  ^ 

i_I_l  +  i+I  +  I_I_l_I_J-  +  -L  + 

2       IJ^  4       o    '   0       7       8       9       10^11    '    ■"' 

Appliquer  le  $  13  en  groupant  les  termes  consécutifs  de  même  signe. 

22.  Démontrer  la  divergence  de  la  série. 

^2       3^4       o       6    h7   r  H       91 
On  a  lim  nun  =  ~  (exercice  7)  en  posant 

o 

1,1        1 

^~3;,_2     h3,/-l  3^' 

23    Etablir  la  convergence  de  la  série 

2       3        1       o       ()        I        o       9 
Elle  résulte  (13)  de 

•S"  -  V  -  3  ^  4  ~  6  +  -  ~  3»)  +  là  -  3  +  5  _  6  +  -  ~3n 

1       1,1,1       1       1,1        1    ,  3M 

U-        '  +3-2  +  5  +  7  -ï  +  9  +  U-«+  -=2fâ 
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On  prend  pour  terme  gênerai 


I 


"An  —  3~*~4?i—  1       2n  =  ~~  \An  —  3  ""  An)  +     4m  -  -  1        4ny 
et  la  convergence  se  démontre  comme  dans  l'exercice  précédent.  On  a 

s-sf.    !     -  '  +      '     -1 

\An  —  3        1;/        4n  —  J        An 

B-1-I  +  --Ù».  -*(      !     —       ]       +       >       _   ] 

2    '   3       4    '  ^4/?—  3       4n  — 2    '    4>i— l       An^  ' 

d'où  S--J2-sf-    !     s  —  T-1  ^sfô.elo. 

yl»  —  2       An)       2 

/     1  1  1  \ 

2o     lim(-       r+       .    -■+   ..   |--    )  —  12,  pour  n  -  oo.    (Catalan). 

1111  1  1 

Remplacer    ,     par      —    :    >  ,  par        — r  —  ~  „  etc.,  ce  qui  donne 

2n        ii       Zn  Zn  —2        rc  —  1       2>2  —  2 

1,111,11  1 

»  +  l       »  +  2+""~t~2n  '    2^3       4    h'""~    2rc'      " 

2°-  1.2. 3~j"5. 0. 7    h<M0.11    !"---=4/2-  (EuLER) 


(4w  — 3)  (4w  — 2)  (4w  — 1)       2^4™— 3       4«  —  2   '    4/?  —  1 


Wn    = 


2\4w  —  3       An  —  2       An  —  1        An)        A\2n  —  1        2« 

27.  Si  |  a-  |  <  1, 

1  _f_  2x  +  3a;2  -f  4x-3  +  .. .  =    -     l    .-., , 

(1—  xf 

1  -|-  3x  -f  5a-2  -I-  ^'3  -h  ...  =     1  +  ^   » 

(1  —  a-)- 

1  4_  4^  _|_  9^2  +  16^3    i    #>    =  _L ±f ?    , 

(1    -  ■>•  :; 

Pour  la  première  série,  observer  que 

Sn  —  Sn.v  =  1  +  x  +  .v-  -f    ..    |    .v"  H  —  ;j.y",  etc. 

28.  La  somme  d'une  série  convergente  à  ternies  positifs  est  indépendante 

de  l'ordre  des  termes. 

Soit  la  série  ux  -[■  n.,  ~\-  uA  -{-  ..  :  appelons  Vn  la  somme  des  //  premiers 
termes,  et  U  la  limite  de  Un.  Ecrivons  les  termes  dans  un  autre  ordre  : 
représentons  la  nouvelle  série  par  />(    |    />.,    |    ";;    |- ...,  et  la  somme  des  « 
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premiers  termes  par  Vu.  On  peut  prendre  />  suffisamment  grand  pour  que 

tous  les  termes  de  Vn  se  retrouvent  dans  Up  :   alors  Vn  <  Qp  <  l  .  On  en 
conclut  (pie  V»  tend  vers  une  limite  V  égale  ou  inférieure  à U.  En  inter- 
vertissant les  rôles  des  deux  séries  on  voit  (pie  l"        V  :  donc  U  =  V. 
29.  Soit  iii    |-  »j  -f-  ..  une  série  à  termes  positifs  et  négatifs,  et  soient 

lh    \-P-2  +  •••»        —  *h  —  <l-i  —   ■■  I 

les  deux  séries  formées  respectivement  par  les  termes  positifs  et  par  les 
termes  négatifs  de  la  première  série.  Trois  cas  peuvent  se  présenter  : 

1"  L'une  des  séries  il,  est  convergente,  l'autre  est  divergente.  La  série 
Hj  -J-  Ho    !"  H3   h  •••  est  divergente. 

2°  Les  deux  séries  (1  >  sont  convergentes.  La  série  K]  ■  |-  u,  ■  j-  ...  est  alors 
absolument'  convergente  et  sa  somme  est  indépendante  de  l'ordre  des 
termes.  DlRïCHLKT.  I 

Posons  Pn  =P\  -\-l>>  4"  •••  +pn,  Qn  =  q\  +  r/i  "!-•••  +  <7«  I  si  ln  somme 
u\  4"  ui  4~  w3  4~  •  •  4~  M"  comprend  u.  ternies  positifs  et  v  ternies  négatifs,  on 
a  Sri  Pij.  —  Qv-  En  faisant  croître  n  indéfiniment,  on  voit  que  la  série 
proposée  a  pour  somme  la  différence  P  —  Q  des  sommes  des  séries  formées 
séparément  par  les  termes  positifs  et  par  les  termes  négatifs  Si  l'on 
change  Tordre  des  ternies  de  ii±  -\-  u.2-\-  u3  -j-  ,.  ,  les  sommes  P  et  <,>  ne 
changent  pas   exercice  28);  donc,  etc 

3'  Les  deux  séries  (L  sont  divergentes.  Si  liiu  ;m  =0,  lim  (jn  ---  0,  on  peut 
écrire  les  termes  de  la  série  iij  -f-  n,  -f-  Wg-|-  •-  dans  un  ordre  tel,  (pie  la 
somme  de  la  série  ait  une  valeur  quelconque  K.  (RiEMAXX.) 

En  effet,  on  ordonne  la  série  proposée  ainsi  : 

P]   +  P2  "f  •■•  +  Pi  —  <L\    -  <lz  •••  —  q*   4-PH  i   +  Pr+2  4"   •••  -\-Pv\A 
—  7-s  ii    "   qS+2  •••  —  tfs+u   "f  Pr+t+i  4"   .... 
On  prend  d'abord  assez  de  termes  positifs  pour  que  la  somme  surpasse  K  : 

Pi  -\~P%  +  ...  -rPr-i  <  K  <  j'i    r  Pi  4"  .-■  +i5r; 

on  ajoute  ensuite  des  termes  négatifs  jusqu'à  ce  que  la  somme  devienne 
plus  petite  que  K  : 


Pi  4-  P2  4-  .-  —  '/s  <  K  <  px   }-  p2  -H  •  •  •  —  ?s- 


i  > 


on  ajoute  de  nouveau  des  termes  positifs  pour  ramener  la  somme  au-dessus 

de  K,  puis  des  ternies  négatifs  pour  la  ramener  au-dessous  de  K,  etc. 

30.  Une  série  positive  uY    \-in-\-...  est  convergente,  s'il  existe  une  suite 
indéfinie  de  nombres  positifs  nx,  u>.  n3,    ..  telle  que 

An  =  an  —  aD  j  ^    >  p., 

"n+i 

;a  étant  une  constante.  Elle  est  divergente  si  à  partir  d'une  valeur  déter- 
minée de  n  on  a 

«ii^n  —  an+iMn  |  1    <  0, 

cl  «pie  la  sérieS       est  divergente  (Kummer.j 
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Dans  1e  premier  cas, 

"u  i  i   <   ,    (an  "n—  Cln  |  i^n  |  !', 

d'où  Un  !  i    |-  Uo  1-2  +  ■  ■    |    ""  ;  1'  <:-  "    an"n,  etc. 

Dans  le  second  cas,  an-'-pHn4-p>  an  «n  :  donc  lin  |  i>  >  an  Hn  '  etc.   i  7  I. 

c'fll        Jl 

30    Démontrer  que  pour  m  =  oo, 


(m?  +  AmP    1  -f-  ... 
un  ,  -  c 


m 

„A    a 


CHAPITRE  II. 


IN  VI XI  M ENT     PETITS 


Divers  ordres  d'infiniment  petits. 

21.  Définitions.  —  On  dit  qu'H/i  nombre  variable  est  infini- 
ment petit  quand  il  a  pour  limite  zéro.  Un  nombre  déterminé, 
quelque  petit  qu'il  soit,  n'est  jamais  infiniment  petit  :  cette 
dénomination  ne  s'applique,  en  mathématiques,  qu'à  un  nombre 
variable 

Dans  une  question  donnée,  ou  il  n'entre  pas  d'infiniment 
petits,  ou  il  en  entre  plusieurs,  et  ceux-ci  dépendent  les  uns  des 
autres.  Xous  supposons  d'abord  que  l'un  de  ees  nombres  déter- 
mine tous  les  autres.  Alors  on  appelle  infiniment  petit  princi- 
pal celui  que  l'on  regarde  comme  arbitraire,  ou  qui  joue  le  rôle 
de  variable  indépendante  parmi  les  infiniment  petits  de  la 
question, 

Soit  y.  l'infiniment  petit  principal  et  p  un  autre  infiniment  petit 
de  la  question    En  général  on  peut  trouver  un  nombre  positif  n 

Q 

tel  que  le  rapport  -n    tende  vers  une  limite  déterminée  A,  qui 
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n'est  ni   nulle  ni  infinie.   On  dit  alors  que  3  est  un  infiniment 
petit  (V ordre  n 

g 

L'égalité  lim  ',,  =  A  peut  s'écrire 


A  +  »,      ou      3  ==  (A    j    i)y.\ 


i  étant  infiniment  petit  avec  a.  Le  type  de  l'infiniinent  petit 
d'ordre  n  est  donc  an(A  \-  s);  le  produit  Aan  est  appelé  la  partie 
principale  de  j3.  Le  l'apport  (3  :  A  a"  tend  vers  1. 

On  parvient  souvent  à  mettre  un  infiniment  petit  3  sous  la  forme 

P  =  Aa"  -f  BaP  -fCa«  -f-  ..., 

où  A,  H.  ...  sont  des  quantités  finies  indépendantes  de  a,  et  n,p... 

0 

des  nombres  positifs  croissants. Le  rapport  --  ayant  pour  limite  A, 

3  est  un  infiniment  petit  d'ordre  n  et  sa  partie  principale  est  A  a11. 

22.  Exemples  d'infiniment  petits.  —  Soit  x  an  are  infiniment 

petit  principal;  sin  x  ettgac  sont  des  infiniment  petits  du  1er  ordre, 
1  —  cos  x  est  du  2('  ordre,  tg  x  —  sin  x  est  du  3°  ordre. 

En  effet,  on  démontre,  en  trigonométrie,    que   les   rapports 

sin  x    tg  x 

>  tendent  vers  l'unité  si  x  tend  vers  zéro;  donc  sin  a* 

x  x 

et  tg  x  sont  du  1er  ordre  et  ont  pour  partie  principale  x. 

On  a 


9 


lim 


,1 
Z  sin-     x 

1  COS  .''  2  1 

=  h  ni  =  h  m  - 

x2  ,'•'-  2 


(   •      1 
sin      ./' 


1 
2' 


1 


x 


1  — cos  A'  est  donc  du  2e  ordre  et  a  pour  partie  principale  .^  a-. 

tgA  —  sin  a  est  du  3e  ordre  et  a  pour  partie  principale  m-  a3; 

car 

tga?(ï —  COS.r)        i#      tg#,.      1  —  cos  a?        1 


t&'j;  -  siiu.' 
lim    ■        , 
a?3 


lim   '^l         5.-  =  lim  — -  lim 


X' 


x 


x* 


Remarque.  —  L'ordre  d'un  infiniment  petit  peut  ne  pas  être  déterminé* 
Par  exemple,  soit 

.     r 


V 
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Lorsque  x  tend  \crs  zéro,  sin   -   varie  entre  —  1  et    |    1  sans  tendre  -vers 

X 

une  limite  déterminée.  La  variable  y  peut  devenir  et  rester  moindre  qu'une 
quantité  donnée,  quelque  petite  qu'elle  soit  ;  doue  y  est  infiniment  petit 
avec  x.   Mais  son  ordre  infinitésimal  est  indéterminé;  car  les  rapports 
v  r  \" 

-vj     -      '     \    ,   ont  respectivement  une  limite  indéterminée,  nulle,  infinie. 

x~     x*—"     rv*+" 

23.  Théorème.  —  L'ordre  d'un  infiniment  petit  ne  change 
pus  si  l'on  prend  pour  infiniment  petit  un  infiniment  petit  quel- 
conque du  premier  ordre. 

Soient  a  l'infiniment  petit  principal,  et 

deux  mitres  infiniment  petits.  On  a 

V    I-  e'  y  A' 

=  >      cl  OU       1 1 111  —  =  -■      • 

Le  rapport  ~    ayant  une  limite  finie,  y  est  aussi  par  rapport 

à  3  un  infiniment  petit  d'ordre  ;*. 

24.  Théorème.  —  /^*  somme  d'un  nombre  déterminé  d'infini- 
ment petits  d'ordre  n  est  un  infiniment  petit  d'ordre  n  ail  moins. 

Soit  x  l'infiniment  petit  principal,  et  soient 
yi^^  +  ej**,     y2  =  (A,  -f  e2)^n,      ...,     yP  ==■  (Ap  +  ep)aïn 
des  infiniment  petits  d'ordre  n.  On  a 

y,  4-//H-  ••  -f  yP  =  (A  +  *)*n, 

après  avoir  posé 

A!  -f  A,  +  ...  -f  Ap  =  A,      6l  +  H  +  .-    h  *p  =  e. 

=  tend  vers  zéro  avec  x.  En  général  A  /-  0:  par  suite  la  somme 
y.  !  >*2  +  ■••  +  )"p  est  un  infiniment  petit  d'ordre  n,  ayant  pour 
partie  principale  A  .y",  c'est-à-dire  la  somme  des  parties  princi- 
pales de  yu  y.,,  ... -yv. 

Si  Ton  avait  A  =  0,  la  somme  y1?  -f  y,,  -f-  ...  -f-  yp  serait  d'un 
ordre  supérieur  à  n. 

Remarque.  —  En  général,  la  somme  d'un  nombre  déterminé 
d'infiniment  petits  de  différents  ordres  n.  />,  q,  ...  est  un  infini- 
ment   petit    d'un   ordre   égal  au  plus  petit  des  nombres  //,  p.  q... 
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25.  Théorème.  —  Le  produit  d'un  nombre  déterminé  d'infi- 
niment petits  est  un  infiniment  petit  dont  l'ordre  est  égal  à  In 

somme  des  ordres  des  /'ne leurs. 

Il  suffit  d'établir  la  proposition  pour  deux  facteurs.  On  a 

(A,  +  h>«  X  (A2  +  s2).rP  =-  (A,A2  +  A^  -f  At£2  +  hz2)x"  !  p  ; 

comme  A3e,  -j- A1£2  H-  £i£2  est  une  quantité  infiniment  petite,  le 
produit  est  d'ordre  n  -f-  p  et  a  pour  partie  principale  A1A.,./;"1;, 
ou  le  produit  des  parties  principales  des  facteurs. 

26.  Théorème.  —  Le  quotient  d'un  infiniment  petit  d'ordre 
n  par  un  infiniment  petit  d'ordre  p  est  d'ordre  n  — p  .s/  n  >  p. 

En  effet, 

(A,  +  £>«  :  (A,  -1-  y.rP  =  ^-±  ||  œ*-*=  ^  +  ^   *>; 

V  4-  s  V  \ 

car  la  fraction  -  .  -  qui  a  pour  limite  -~  est  de  la  forme  r-i  -f-  e, 

où  i  représente  un  infiniment  petit. 

Remarque.  —  Si  n  <  p,  le  l'apport  des  deux  infiniment  petits 
est  infiniment  grand.  Si  n  =  p,  ce  rapport  a  une  limite  finie. 

Substitution  des  infiniment  petits. 

27.  Objet  de  l'analyse  infinitésimale.  Les  infiniment  petits 

sont  introduits  dans  un  grand  nombre  de  questions  pour  rendre 
plus  aisé  le  calcul  des  quantités  finies  Ils  donnent  lieu  à  deux 
genres  d'opérations  : 

1°  Trouver  In  limite  du  rapport  de  deux  infiniment  petits  qui 
dépendent  l'un  de  l'autre;  2°  trouver  In  limite  d'une  somme 
d'infiniment  petits  dont  le  nombre  croit  indéfiniment. 

Le  premier  problème  et  ses  applications  font  l'objet  du  calcul 
différentiel  ;  le  second  et  ses  applications  appartiennent  au 
calent  intégral. 

La  solution  de  ces  problèmes  est  souvent  simplifiée  par  les 
deux  théorèmes  suivants. 

28.  Théorème  I.  —  La  limite  du  rapport  de  deux  infiniment 
j)etils  n'est  pas  changée  quand  on  remplace  ces  quantités  par 
d'autres  dont  les  rapports  aux  premières  tendent  vers  I  unité. 
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Soient  x,  et  y.,  deux  infiniment  petits,  pj  et  fJ2  d'autres  infini- 
ment  petits  tels  que  l'on  ait 


3, 


liin  '  L  =  1,     limr2   =  1.  (1 


Ou  peul  écrire 


a  j  a ., 


Pi 


1  +  eii     "       =  l+38, 

7., 


on  ri  -  (1  +  s,)*,,     h  ==  il    M2K,  (2) 

s,  et  r,  étant  des  nombres  infiniment  petits    Par  conséquent 

ri  ■»     i    £i    ai  i  •        .J  î  i  •        ai 

„---  =  -     •      li  m  li  ni 

?2  l  +  £2    *2  ?2  *2 

29.  Théorème  II.  —  /><*  limite  de  la  somme  d'an  nombre 
infiniment  grand  d'infiniment  petits,  Ions  de  même  signe,  ne 
change  pus  quand  on  remplace  chacun  d'eux  pur  un  nuire 
dont  le  rapport  nuée  lui  n  pour  limite  V unité. 

Soient 

des  nombres,  de  même  signe,  qui  tendent  vers  zéro  quand  // 
croît  indéfiniment,  et  tels  que  leur  somme  tende  vers  une  limite 
déterminée  S. 

Soient 

ij  Q  0 

lJ  1  '        r2  "        •  •     '        lJll 

(Vautres  infiniment  petits  tels  qu'on  ait 

lim^=l,    limfe       1,     lim^=l,etc.  (1) 

ûCj  a0  a3 

Les  égalités  (1)  sont  équivalentes  à  celles-ci  : 

Pi  —  (1  +  «j)*i,      P8  =  (H-e£)«*.      rs^U  +  ^K,      ..-,         (2) 
îP  i,,  ...  étant  des  quantités  infiniment  petites.  On  en  conclut  : 

ri     I    r2    !     •••     I    rii==(«i-!-*2  -1--..  +  ^) -I-Km  +  ^..-1-..  )     (3) 
Soit  r,  la  plus  grande  valeur  absolue  des  nombres  s;,  e2, ...  ;  on  a 

I    «l£l      I      *2£2     I        ••     f"  ^n-ii    |    <(ai  +a2  +   •'•  H     aii)    X    r<- 
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Comme  *,  -\-  a2  -|-    ..    |    xn  tend  vers  une  limite  finie  S  et  quoi, 
tend  vers  zéro,  on  a.  pour  n       oo, 

lim  |  «je,    1    dc2e2  -|-  ...  -f-  anen  |     =  0. 

Il  en  résulte 

lim  (p,    |-  (32  +  ...)  =  lim,^  +  «2    |    ....     =  S. 

30.  Scolie.  —  Les  théorèmes  précédents  peuvent  être  énoncés 

ainsi  :  Dans  la  recherche  d'une  limite  de  rapport  ou  d'une  limite 
de  somme  (somme  composée  d'un  nombre  infini  d'infiniment 
petits),  on  peut  substituer  l'un  ii  l'autre  deux  infiniment  petits 
dont  le  rapport  n  pour  limite  l'unité  ou  dont  la  différence  est 
d'un  ordre  supérieur  à  celui  de  ces  infiniment  petits.  On  peut 
aussi  dire  qu'zV  est  permis  de  ne  conserver  que  les  infiniment 
petits  xle  l'ordre  le  moins  élevé,  ou  de  remplacer  un  infiniment 
petit  par  sa  partie  principale. 

En  effet,  les  égalités  l)sont  équivalentes  aux  égalités(2  .  et  les 
quantités  a^,  sc2£2,  ...  sont  d'un  ordre  supérieur  à  celui  de  %] ,  i .,, . . . 

31.  Applications.  —  On  a,  pour  .v  infiniment  petit, 


sinjftr       ..       px        i> 

un  =  lim 

tg  qx  qx         7 


lim 


3  sin  x  —  4.r3 
2x  -f-  3  tg-  x 


un 


)  sm  x 

ix 


Exercices  et  notes. 


!.  Si  .v  est  infiniment  petit  du  le  ordre,  n  —  Wa2  _  xï  est  du  2(1  ordre. 

2.  Quand  .v  tend  vers  zéro, 

p 
lim  (1  -{-  sinj3a?)cots  <ix  =e-j. 

3.  La  différence  entre  une  droite  finie  AP>  et  sa  projection  sur  une  droite 
Taisant  avec  Al>  un  angle  infiniment  petit  du  l^1"  ordre,  est  du  2l]  ordre. 

n 
■].   Si  a  est  du  premier  ordre,  \     1    |  -Ai1 —  1  est  du  pe  ordre. 

n 
Posons  V'  1  -j-  xv  —  1  =  z  ;  alors 


.'■'■•    =  (1  +  s)11  —  1  =  n 


n  n  —  1)    2 
1.2 


.,  lim  y/. 


5.   x  étant  l'inliniment  petit,  a*  —  1  est  du  lrl  ordre. 
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==  l;  alors  .v     ^loga  (l    !      V 


Posons  <7X  —  1 

a? 


«log.fl    I   ';       logafl  4- 


\ 


..     a*  — 1  1  . 

lllll  =  T~  lO- 

tt  l0gaC 

<;.  .v  étant  riiifiiiimenl  petit  principal,  trouver  la  valeur  principale  de 
sin  (.<■-■,    sin  3#,    sin\   ■    tg3^- »    1  —  cos3«r,    bin*a?  -  tg8.*?, 

sin(tgo?),     1  —  eos3.r,      1  — \   eos.r,     a  — y  a3 

7.  Trouver  pour  .v       o,  les  limites  des  rapports 

2  tga?  -  tg  2./1         tg  (sin a?)         sin  [x2 
sin  ./■(  I  -c(is3.''*j       sin(tgaj)       1 —  cos  œ 


y.3 


CHAPITRE  III. 

DÉRIVÉES    ET     DIFFÉRENTIELLES     PREMIÈRES 
DES   FONCTIONS   D'UNE    SEULE  VARIABLE. 


Fonction    dérivée. 

32.   Définition  de  la  dérivée.         Etant  donnée  une  fonction 

y  —  F  .Y),  soient  .v.  .v,  doux  valeurs  de  la  variable  appartenant 

à  un  intervalle  où  la   fonction  est  continue:  soient  y  —  F(ïv), 

)'j   =   V{xl)  les   valeurs   correspondantes  de  la  fonction.    Les 

différences  xl  —  x,  y,  — y  sont  appelées  les  accroissements  de 

.v  et  y  quand  on  passe  du  système  de  valeurs  («v.  y)  au  système 

(.y,,  y,):  on  les  désigne  respectivement  par  les  lettres  /?,/»•  ou 

par  la  notât  ion  A,y,  Ay. 

Si,  laissant  x  fixe,  on  fait  tendre  A.v  vers  zéro,  Ay  tend  égale- 

Av 
ment   vers  zéro;  mais. le  rapport     *     tend,  en  gênerai,  vers  une 
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limite  déterminée.  Cette  limite  dépend  de  la  nature  de  la  fonc- 
tion Ff.vi  et,  en  général,  de  la  valeur  fixe  x ;  c'est  une  nouvelle 
l'onction  de  a1,  qu'on  appelle  la  dérivée  de  Fi.v)  et  qu'on  repré- 
sente par  l'une  des  notations 

y,     F'O),     Dy,     DF(a?). 

Ainsi,  la  dérivée  d'une  fonction  est  In  limite  vers  laquelle 
(end  le  rapport  entre  V accroissement  de  cette  fonction  et  l'ac- 
croissement de  la  variable,  lorsque  ce  dernier  tend  vers  zéro. 
On  peut  donc  écrire 

„,/   x       ,-      ^       ,.      Ay               F(x  +  h)  —  F(x) 
F'(x)  —  lim  -7  =  lim    '-  =  hm  — '     — — -  • 

33.  Exemples.  —  T.  Soit  y  =  axm,  m  étant  entier  positif.  On  a 

■    =a     l-        -  =  a(œ"l~l  4-  .ri"  "lr  4-  . .,  +  .r  ,.^m-2  4-  xm^  )  ; 
Aa;  xx  —  x  l 

lorsque  xx  tend  vers  x,  on  trouve 

,y  Aa; 

1 1.  Cherchons  la  dérivée  de  y  =  tg  x.  On  a 

1  —  tg  x  tg  A 

,,    ,      ,.      h      ..     t&'A,.        1  +  tg2  a?         ,   ,  1 

d'où      hmT  =  hm^     hm  ,      -Ç    ^_-    7  =  l-ftg3,r  =       \     ■ 
A  //  1 — tg^;tg//  cos2^ 

Ainsi,  la  dérivée  de  tg  x  es/  égale  à 


cos-  a; 

34.  Remarques.  —  I.  Pour  h  =  0,  le  rapport 

F(ar  +  h)—F(x) 
h 

prend  la  l'orme  indéterminée     ;  mais  comme  on  vient  de  le  voir 

par  des  exemples,  après  des  transformations  convenables  on  en 
peut  trouver  la  limite,  c'est-à-dire  obtenir  la  dérivée  F'.v). 

Neuberg.  —  An.  Inf»  I.  3. 
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11.  A.v  et  Ay  sont  des  infiniment  petits,  car  on  l'ait  tendre  ces 
quantités  vers  zéro.  On  ne  peut  les  supposer  nulles  ;  autrement 
la  définition  de  la  dérivée  n'aurait  plus  de  sens. 

On  verra,  par  un  calcul  direct,  que  les  fonctions  usuelles  de 

l'analyse  ont,  en  général,  une  dérivée  pour  toute  valeur  de  x. 

Av 
Le  rapport   tv    avant  une  limite  finie,  Ay  et  A.v  sont  du  même 

ordre  infinitésimal  :  si  A.v  est  d'infiniment  petit  principal,  Ay  est 
du  1er  ordre. 

Pour  certaines  valeurs  de  x,  l'ordre  de  Ay  peut  être  supérieur. 
Par  exemple,  si  y  =  2x3,  on  a 

k  =  2(x  +  /i)3  —  2jc*  =  6x»~h    \   (Sxh~  -|-  2h5  ; 

on  voit  que  pour  x  —  0,  A"  ayant  la  valeur  2ha  est  du  "3e  ordre. 
III.  La  dérivée  ci  nue  constante  est  zéro.  Car  si  Ton  pose  y      a, 

Av 
l'accroissement  de  v  ('tant  nul,  le  rapport     *     a  la  valeur  cons- 

A.v 

tante  0. 

Différentielle, 

35.  Définitions.  —  L'égalité  de  définition,  y'  =  lim  -*  ^équi- 
vaut a 

^>>/    h*,      Ay  =  y'Aj?  -L.sA.v-, 

;  tendant  vers  zéro  en  même  temps  que  A.v. 

Donc,  si  A.v  est  l'infiniment  petit  principal,  Ay  se  compose 
d'un  terme  y'A.v  qui  est  du  premier  ordre,  et  d'un  terme  sA.v  qui 
est  d'un  ordre  supérieur.  Le  terme  y'A.v  est ,1a  partie  principale 
de  Ay  ;  on  l'appelle  la  différentielle  dey  et  on  le  représente  par 
dy,  de  soi'te  que 

dy  =  y'\x,     A  y  =  dy    \-  z\x.  (1  ! 

Pour  l'uniformité  de  la  notation  nous  écrivons  aussi  dx,  au 
lieu  de  A.v,  et  par  suite  : 

dy  =  yUlx,      \ij  =  dy  -f  edx. 

Ainsi  :  1"  La  différentielle  de  la  variable  indépendante  est 
l'accroissement  arbitraire,  infiniment  petit,  de  cette  variable  ; 
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2°  la  différentielle  de  Ih  fonction  est  le  produit  de  la  dérivée  par 
la  différentielle  de  la  variable  indépendante. 

Il  résulte  de  là  une  nouvelle  notation  pour  désigner  la  dérivée, 

à  savoir    f    ;  elle  a  l'avantage  de  rappeler  l'origine  de  la  dérivée 

Ar 
commc  étant  la  limite  de    *■   • 

Aa 

La  différence  Ay  —  dy  étant  d'un  ordre  infinitésimal  supé- 
rieur, dy  peut  se  substituer  à  A y  dans  la  recherche  de  la  limite 
d'un  rapport  ou  d'une  somme  d'infiniment  petits  (28). 

36.  Interprétation  géométrique.  —  L'équation  y  =  F  (x), 
rapportée  à  deux  axes  OX,  OY,  représente  une  certaine  courbe 
AMB  (fig.  2).   Soit  M  un  point  de  la  courbe,  ayant  pour  coor- 


données ()P  x,  PM  =  y  ;  ee  point  est  supposé  fixe.  Considé- 
rons un  second  point  M'  de  la  courbe,  ayant  pour  coordonnées 
OP'  =  a-    h  Aa,  P'M'  =  y  +  Ay. 

Si  Aa  tend  vers  zéro,   Ay  tend  également  vers  zéro,  mais  le 

Av 
rapport     '     a  pour  limite  la  dérivée  F'(x).  Or  ce  rapport  est  le 

coefficient  angulaire  de  la  sécante  MM',  et  lorsque  M'  se 
rapproche  de  M,  la  sécante  MM'  tend  vers  une  position-limite 
qui  est  la  tangente  MR.  On  en  conclut  que  la  dérivée  est  égale 
au  coefficient  angulaire  de  la  tangente  menée  à  la  courbe 
représentative  AMB,  au  point  M  (x,  y). 

L'existence  de  la  dérivée  entraîne  celle  de  la  tangente  et 
réciproquement. 

Les  accroissements  Aa,  Ay  sont  représentés  par  P.P',  QAL'.  La 
différentielle  dy  est  égale  à  V accroissement  correspondant  QR 
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de  V ordonnée  de  la  tangente-MR  ;  car  le  coefficient  angulaire 

OU        QR         .,  .  dy 

de  la  droite  M  R  est  J*L,  ou    ,     ,  et  il  a  aussi  pour  expression    *   • 

37.  Remarques.  —  Pour  exprimer  que  le  point  M'  peut  se 
rapprocher  de  M  autant  qu'on  vent,  on  dit  qu'il  est  infiniment 
voisin  de  M . 

Le  segment  M'R  représente  la  différence  dy  —  Ay  :  c'est  donc 
un  infiniment  petit  d'ordre  supérieur. 

La  corde  MM'  est  du  premier  ordre;  car  si  0  est  l'angle  des 
axes  coordonnés,  le  triangle  MQM'  donne 

M  Mr     =  (A.r)2   f  (A//)2  -f  2&x  .  Ay .  eos  0  ; 

MM'  v     .4    ». 

d'où  l'on  conclut  que  le  rapport      .        a  une  limite  lime  : 

MMr        r~ 
lim    .  VI  -f-y'2  -h  2// eos 0. 

A.r 

La  distance  M'N  de  la  tangente  MT  au  point  M'  infiniment 
voisin  de  M  est  d'un  ordre  supérieur;  car  MX  =  MM'  sin  M'MT. 

DÉRIVÉE    D'UNE    SOMME,     l)'l'N    PRODUIT,    ETC. 

38.  Dérivée  d'une  somme.  —  La  dérivée  (différentielle)  de 
la  somme  d'un  nombre  déterminé  de  fonctions  est  égale  a  la 
somme  des  dérivées  (différentielles)  de  ces  fonctions. 

Soient  n,  v,  w  des  fonctions  de  a\  admettant  chacune  une 
dérivée,  et  soit 

y  =--  u  -\-  r  —  w.  [\) 

Un  accroissement  A.v  de  .v  l'ait  prendre  à  n,  v,  iv,  y  des  accrois- 
sements \u,  Ajj,  liv,  Ay  tels,  que 

y    h  Ay  ==    u  -f  àlC  -f  v  -f  Ar  —  (tr    |    A/r).  (2) 

Des  égalités  (l)  et  (2)  on  déduit  par  soustraction  et  en  divi- 
sant par  A.v  : 

bk.y  Au        Ar         \/r 

A.v  A.?'       A./*        A.r 

Azz 
Par  hypothèse,  lorsque  A.v  tend  vers  zéro,  les  quotients        , 

A/?     Ait»  .    ,         ,  ,  Av 

tendent  vers  des  limites  déterminées  ?z ,  p  ,  «»  ;  donc  .-• 
Aa*     A.v  A.v 
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tend  aussi  vers  une  limite  n'  -f-  v'  -   w'  (A  lg\  91)  et  l'on  petit  poser 

y'  =  u'  -f  v'  —  w'.  (3) 

En  multipliant  par  c/jc,  on  voit  (35)  que 

dy  =  du  -\-  dv  —  dw. 

Remarque.  —  Connue  le  t.héorème  sur  la  limite  d'une  somme 
peut  être  en  défaut  lorsque  le  nombre  des  ternies  croît  indéfini- 
ment, nous  avons  supposé  ci-dessus  un  nombre  déterminé  de 
fonctions. 

Exemple.  —       (Sx5  —  x-  -}-  tg  x)'  =  ]ox*  -  2x  -f       -    • 

39.  Dérivée  de  au.  —  Si  u  désigne  une  fonction  de  x  et  a 
une  constante,  la  dérivée  de  an  est  au';  la  différentielle  est  adu. 

Soit  y  =  nu.  On  a  successivement  : 

A//  =  «(«  -f-  Au)  —  au  =  aAw, 

A//  A/'  A  y  Aw 

r^-  =  a  -A—  »     lim  -r—  —  a  lini  .     ■ 
Aô:  A./  Aj;  Ar 

y'  =  au',     dy  —  ao?w. 

Exemple.—  (-tg  •*>•)  =  *-  — 

r  \5         /       5  cos-  .y 

40.  Dérivée  d'un  produit.  —  /^a  dérivée  (différentielle)  du 
produit  d'un  nombre  déterminé  de  fonctions  est  égale  à  la  somme 
des  produits  qu'on  obtient  en  multipliant  la  dérivée  (différen- 
tielle) de  chaque  facteur  par  le  produit  des  autres  facteurs. 

Soit  d'abord  un  produit  de  deux  fonctions,  y  --=  uv.  On  a 
successivement  : 

A//         (u    j-  \u)  (v  -f-  Ar)  —  //r  =  u\r  -\-  rlu  -}-  A^Ar, 

A?/  Ar  A/'  .       Ar 

Xv  Okx  Aa*  Aj; 

,.       A;/  Ar  Aw  Ar 

lim  r-  =  u  hm    .      +  r  lim   .     +  nm  Am  • '11U  v    ! 
Xv  \x  A.r  Ar 

par  conséquent 

y'  =  i(r  -[-  vu',     dy  =  udr  -f-  vdu. 
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Supposons  ensuite  la  règle  établie  pour  un  produit  de  n  —  i 
facteurs  et  démontrons  qu'elle  subsiste  encore  pour  n  facteurs. 
Soit  donc 

y  =UXU2  ...  Un-lUn. 

En  considérant  y  comme  formé  des  deux  facteurs  u^u, ...  un-\ 
et  un ,  on  a 

,/  =  (Ulu2  ...  Un_])'un  +  l^Mg  ...  "n-i"'n; 

or,  on  suppose 

(uxu2  .  .  wn_i)'    -  W^Wg  ...  wn_ï  4-  'VV'3  ••    ^n    i  -+-•••! 

par  conséquent 

//'  =  u\u2...Un     \     Uy.lUz...Un  4-  ...   -f  i(ï"y..xi._^(,n. 

dy  =  u2..,iclLdul  -\-  u1u3...undu2  -}-  ...  -f-  Wj..  ?tn  .  ;<V/^n. 

La  règle  est  donc  générale. 

Exemple.  —  La  dérivée  de  (xz  —  1)  (.v-  -\-  x)  tg  .v  est 

:^%r2  -f  a-Jtgj?   h  (2o?  -f-  I)  (a;3  —  l)tea>    [-  (u">  —  *  '    '"    '    ''''• 

COS2.'1 

41.  Dérivée  d'un  quotient.  —  La  dérivée  (différentielle)  du  in- 
fraction  est   égale  au   dénominateur  multipliée  j>ar  la  dérivée 
différentielle)  du  numérateur,  moins  le  numérateur  multiplie 
par  la  dérivée  (différentielle)  du  dénominateur,  le  tout  divisé 
par  le  carré  du  dénominateur. 

Soit  y '=■■  -  î  nous  aurons  successivement  : 
v 

n  -'■    Me  il  r\it  —  n\r 

V  V     ■     \r~  r   =         rr  +  Al?) 

\u  Ar 

A  y  dx  A.r 

A.r  =  ^2      j      r^r 

En  passant  à  la  limite,  puis  multipliant  par  dx,   on  obtient 
,       /•//'  —  uv'        ,  vdu  —  udv 

Exemples.  —   1.  //        .,         - 


(.f:;  -   1      2.r  tgvr  + 

COS2  .'' 
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Il     On  a  Vidcntitê 

^.n-i-l j 

1  -ftf  +  a;*    |    ...  -f  x"  =  *  -—  ; 

x  —  1 

en  dérivant  les  deux  membres  on  obtient  la  nouvelle  identité 


(n+  \)x\x  —  1  )  —  (*"+!  _  ], 


42.  Dérivée  d'une  puissance.  —  Pour  obtenir  la  dérivée 
(V une  puissance  de  fonction,  on  multiplie  la  puissance  par  son 
exposant,  on  diminue  dune  unité  cet  exposant,  et  l'on  multiplie 
le  résultai  par  la  dérivée  de  la  fonction. 

Soit  y  —  um,  m  étant  une  constante  :  il  faut  démontrer  que 

y  -    mum~  1u'. 

1°  Si  l'exposant  est  entier  positif,  y  ■=  u  .  u  ...  u  ;  en  appliquant 
la  règle  de  la  dérivée  d'un  produit  on  trouve  y1  =  mum    lu'. 

r-  ,  /4.  *    y      o  4.   2  ]  3  sin-.r 

Exemple.  —  tg3#)  ==  3  tg-  x  ■ 

r  vos-x         cos4.r 

2°  Soit  m  =  -  ?  />  et  <y  étant  entiers  positifs.   L'égalité   y  =  zz-i 

q  ° 

peut  prendre  la  forme  y'1  =  up  ;  d'après  le  cas  précédent,  on  a 

Donc  y  =  ,    n  =         ,     -  w  =     ^i       u  . 

q  y'i-i  ^    P(q-U  y 

//    q 

Exemple.  -       (V  tg«  *J  -  (*.  *)  =  g  tg"5 .,  •  ^  • 

3°  Soit  /?i  —  — />,  />  étant  entier  ou  fractionnaire,  mais  positif  ; 
alors  y  =  —  *  puis  (41) 

Exemple.-      ^LJ  -  (.-*)'  ...   -  jj."4. 

En  particulier,  quel  (pie  soit  m,  (.v,n)'  =  //i.v"1    '. 
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43.  Dérivée  d'une  racine  carrée.  —  Si  y      \  u      m .  ou  a  (42) 

Donc»  /a  dérivée  de  la  racine  carrée  (Tune  fonction  s'obtient 
en  divisant  la  dérivée  de  cette  fonction  par  le  double  du  radical* 

44.  Applications. 

I.  y  =  (a?3  —  l)5bgsa?, 

?/  =  15(#3  —  l)4x2tg3o;  -f  3(>3  —  1/    t,i;'V'  ' 
,y  v  J    COSztf? 

y_V^8-lVJ 

V   (*?3  +  2a>     ;      l)3 


II. 


En  écrivant     y  --=  ./•"-' —  l)i(a;3  -|-  2.»*   ! -1;   s,     ou   trouve 

4  i  ? 

y'«  -a;(3;2  —  l)-"3>'3  -|-  2x  \-\)~l 
o 

—  t  (x2  —  1)3  (3  a-  4-  2)  (a-3  -h  2.r    j-  [)    l 

—  7x*  -I-  49#2  4-  20a;  -[-  18 


15  \  a-*     -  1  \   (a?3       2a?-  -  ï)8 
(Va?  H-  V*j' 


1  ] 


III.         /V'  j         (a?  4- V*)'  2V'.''  2\'x-\-\ 


2\x  4-  V^      2 Va;  4-  V*    -A  a?s  4-  a;  \  « 

DÉRIVÉES    DES    FONCTIONS    DE    FONCTIONS. 

45.  Si  l'on  a 

V  =  F(w),     "  -  f{x), 

on  dit  que  y  est  une  fonction  de  fonction. 
Semblablement,  si 

!/  =  P(u),       M     --/(ri.       r  ,(,r).  (1) 

r  est  une  fonction  de  fonction  de  fonction.  Et  ainsi  de  suite. 

Théorème.  —  La  dérivée  d'une  fonction  de  fonction  est  égale 
au  produit  des  dérivées  des  fonctions  qui  la  composent,  chacune 
de  ces  dérivées  étant  prise  par  rapport  à  la  variable  dont  la 
fonction  dépend  immédiatement. 


-  4Ï  -  -, 

Considérons,  par  exemple,  le  cas  représenté  par  les  égalités  1 1  . 
lii  accroissement  A.v  détermine  des  accroissements  correspon- 
dants Ay,  \u,  Ay;  on  a 

A//        A//     A/'     Ar 
\x       A/'     A?-     A./- 

d'où,  en  passant  à  la  limite, 

Avec  la  notation  différentielle,   cette  égalité  prend  la  forme 

r/y        dy  du  dv 
dx       du  dv  dx 

46.  Corollaire.  —  Quelle  que  soit  la  variable  indépendante, 

dF(u)  =  F\u)du. 

Si  u  est  la  variable  indépendante,  cette  égalité  définit  la  dif- 
férentielle (35).  Si  y  —  Vu),  n  -  »(û7),  le  théorème  précédent 
donne 

y x  _  =  Y\u)^(x),     d'où     //x^  =  F'[u) .  <p'(a?>a&c  ; 

or,  )'\dx  est  la  différentielle  de  V(u)  lorsque  x  est  la  variable 
indépendante,  et  ^'tx)dx  est  celle  de  »,  de  sorte  que  la  dernière 
égalité  peut  s'écrire  dF(H)  =  F'(ii)dii,  comme  dans  le  premier  cas. 

47.  Applications.  —  On  appelle  fonctions  élémentaires  quel- 
ques fonctions  simples  auxquelles  on  ramène  les  antres  en  con- 
sidérant celles-ci  comme  des  fonctions  de  fonctions  élémentaires 
on  comme  des  fonctions  composées  de  fonctions  élémentaires. 

Connaissant  les  dérivées  des  fonctions  élémentaires 

xn\     ax,     logx,      sina?,      cos  .r,      ...,     arcsina?,     arc  cos  a?,  ..., 

les  théorèmes  (45)  et  (69)  permettent  de  calculer  les  dérivées  de 
fonctions  plus  compliquées.  Voici  des  exemples  de  l'emploi  du 
premier  théorème. 

I.  Soit  la  fonction  y  =  tg  (.y3).  En  posant 

y  =  tg  u,     u  -  x'% 
on  trouve  (45) 


II. 


dy 

dx 

dy  du             1                            3x2 
du  dx       cos-  u                 cos-  (.rn) 

V  ==  tg[to-it<.x)l. 

-*4  42  - 

Nous  trouvons  en  posant 

y  =  tgw,     î«  =  tg  y,     '•  =  tgœ  : 

dy       dy  du  dv  1  1  1 

f/.r      du  dv  dx       cos2  u  cos2  y  cos2.« 

"  1  1  1 

coss[tg  tgœ       cos2(tgœ)     cos2  a; 

DÉRIVÉES    DES    FONCTIONS    INVERSES. 

48.  Si  de  l'égalité  y  —  Fly    on  déduit  .v  =  /'i y  ,  ou  dit  que  les 

fonctions  F(.v)  et  f\x)  sont  inverses  l'une  de  l'autre.  Par  exemple, 

ni .  m 

l'équation  y       .vM  donne  .v  —  \  y:  donc  .v1"  et   ^  x  sont  des  fonc- 
tions inverses.  De  même  nK  et  loga«\  sont  des  fonctions  inverses. 

Théorème.  —  Si  deux  fonctions  sont  inverses  l'une  de  l'autre, 
leurs  dérivées  sont  réciproques. 

Supposons  que  de  l'équation  y  —  F  .v  on  tire  x  f\ y  .  Si 
.v,  y)  et  (.v  !  A.v.  y  Ay  sont  deux  systèmes  de  valeurs  satis- 
faisant à  ces  équations,  on  a  identiquement 

Ay  A,' 

\x~'  [  '  A//' 
(Ton.  en  [tassant  a  la  limite, 

DÉRIVÉES    DES    PONCTIONS    LOGARITHMIQUES    OU    EXPONENTIELLES. 

49.  Dérivée  de  log  x.  —  Soit  y  =  log.v,  le  logarithme  étant 
pris  dans  le  système  à  base  n.  Si  nous  donnons  à  x  l'accroisse- 
ment /?,  y  prendra  l'accroissement 

h  «  log  (x  A-  h)  —  log  x  =    log  •  logf  1  +  -); 

par  suite 

Posons        =        ;  nous  aurons 
.v       m 

h        m  1 A        1         /  1  N  n- 

log|  l    }-       U=     log    1    F 


—  \.\  — 

1      m 

Lorsque  h  tend   vers  zéro,  m  croît  indéfiniment  et  [I 

1  \        /// 

a  pour  limite  le  nombre  e  (18);  donc 

k       loge  ,       loi»'  c 

lim  r  =      ft    »       ou     ?/  =      n    • 

Il  X  X 

Pour  passer  des  logarithmes  népériens  aux  logarithmes  à 
hase  a ,  il  suffit  de  multiplier  les  premiers  par  le  module 
M  =loge  (20);  la  formule  précédente  peut  doue  s'écrire 

dlogx        M  , .  .Tdx 

</,r  x  '  a? 

S'il  s'agit  des  logarithmes  népériens,  on  a  simplement 

dix        1  _       dx 

dx        x  x 

Remarque.  —  Si  u  représente  une  fonction  de  x,  la  dérivée 

de  ///  est       (45)  >  et  la  différentielle  est 

u  v  » 

50.  Différentiation  logarithmique.  —  Pour  calculer  la  dérivée 
de  v  =  K(.y)*  il  est  quelquefois  avantageux  de  prendre  d'abord 
le  logarithme  népérien  de  V(.\)  et  de  dériver  ensuite.  Ainsi,  si 
l'on  donne 

u 

y  =  Umi       y  =  «^  ...  M„,       y   =      -  , 

on  écrit  d'abord 

ly  =  mlu,     ly    -  l"x   f-  £«.,  +    ••  -f-  lum     ty     :  lu  —  '*'  \ 

en  prenant  maintenant  les  dérivées  des  deux  membres,  on  trouve 

//'        mu'       //'        u\       u12   ,  "rn        //        u'        v[ 

y  u         y        U\        u.2  ua        y         u         v 


II' 


Si  l'on  appelle  dérivée  logarithmique  de  u  le  quotient       i  on 

peut  énoncer  les  égalités  précédentes  comme  suit  : 

La  dérivée  logarithmique  d'une  puissance  d'une  fonction 
s  obtient  en  mut ti pliant  la  dérivée  logarithmique  de  cette  fonc- 
tion par  l'exposant  de  la  puissance,  etc. 

51.  Applications.  -T.         y  =  l  tgx. 
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Si  Ton  écrit  y  --  lu,  u       tg*  a:,  on  trouve 

dy       dy  du  1  2 

doc       du  '/.'•       u  cos2  x       sin  2œ 

III.  //         -:     UlX. 

Nous  luisons  y    =  ///,  u  —  Iv.  v  —  Ix  ;  alors 

y'*=y>'-*'*  -„./,!.//,,• 

52.  Dérivée  de  ax.  —  Soit  y       a^  :  alors  ly  =  xla.  Eu  dérivant 
par  rapport  à  x  les  deux  membres  de  cette  équation  on   trouve 

=  /<(,     d  où     y  —  cF-la. 

y 

Ainsi,  /<•/  dérivée  de  l'exponentielle  ax  est  le  produit  de  celle 

exponentielle  par  le  logarithme  népérien  de  a.  En  particulier, 

la  dérivée  de  la  fonction  ex  est  égale  à  celte  fonction. 

53.  Remarques.  —  I.  Si  y  =  a",  on  a  45) 

//'       anla.  ié,     dy  —  anla.du. 

Donc  pour  dériver  une  exponentielle  a'1  on  la  multiplie  par 
la  dérivée  de  l'exposant  et  pur  le  logarithme  népérien  de  a.  Eu 
particulier,  la  dérivée  de  e"  (J.s7  e"u'. 

II.   Soil  y  ==  zzv,  u  et  v  étant  des  fonctions  de  x  [*).  On  a- 

lt/  =  vlut      don  =  Wm -f- 

y  " 

donc  //  =  «v  .  y7w  -|-  »wv_1  u'. 

54.  Applications. 

I.  ;/     •  aT-*,     y      ■  ^x"    x  .  (2x  —  l)/«. 

gtgX 

II.  y  — c**.,        y'=         .,     • 

COS2  .'' 

III.  //  --=  abX,         y       "bX  fa  .  (&*)'  =  a*>x6*  .  /a  .  fê  . 

[V.  y  =  a*\  //'  =  rc*b  /«  .  (.rb)'  =  a^  .  /^;b-l  .  A/  . 

V.    y  =  c'    .  //'       </X  .  cx    =  c1  N    x  . 


si  <•*  csi  une  constante,  //■>  est   une  puissance,  a"  une  exponentielle  et 
»v  est  une  fonction  composée  tenant  de  la  puissance  et  de  l'exponentielle. 
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DÉRIVKEa    DES    FONCTIONS    CIKCULA1KK8    DIRECTES, 


55.  Soit  le  cercle  trigonométrique  0,  avec  les  deux  diamètres 
principaux   VA'  et  BB'  (fig.  3). 

Considérons  un  arc  quelconque  AM    =  x,  ayant  pour  lignes 

Fig-.  3. 


trigonométriques  :  PM  =  sin.v,  OP  cos.v,  AT  =  tgx,  etc. 
Ces  lignes  sont  rapportées  an  rayon  OA  pris  pour  unité  de 
longueur:  ee  sont  les  nombres  qui  mesurent  les  droites  MP, 
OP,  AT,  etc.,  OA  étant  l'unité. 

En  analyse,  les  ares  du  cercle  trigonométrique  sont  rapportés 
à  la  même  unité  OA,  au  lieu  d'être  exprimés  en  degrés,  minutes 

et  secondes.  Un  arc  de  a  degrés  est  alors  exprimé  par   .       ;  les 

arcs  de  45°,  00°,  90°,   180°,  ..    sont  exprimés  par  :  >  []>  ^>  ~,  etc.; 

4     o     Z 

l'arc  égal  à  l'unité  compte  200204,8  secondes  ou  57°17'44",8  ou 
57°,  290. 

Une  fonction  F(x)  est  dite  périodique  lorsque,  pour  toute 
valeur  de  x,  on  a  V(x  -\-  [*)  ==  F(x)  ;  le  nombre  a  est  appelé  la 
période.  Les  lignes  trigonométriques  sont  des  fonctions  pério- 
diques :  le  sinus  et  le  cosinus  ont  pour  période  2~  ;  la  tangente 
et  la  co tangente,  -. 

56.  Dérivées  de  sin  x  et  cos  x.  —  La  dérivée  de  sin.v  est, 
par  définition,  la  limite  du  rapport 


siii(.r  +  /t) — sin  a;       2  sin  -h  cos(#  +  0  h  )       sin- A 

•d  \  <C      I  £> 

---rr1'081 

•2  '' 


1 


h .    , 
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lorsque  h  tend  vers  zéro.  Or,  cos     .v  -\-  --  h  :   s'approche  indéfi- 
niment de  cos  ,v  et  le  rapport  sin^/i  :  v>  h  tend  vers  l'unité;  donc 


■I  sin  ./' 


cos  ,r,      r/  sin  .r  —  cos  x  .  dx 


d  sin  u 
dx 


=  COS   II    .    Il'  . 


La  dernière  formule  donne 


r/  sin      -  —  .r 

r/  cos  x  \2 


dx 


dx 


1  o  ~  '' 


d'où 

'/  cos  .'•  .  '         d  cos  //  . 

—  sm.r,   a  cos  x  =  — sin  x .  dx ,         ,  — siiw./f. 

Ainsi,   /a   d 'rivée  du  sinus  pur   rapport  à  Vurc  est  égale  au 

cosinus;  celle  du  cosinus  est  égale  à  moins  le  sinus. 

57.  Dérivées  de  tg  x  et  cotg  .v.  —  En  appliquant  la  règle 

de  la  dérivée  d'une  fraction  (41)  on  trouve 


,        /sin  .'•  cos2  x  -f-  sin2  a 

(  g  '' }     =\côsœ  ) 


1 


(cotg  x)'  = 


cos-  x  cos- X 

—  sin2  x  —  cos2  x  1 


f  f»n« 


sin  x 


sin-  x 


sin-  x 


La  première  dérivée  a  déjà  été  trouvée  ci-dessus  (33)  ;  celle 

2 


de  cotg  a:  peut  aussi   se   déduire  de  :    cotg  x        tg  (  ^  —  .v  |  ou 

i 

tff  .Y 


58.  Dérivées  de  séc  x  et  coséc  a\  —  On  a  (41) 


(sec  x/ 


(cosec  x 


j  _ 


1     V       sin  .;• 

vCOS  .r  COS2.''' 

f      1      Y  COS  ./' 


vsin 


sin-  .'• 


59.  Exemples. 


(x        \ 
I.       ?y  =    sin:i  2a  cos  j  -  -\-  a  ), 


?/  =  (')  sin2  2x  cos  2.z  cos  |  -    |    a\~-  -  sin3  2x  sin  (  -  - 1-  a 


■17 


II 

//  =  /  sin  x,     //' 

COS  .'" 

sin  x 

C'Otg  J  . 

III 

y'       si  11  [lx),     //'  - 

cos  (/./■ 

• 

IV. 

y  =  sinm  x  sin  m.v 

» 

//'  =  m  sinm  _1a?  cos  a?  sin  »?.r  -|-  sin1"  x ,  m  cos  w.r 
w  sinm-1.r  sin  (wi    |-  1  )x. 
V.     y  =  3  cotg  x   I    cotg3  ^, 

,  3  3  cotg2  .'•  3 

sin-  x  sin-  x  sin4  x 

Fonctions  circulaires  inverses. 

60.  Le  sinus  d'un  arc  est  une  fonction  de  cet  arc.  Récipro- 
quement, Tare  est  une  l'onction  du  sinus,  que  l'on  désigne  par 
la  notation  arc  sin  x  (arc  dont  le  sinus  est  x).  Prenons  sur  BB' 
(fi g.  3)  une  longueur  OQ  .y,  et  menons  par  Q  une  parallèle 
MM'  à  VA';  arc  sin  x  est  l'un  quelconque  des  arcs  ayant  pour 
origine  A  et  pour  extrémité  M  ou  M'.  Tous  ces  arcs  sont  com- 
pris dans  les  deux  expressions  2n-  -\-  a,  (2n  -f-  1  j-  -  a,  n  dési- 
gnant un  nombre  entier  arbitraire,  positif,  négatif  ou  nul.  On  a 
supposé  x  positif  ;  s'il  était  négatif,  ou  prendrait  sur  OH' une 
longueur  OQ'  mesurée  par    |  x  |  ,  etc. 

On    peut    toujours  trouver   un   arc   compris   entre    —  .    et  vy 

ayant  au  sinus  donné  .y,  pourvu  que  j  x  I  <  1  :  cet  arc  est  appelé 
la  valeur  principale  de  arc  sin  .y. 

Si  .y  OP,  arc  cos  .y  désigne  l'un  quelconque  des  arcs  ayant 
leur  origine  en  A  et  terminés  en  M  ou  en  M'";  ces  arcs  sont 
compris  dans  la  formule  2n~  ±  a.  Si  x  est  négatif,  on  prend 
OP'  =  |  x  |  ,  et  arc  cos  .y  est  l'un  quelconque  des  arcs  commen- 
çant en  A  et  terminés  en  M'  ou  M".  La  valeur  principale  de 
arc  cos  x  est  celle  qui  est  comprise  entre  0  et  -. 

Enfin,  arc  tg  .y  désigne  l'un  quelconque  des  arcs  ayant  pour 
tangente  .y;  ces  arcs  sont  compris  dans  la  formule  n~  \r  2.  La 
valeur  principale  de  arc  tg  x  est  celle  qui  est  comprise  entre 

- 1  <•'  l  ■ 


-  48  - 

A  une  identité  entre  les  fonctions  circulaires  directes  corres- 
pond une  identité  entre  les  fonctions  inverses.  Voici  quelques- 
unes  des  nouvelles  formules,  mises  en  regard  de  celles  dont 
elles  se  déduisent  : 

sin  x  =  V'i  --  cos2  a.     arc  cos  x  —  are  sin  \  1       x2.  (*) 

si n  a  x  ...... 

t,<r  a  =  = )     arc  sin  x  —  arc  tg  •  (•  •) 

V'l  _sin- a  V  1    I    x~ 


ta*  a 

o 


sin  a  —  -  '      arc  \u:  x  ==  arc  sin 


\/i  4-tg8«  Vl  4-^2 

|   sin  (a  -{-  3i    -  sin  a  cos  (3  -J-  sin  3  cos  a, 

)  arc  sin  x  |-  arc  sin  y  =  arc  sin  (a?V  1  —  //''    i   //  V  1  —  •'''-. 

(tg(«4-3)  =      *S.1±M      • 
8^  '  1-tga-^tgP 


|  arc  tg  a?  H   arc  tg  y  ==  arc  tg  \  __VCI/'  (***) 


.vv/ 

sin  2*  -    2  sin  a  cos  a,     2  arc  sin  a?  «  arc  sin  (2a? Vl  —  ,JC  i* 
61.  Dérivée  de  arc  sin  x.  —  Soit  y      arc  sin  x;  d'où 

a?  =  sin  y.  (1) 

Dérivons  les  deux  membres  de    1 1  par  rapport  à  .v  ;  il  vient 

1  =  cos  y  .  y\     ou     v'  =  - 

1     "  '  cos// 

Mais  sin  y  étant  égal  à  .v,  on  a  cos  y  -=  ±  Vl  —  -v'  ;  donc 
d  arc  sin  .'■  1 

La  dérivée  de  arc  sin  .v  est  donc  égale  à  ;  si  on  l'exprime 

cos  y 

en  fonction  de  x,  le  radical  \'l  — x2  a  le  signe  de  cos  y,  et  ce 


i*)  La  formule  sin  a  =  \  1  —  cos'2  a  équivaut  à  a  =  arc  sin  \  1  —  cos-  y.  ; 
d'où,  en  posant  eos  a  =  x,  are  cos  .v  =  are  sin  \  1  —  a--. 

(**")  On  pose  sin  z  —  x,  etc. 

'"  Ces  formules  exigent  des  restrictions,  si  l'on  ne  considère  (pie  les 
valeurs  principales  des  lignes  inverses.  Ainsi,  lorsque  x  y  >  1,  le  second 

membre  de  la   dernière   formule  est  arc  1  g  ,'        '     }  -,  le  si^ne  de  r  étant 

'    1  -  xy 
celui  de  x  et  y. 
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signe  est    \-  ou  —  suivant  que  arc  sin  .v  est  terminé  en  M  ou  M' 
si  x  >  0,  en  M"  ou  eu  M'"  si  .y  <  0. 

Si  on  ne  considère  que  la  valeur  principale  de  arc  sin  .y,  cos  y 

est  positif;  dans  ce  cas, 

d  arc  sin  x  1  d  are  sin  ?6  y) 

dx  "V1"- -^2'  '/'/'  \    1  — "2" 

62.  Dérivée  de  arc  cos  .v.  De  y      arc  cos  x  on  tire  .y      cos  y  : 
puis,  en  dérivant  les  deux  membres  par  l'apport  à  .y  : 

1  =  —  sin  y .  y  ,     ou     y '  =  —     .  -— =        -  • 

'     '  sin?/        ±\/l—  x~ 

La  dérivée  de  are  cos  .y  est  donc  égale  à  —    .         •  Si  on  l'ex- 

sm  y 

prime  en   l'onction  de  .y,  le  radical  \  1  —  .y2  a  le  signe  de  sin  y. 
Si  on  ne  considère  que  la  valeur  principale  de  arc  cos  a',  sin  y 
est  positif,  et 

<l  arc  cos  x  1  d  arc  cos  u  u' 


\l—^  <*x  \/l 


dX  \        1     ri  '/''' 


M" 


63.  Dérivée  de  arc  tg  .v.  De  y  =  arc  tg  a-  on  tire  a   =  tgy; 
puis,  en  prenant  les  dérivées  des  deux  membres  : 

y'  1 

1  =         ,    »     d'où     y  =  cos-  ?/  =  - 

COS-//  '7  •  1  -f  ,r~ 

Ainsi 

r/  arc  tg  x  1  #arc  tg  u  >>' 

dx  1  -j-  x%  dx  1  -j--  w2 

64.  Dérivées  de  arc  cotg  a-,  arc  séc  x,  arc  coséc  x. 

1°  De  y  =  arc  cotg  x  on  déduit  x  =  cotg  y;  puis 


.y'  r  •  2  i 

-.-- r-  '     y  ■--  —  sin2  ii==  —  , 
sin2?/      J  J  1  -h^'; 


2"  Soit  3*  =  arc  séc  x,  ce  qui  revient  à  y  =  are  cos     ;  donc 

A 

iv 


.V'  =  - 


<  \    f'.v?  —  1) 
Neubero    —  An.  inf.,  1. 


V'-i 


—  50  - 

1 
3°  Si  y  -    arc  cosec  x  =  arc  sm 

x 


y 


x) 


V1-,' 


\     —  î 


X  \    X 


2x 

arc  sm 


65.  Exemples.  —  I.        y  - 

On  trouve  facilement  pour  la  dérivée  y'  : 

1  /     2x     Y        1  4-  a?2  2(1  -f-a?2)—  I'' 


v 


9 

2 


1  i  4  .'■- 


Douer'       2  (arc  tg  x)',  résultat  qui  s'explique  facilement;  en 
effet,  l'égalité 

2  tg  a 

sm  2a  =  -        7  -     . 
1  -|  •  tg2  y. 

si  l'on  pose  tg  «       a\  se  ramène  à 

2  arc  tg  x  =  arc  sm  -    - 

1  +  x- 

a  —  x 
II.  //    =  arc  tg. 

1  -|-  a# 

,  1  —  (14-  «■'')  -  a\a  —  ■''')  _  1 

11  "(a  —  ,  (1    !  -axf  ~~  ~I  -f-.v~' 

+  U  + 

On  arrive  plus  rapidement  à  ce  résultat  en  observant  que 

y  =  arc  tg  a  —  arc  tg  x. 
HT.  y    =  arc  tg  (m  tg  .v). 

1  m  m 


// 


1  -f-  'ir  tg'2  a?   COS'2^        COS2  x  4-  M2  sin'2.r 


66.   Résumé.  —  Comme  il  importe  de  se  rendre  familier  le  cal- 
cul des  dérivées,  nous  en  réunissons  ici  les  règles  fondamentales. 

1°    [u    \    f  —  io)'  =  vu    \    r   —  ('■'. 
2°  (uvw)'  —  w'^wj  -\-  v'uw  Jr  "•'"/*. 
//  7      yw1  —  wv'       /«Y  ûm 

.10  -        =:    _ 


17  vc  \u  u~ 
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/  u 

4°  (Mm)'  =  mw"1-^',     \\u)'  =«v7    • 

*->  \/  c6 

5»  y  =  P(w),     i<  =  /»  ;     y'x  =  F'(»)/"(.r). 

7o  (ax)'  =  aHa,     (ex)'  =  <?x. 

8°  (sin  x)'  =  cos  #,     (cos  x)'  —  —  sin  x,     (tg  œ'f  =        „     • 

0°  (are  sin  x)'  =  -     .         -,  (arc  cosa?V  =  — 7^= ,  (arc  te;  a?)'  = . 

Vi-a?2  Va— ^  1+'" 

DÉRIVÉES    DES    FONCTIONS    COMPOSÉES. 

67.  Dérivées  partielles.  —  1°  Lorsqu'une  fonction  dépend  de 
plusieurs  variables  indépendantes,  on  peut  en  prendre  la  dérivée 
par  rapport  à  l'une  quelconque  de  ces  variables,  en  considérant 
dans  ces  opérations  toutes  les  autres  comme  des  constantes, 
('ne  telle  dérivée  se  nomme  une  dérivée  partielle. 

Les  dérivées  partielles  de  F(zr,  v,  w)  sont  représentées  par 

F|"     DJ'     du      du 

dF      dF 
F'v,     DTF,     -,-,    £i 
clv       ov 

dF      d^ 
F'w,    DWF,      ~  ,     £  • 

On  se  sert  de  préférence  de  la  caractéristique  d  introduite 
par  Jacobi. 

Exemple.—  z  =  xy  +  ?/x, 

2°  On  appelle  fonction  composée  une  fonction  de  plusieurs 
fonctions.  Par  exemple,  si  zz,  l>,  zt>  sont  des  fonctions  de  x, 
F(zz,  v,  w)  est  une  fonction  composée.  Nous  désignons  par 

y-  '    -r-'    5    '     ou  par     F'u,     Fv,     F'WJ 
du      Ov       Oio  L 
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les  dérivées  de  F(h,  v,  w)  par  rapport  à  u,  n,  in  prises  comme  si 
ces  variables  étaient  indépendantes. 

Si  u  seul  variait  avec  .v,  la  dérivée  de  F(n,  v,  w)  par  rapport 

vi         •  i  j.'  i     ,.  •  àF  du 

a  x  serait,  d  après  le  principe  des  Jonctions  de  lonctions.  :      .    . 
1  à  u  dx 

De  niénie,  si  v  seul  variait  avec  x,  la  dérivée  de  F(h,  v,  w)  serait 

d¥  du  .     J     .      .  ,         . ,      T        -,  .    .    .       , 

—  —  »  et  ainsi  de  suite.  Les  dérivées  de  cette  espèce  sont  encore 
du  dx 

appelées  dérivées  partielles,  par  opposition  à  la  dérivée  totale, 

qui  suppose  que  toutes  les  variables  u,  u,  w  varient  avec  .v.  La 

<IV 
dérivée  totale  est  désignée  par    7     • 

dx 

68.    Accroissement    infiniment    petit    d'une    fonction.    — 
L'égalité 

lun     v  .  I-  (x 

A.v 

équivaut  à 

^F{x)  =  F[x-\-^)-F{x)         V.r)  .;-  £]A#,  (1) 

:  étant  infiniment  petit  avec  A.v. 

Cette  formule  peut  être  étendue  à  une  fonction  de  plusieurs 
variables,  indépendantes  ou  non. 

Soit,  par  exemple,  la  fonction 

y  =  F(m,  v,  >'■), 

que  nous  supposons  continue  pour  les  valeurs  considérées  de 
u,  v,  if,  de  manière  que  l'accroissement  Ay  qui  correspond  aux 
accroissements  Azz,  An,  liv  tende  vers  zéro  lorsque  ces  derniers 
eux-mêmes  tendent  vers  zéro  d'après  une  loi  quelconque.  Nous 

aurons 

A//         V  u         Au,  v  -|-  Al?,  10  -j     Air)  —  F(w,  r,  ?tf), 

ce  que  l'on  peut  écrire  ainsi  : 

A//  =  F(w  +  Au,  /•    !    A/-,  m:    j-  Au>)  —  F(w    |-  Au,  v    \    Ar,  w) 
F(u  -f-  Au,  v  +  Ar,  m?)—  F(«    •    Au,  r,  u>) 

-}-  F  (m  -f  A//,  r,  w)  —  F(u,  r,  //•). 

Posons 

A,  =  F(^  -f-  Au,  y  -\-  Ar,  w;  -f-  Au?)  —  F(«    |-  Au,  v  -f  A»,  mj), 

A.,        E(m    !    A/'.  /•    ;    Ar,  w)  —  F(u    r  A/',  r.  m  , 
A,  =  F(m  -f  Au,  r,  ic)  —  F(u,  v,  w)  ; 
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alors 

Ay  =  A1  +  A„  +  A3.  (2) 

Or,   A.,  est   l'accroissement  de   F(zz,  y,  ry*   qui   correspond   a 

l'accroissement  Ay  de  la  variable  u,   les  deux  autres  variables 
ne  changeant  pas;  on  a  donc  en  appliquant  la  formule  (1)  : 

A3  =  [F'u(w,  r,  rr)    l  z]\«, 

où  s  est  infiniment  petit  avec  Au. 

De  même,  A.,  est  l'accroissement  de  F(n  +  Ay,  y,  u?)  lorsque 

la  variable  y  prend  l'accroissement  Ay,  les  deux  autres  variables 
ne  changeant  pas;  on  peut,  donc  écrire 

A2  =  [F'v(«    !-A/S  ■>,«>)    |    Bl]At?, 

s!  étant  infiniment  petit  avec  Ay. 

Mais  si  la  dérivée  F\di,  u,  w)  est  continue  avec  n, 

F'v(u  +  Au,t7,  M7)=  F'y(u,t?,  10)  +  11, 

où  i]  tend  vers  zéro  avec  Ay  ;  en  posant  Sj  -|-  r<  =  '-',  on  a 

A2  =  [F\(u,v,  w)  +  l']A». 

On  trouverait  de  la  même  manière 

A,  -*[F'*(ut-v,w)    h«"]Aw, 

la  dérivée  F'w  étant  supposée  continue  avec  u  et  y,  et  e"  désignant 
une  quantité  qui  tend  vers  zéro  en  même  temps  (pie  Ay,  Ay,  Am. 
L'égalité  (2)  prend  ainsi  la  forme 

%  =  (F'u  +  b)A«  +  (F'v  +  s')Ar  +  (F'w  +  s")Aw  ;  (3) 

pour  abréger  nous  avons  écrit  F  au  lieu  de  F(h,  y,  iy). 

Telle  est  l'expression  de  Ay  que  nous  nous  proposions  d'établir. 

69.  Dérivée  d'une  fonction   composée.  —   Pour  fixer  les 

idées,  nous  considérons  la  fonction  composée 

y  =  F(w,  v,  w), 
il,  y,  w  étant  des  fonctions  de  x  : 

Si  l'on  donne  à  a*  un  accroissement  infiniment  petit  Aa,  les 
variables  n,  v,  w,  y  prendront  des  accroissements  correspon- 
dants A?/,  Ay,  Ay;,  Ay.  et  l'on  a  (68) 

\V  -  (F'u  +  0A"    h  (F'v  +  e')At>  +  (F\V    h  b")Aw. 
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On  tire  do  là  : 


Passons  à  la  limite  pour  Atv  ==  0;  A-*,  lu,  ±w,  A y  tendront 
vers  zéro,  mais  leurs  quotients  par  Aa*  ont  pour  limites  les  déri- 
vées f'{x),  f'i(x),  f!2(x)  et  la  dérivée  totale  *  ;  comme  les  quan- 
tités e,  s',  e"  tendent  vers  zéro,  nous  aurons 

%  =  FW»  +  p'tA(«)  +  "'.AH.  H) 

Cette  égalité  peut  prendre  la  forme 

dy       dy  du       dy  dv       dy  dw 
dx       du  dx       àv  dx       dw  dx 

Elle  exprime  que  :  la  dérivée  totale  d'une  fonction  composée 
est  égale  à  la  somme  de  ses  dérivées  partielles,  obtenues  chacune 
en  appliquant  le  principe  des  fonctions  de  fonctions. 

Si  l'on  multiplie  l'égalité  (1)  par  dx,  et  qu'on  se  rappelle  la 
définition  de  la  différentielle  (35),  on  obtient 

dy  =  F'ndu  +  F\dv  -f  F'wdw; 

par  conséquent  :  La  différentielle  totale  d'une  fonction  composée 
est  égale  à  la  somme  de  ses  différentielles  partielles  par  rapport 
aux  différentes  variables  qui  entrent  dans  la  fonction. 

70.  Remarque.   Soit  à  prendre  la  dérivée  de 

y  =  V{œ,  u,  v), 

sachant  que  u  =  f\x),  v  =  f\(x).  La  règle  (69)  donne 

dy       dy       dy  du       dy  dv 
dx       dx       du  dx       dv  dx 

dy  dy 

:    désigne  ici  la  dérivée  totale  de  Fia*,  u,  pi,  et    *    la  dérivée  de 
dx  dx 

F(x,  u,  v)  par  rapport  à  la  lettre  x,  c'est-à-dire  la  dérivée  prise 

comme  si  u  et  v  représentaient  des  constantes. 

71.  Application.  —  Soit  y  =  */v,  u  et  v  étant  des  fonctions  de 
x.  Si  on  suppose  v  constant,  y  est  une  puissance,  dont  la  déri- 
vée est  vux   lu';  si  u  était  constant,  y  serait   une  exponentielle. 
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ayant  pour  dérivée  uv  lu.u'.  La  dérivée  totale  de  y  est  la  somme 

de  ces  deux  dérivées  partielles  (69)  ;  donc 

y]  =,  VUw~l  II    -f-  U*lU  .  V1 , 

résultat  que  nous  avions  déjà  obtenu  (53).  On  trouve  ainsi 


(arc  tg  x)' 


arc  (g  x 


(   arc  tg  x— 1        1 


gare  t0  x  Jarc  tg  X) 


.  arc  tgx 

(are  tg  x)e  /are  tg  a?.e 


(are  tg  x)e 


arc  Ig  x    g1 


1  +A'~ 

arc  tg  x         ] 

ï+x1 
1 


'  1  -|-  œ~    arc  tg  a? 


(-Jaretga? 


DÉRIVÉES    DES    FONCTIONS    IMPLICITES. 


d'où 


F'x  -|-  F' 


72.  Cas  d'une  seule  fonction.  —  Soit  y  une  fonction  de  a 

définie  par  l'équation 

F(*,  y)  =  0. 
Si  l'on  remplace  3*  par  sa  valeur  en  a*,  l'expression  F(a,  y) 
sera  identiquement  nulle  ;  la  dérivée  totale  de  V(x,  y)  sera  donc 
égale   à  zéro,  et  l'on  aura,  d'après   le  principe   des    fonctions 
composées  : 

y  dx       U' 
F'x 
"FV" 

Ainsi,  /a  dérivée  de  la  fonction  implicite  y,  déterminée  pur 
V équation  F(x,  y)  =  0,  s'obtient  en  divisant  la  dérivée  du  pre- 
mier membre  relative  à  la  lettre  x,  par  la  dérivée  relut ive  à  la 
lettre  y,  ef  d/z  changeant  le  signe  du  quotient. 

Applications.  —  I.  Une  conique  étant  donnée  par  l'équation 
{x  —  a)"2  4-  (y  —  j3)2  —  (mx  -f  ny  -f-  t)z  '=  0, 
la  tangente  au  point  (a,  y)  delà  courbe  a  pour  coefficient  angulaire 
.  x  —  a  —  m(mx  -f-  ^V  4-  0 

?/    =   —  :; —  •  /   . 

y  —  P  —  »(/waî  +  '*y  -f-  0 

II.   De  l'équation  xy  -j-  yx  =  1,  on  tire 

//./■y-1  -(-  yHy 
xy*~l  \-  xylx 


y  =  — 
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73.  Cas  de  deux  fonctions.  —  Considérons  deux  fonctions 
y  et  :  de  x  définies  par  le  système  d'équations 

F(x,y,z}  =  0,     ftx,  y,  z)  =  0. 

Si  Ton  remplaçait  y  et  z  par  leurs  valeurs  en  .v,  on  obtien- 
drait pour  F(x,  y,  z)  et  /'ly,  y,  s)  des  expressions  identiquement 
nulles;  les  dérivées  totales  de  ces  fonctions  sont  donc  nulles  et 
Von  a  (69)  : 

•  aie  (/.a;  «5  e.> 

On  n'a  plus  qu'à  résoudre  ces  deux  équations  par  rapport  aux 

dy    dz 

inconnues  -=-  >    -.    ■ 
dx    dx 

74.  Cas  général.  —  Etant  donné  un  système  de  n  —  1  (''({na- 
tions à  n  variables,  on  peut  considérer  n  —  1  de  ces  variables 
comme  des  fonctions  de  la  dernière  qui  joue  le  rôle  de  variable 
indépendante. 

Pour  fixer  les  idées,  soit  le  système 

F(x,  y,  z,  u)  =  0,     /ï,r,  y.  z,  u)  =  0,     »(a?,  //,  ar,  w)  =  0, 

où  nous  prenons  x  pour  variable  indépendante.   En  raisonnant 
comme  ci-dessus  on  trouve 

c&c  dx  dx 

/"        L     /•'     dM     !      /"      ^      l     /'      dU    -    n 

,      ,      -    '('/     |      -    '/;    ,      ,    ';"        n 
1  J  dx  dx  dx 

, .    .    .       f/v    (/c-     du     .. 
( 'es  équations  déterminent  les  dérivées    /',>,•  (ni  peut 
^  dx    dx    dx 

lui  donner  la  forme  homogène 

F'xdx  +  F',rfy  +  F'.ck  -f  F'udu  -  0, 
/V*  +  fydy  +  /V*  h  /V«  ^  0, 
«p'xrfi»  +  *ljdy  +  «p'.rfs  +  ip'„rfn  =  0, 

et   prendre   pour   inconnues  les  différentielles  dx,   <ly,   dz,   du. 
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Ces  inconnues  (Alf>\,  77),  prises  avec  des  signes  alternés,  sont 
proportionnelles  aux  déterminants  qui  se  déduisent  du  tableau 

F'x     F'v     F'z     F'u 

f'x       /"y       f'z        /"u 

o'         ©'         m'  ©' 

eu  ôtant  la  colonne  correspondante.  L'un  de  ces  déterminants  est 


dF  dF  dF 

ôx  dy  ùz 

df  df  df 

dx  fi'/  ()Z 

d<o  do  <)■+> 

dx  dy  ()-:■ 


(u 


il  est  formé  avec  l<»s  dérivées  des  fonctions  F,  /'.  »  par  l'apport 
aux  variables  x,  y,  z.  Ou  convient  de  le  représenter  par 

<?(F,  f  cp)  i 

Avec  cette  notation,  on  peut  écrire 

dx  :  dy  :  dz  :  du 

b  a  F,  /;?)._  W  /;  -r  )  .  o(F,  /;  *) ,  _  o  F,  /;  ?_)  _ 

,-)('//,  s:,  wj  *       d(x,  z,  u)  '  d(x,  y,  m)  '       d{x,y,  z) 

La  solution  ainsi  présentée  a  l'avantage  de  laisser  la  variable 
indépendante  indéterminée. 

Les  déterminants  de  l'espèce  (1)  ont  reçu  le  nom  de  détermi- 
nants fonctionnels. 

75.   Exemple.  —  Soit  donné  le  système  d'équations 

x  -j-  y  -f-  z  -\-  u  =  A  , 
;/?a:  -f-  ny  -f-  p,s  -f-  r/"  =  B, 
mx2  -f-  ?i,v2   hi^2  4~  7"~   =  (  • 


On  en  déduit 


dx  -\-  dy  -f-  ûfe  -f-  ofo  =  0, 
mefcc   f-  >/(///    |-  pdz  -f-  gc/w  =  0, 
mxdx   \- nydy     -pzd*  -\-qudu  =  Q. 
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Soient  a,  r",  y,  S  les  déterminants  résultant  du  tableau 


1 

1 

1 

1 

m 

n 

P 

7 

mx 

".'/ 

pz 

'1" 

par  la  suppression  d'une  colonne;  on  a 


a 


</// 


dz 


du 


Si  .y  est  la  variable  indépendante,  ces  relations  donnent 


dx 


dz 
dx 


du 
dx 


76.  Représentation  paramétrique  d'une  courbe.  —  Au  lieu 

de  représenter  une  courbe  plane  par  une  seule  équation 
F(x,  y)  =  0  entre  les  coordonnées  de  chacun  de  ses  points,  on 
exprime  souvent  x  et  y  en  fonction  d'une  troisième  variable  /; 
celle-ci  prend  le  nom  de  paramètre.  La  première  relation 
x  fit)  peut  être  choisie  arbitrairement,  et  la  valeur  de  y  en  / 
se  déduira  de  l'équation  F[f(t),  y]  =  0. 

Réciproquement,  si  une  courbe  est  représentée  par 


x 


f{t),     y  =  »(<), 


l'élimination  de  /  entre  ces  formules  conduit  à  l'équation  en  x  et  y. 

Voici  des  exemples  de  ce  mode  de  représentation  des  lignes. 

Soient  :    «v 0 ,  y0)  les  coordonnées  d'un  point  fixe  A  d'une  droite 

(fi  g.  4)>  ixï  y)   celles  d'un  point  variable  M:   /le  segment   AM 

Fi  g.  -/.  Fig,  .*). 

Y 


Y 
Q 

• 

M 

c 

A 

0 

B 

P 

X 

considéré   comme  positif  ou   négatif  suivant    qu'il    est   porté  a 
partir  de   A   dans  un  sens  ou  dans  l'autre;  enfin  a  l'angle  de 
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l'axe  positif  OX  avec  la  direction  positive  de  la  droite  A  M.    En 
projetant  A  M  sur  les  axes  coordonnés,  on  obtient  les  équations 

x  =  xQ  -\-mt  cos  a,     y       yQ  -f-  t  sin  a. 

Une  ellipse  (fig.  5)  étant  rapportée  à  ses  axes  principaux,  la 
comparaison  des  égalités 

v  f/~ 

■  -{-•; ',  =  I.      cos2 1  -f  sin2 t  =  1 

suggère  les  formules 

x  =  a  cos  t,     y  =  h  sin  t. 

Si  l'ordonnée  PM  rencontre  en  M' la  circonférence  décrite  sur 
le  grand  axe  A  A'  comme  diamètre,  l'angle  t  =  M'OA. 
Pour  l'hyperbole  et  la  parabole,  on  prend  respectivement  : 

\   x  =  a  séc  /,  \   x  =  2p  tg'2  t, 

I    y  =  btgi;  (  y  =  2y>  tg  t. 

Etant  données  les  équations 

x==fif)}      V  =  Wh 

on  peut  trouver  la  dérivée  r'x  sans  éliminer  t.   En  effet,   si  L'on 
donne  à  t  l'accroissement  A/,  a*  et  y  prennent  les  accroissements 

A.r  ^  f[t  +  A/)  -  /V),      A;/  =  ç(*  +  A/,  -  cp7). 

La  dérivée  y'x  est  la  limite  du  rapport  des  accroissements 
simultanés  Ay,  A.v  lorsque  A.v  tend  vers  zéro  ou,  ce  qui  revient 
au  même,  lorsque  M  diminue  indéfiniment.  Or 

ly       Ay    A.v , 
Xv  "'  M  '  \(  ' 

d'où,  en  passant  à  la  limite, 

y'x  =  y't  :  oc\  =-  »'(t)  :  fit). 
Ecrivons  ce  résultat  ainsi  : 

,      _  v\t)dt  _    du{t) 

//x~  }"{tyit~ cifj)' 

On  voit  que  la  dérivée  y\  est  exprimée  par  le  rapport  des 
différentielles  dy  :  dx,  aussi  bien  lorsque  y  est  fonction  immé- 


-  60  - 

rîiato  de  x  que  lorsque  y  et  x  «sont  fonctions  d'une  môme  troi- 
sième variable. 

Exemple-   —   Les  coordonnées  d'un  point  d'une  ellipse  étant 
.v       n  eos  /,  y    -  b  sin  /,   le  coefficient  angulaire  de  la  tangente 

est 

(///  h  eos  /  (Il  h 

= .  __  —      col"-  /. 

eu;       —  «  sin  t  </l  a 

Exercices  et  notes. 

Calculer  les  dérivées  des  fonctions  suivantes  : 

1  —  X 

1.  (IKr)2  Réponse 


{a  —  xf 

xx 


.11 


.    /    1  -   .r- 
V(H-.-r 


X 

»  1 

(1 

+  *)*" 

na{a  — 

-  ./V 

i 

,rn 

+i 

%x{ 

2 

./• 

2) 

(  1  —  a 

~hi 

; 

U  /^  +  V"i  +■ 


\  •'■'  h  VU  >-.  g  V        ï+ï* 

V'i  -f.^-|-\'l  -  2  1 


\  1  -|-  a2  -hV"l  —  ■'■'•'  •'"  ^         \  i—x\ 

G    <•'■-  -|-  1>'-X    |    (3a;    |    1  r\  2{x2    \-œ  +  l)e2s  +  (3a?  +  4K 


•   /.  ■ 


\  1  +a>-f  Vl— "»  1 


\   1    -fa?  —  \   1  —  .T  \    j 


./•■ 


s.    sini'r-  x  eos1'  x.  sin"1  _1  .>•  eos"-1  x{m  cos-.r — Jisin^a*) 

9.  eosm  ,r  eos  mx.  —  m  cosm    lx  sin  (?H  -f-  1 '•*'• 

10.  sinm  ;/.'■  eos"  mx.  mn  sin"1-1  ?ia?cosn— xmxcQ&{m-\-n  ■>' 

,c/  eos  .r  ■  I-  h  sin  ./■  //-'  —  a2 

11  .  / 

a  sin  a?  -j-  "  eos  x  ab  -j-  (a2  -f-  è2 1  sin  a?  eos  a- 

,«  eos  x   |    5  sin  x  2ab 

12.  I  —  •  -  ■    • 

a  eos  a-  —  />  sin  ,r  a2  eos-  ,v  —  b2  sin-  a* 

1 


1,3.   /  are  sin  x. 


\  1  -    x2  are  sin  x 


ex  ■  |    e    x  ex  sin  .v  -   e    x  eos  .»■ 

Il  •  2 

sin  .'•    |    eos  x  isin  .r    I    eos  x)- 
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lo    arc  !<;• 

x 

x2a  —  1 


1 

■Ai- 

.r-' 

_i 
1 

2 

c/2x  _|     g 

:x 

•J.':- 

.<^—  r 

vz- 

-//■ 

«  -|-  h  COS 

/ 

rt  COS./'  -Y  h 

19.  arc  cos 

«  -J-  6  cos  .'• 

,     t  / 1  —  cos  x  1     .,     n.  ,.   , 

20.  ;ii'c    ir\/  •  -.  hxpliquer  ce  résultat. 

8  V   I  -l-cos.r  2 

21.  arc  sin  (V  sin  .n.  ~\   1  -}-  cosec  x. 

22.  (sin  .>•  '-'-.  (sin  ./•)'- •"'•  (  1 


cos- J\ 
2".  (tg  .r)  si    •'■ .  (tg  x,sin  x  (sec  X    !  -  cos  .r  .  /  tg  x). 

24.  sin  (./■'-'  cos  (aï1*») .^'g*      &-     _]_      "  .     i 

'  V       ./•  COS".'' 


.) 


25.  arc  cos  (U3  —  3.r).  —     - •  Expliquer  ce  résultat. 

\  1  —  x* 

•').''  —  .v]  I)  ,.  -n 

26.  nrc  te*  •  •  Expliquer  ce  résultat. 

n  1  —  Sx*  1    |-  x2 

27.  ,,^\  o*V     J   +  te-f  /'.r     . 


x  arc  sin  #    ,    1 ,  ,  arc  sin  x 

28.  -I-  ./(l  —.-'-M. 


«  sm  ,r  b  \  (r  —  //-  sin  x 

29.  La  dérivée  de  7  —  =  arc  tg  .     .         est 

a  -\-  b  cos  x        \   az //-•  a  cos  x   \    h 

,    ,   (a2  —  b'2)  cos  a? 
cgale  a  '       —     . 

(a  -j-  ô  cos  a*)2 

30.  Prendre  la  dérivée  des  deux  membres  de  l'identité 

n  4-  1         .     ?Mî 

sm       2      ./-sin  - 

sin  .r    |    sin  2x  -[  sin  :>./:  H-  .  .  -f    sin  nx  — • 
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31.  Prendre  la  dérivée  logarithmique  des  deux  membres  de  l'identité 

rp  rp  rp  rp  rp 

sin  x      2m  cos  -r  cos  -  cos -  •  •  •  cos  —  sin  —  • 
2         4         8  2™        2m 

Si,  dans  le  résultat,  on  passe  à  la  limite  pour  m  —  oo,  on  obtient 

-  =  cotg*  +  -tg-  +  itgi  +  gtgg  h... 

32.  L'équation  ylx  -\-  xay  -f-  b  =  0  donne 

dy  y  4-  xcfi 

dx  (Ix  -f-  xa?la)x 

33.  De  la  relation  tg  y  =  tg  a  tg  .v  déduire 

.  sin  2« 

.V  — 


1  -f-  cos  2a  cos  2x 
34.  Tirer  y'  de  l'équation  y  =  1  -f-  .vt'-v. 

2  2 

35    La  courbe  #3  |-y3  =  a3  jouit  de  la  propriété  que  le  segment  de  la 
tangente  compris  entre  les  axes  rectangulaires  OX,  OY  est  constant. 

36.  La  tangente  en  un  point  :.v.  y)  de  la  courbe  xmy*  —  a  a  pour  équation 

nxX  -f-  m^X —  (w    |    ri)xy       0.    . 

37.  Etant  donne  le  système  d'équations 

cos  x  -\-  cos  y  -f-  cos  c  =  a,     sin  x    |    sin  //    |    sin  ^  =  A, 


on  a 


dx 


dy 


dz 


sin  [y  —  z)        sin  (s  --  x)        sin  (#  —  //) 
38.   Le  système  d'équations 

sin  (x  -j-  //)  -f-  -  '-^  u,     sin  (a?  —  y)  -\-  z  =  b 


dx 


dy 


donne 

cos  x  cos  y         sin  x  sin  y 

39.   Si  rvj    -  1, 


cos  (.r  -f-  ?/)  cos  (.r — y) 


dy 


+     ,  =  0 

\  i   I-'-1      \  1   !  yA 


40.   Si  les  cléments  du  déterminant 


^        b       c 

/'     9     I' 

m     n     p 
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sont  des  fonctions  de  x,  la  dérivée  du  déterminant  est 


a'     V     c' 

r  g    ?< 

m     n     p 


a      h      <■ 

f  g'  ><• 

ht       )/       p 


a      h      c 
/"     9      I' 


41.  Dérivée  y!\  tirée  de 

!/=/'(",  v),    m  =  1  H  V'\     i-  =  1  —  V-'" 


CHAPITRE  IV. 


NOTIONS  COMPLEMENTAIRES  SUR   LA    DERIVEE- 


Sur  la  définition  de  la  dérivée. 

77.  Nous  revenons  sur  la  définition  de  la  dérivée  pour  la  pré- 
ciser davantage  et  examiner  quelques  particularités  que  peuvent 
présenter  les  fonctions  ordinaires  de  l'analyse.  Une  étude  plus 
approfondie  appartient  à  la  Théorie  générale  des  fonctions. 

Soit  F[x)  une  fonction  continue  dans  l'intervalle  (a,  b),  et 
soient  a\  x  -f-  /?  deux  nombres  de  cet  intervalle.  Ordinairement 
le  rapport 

F(x  +  h)  —  F(œ) 
h 

tend  vers  une  limite  finie  et  bien  déterminée  lorsque  x  restant 
constant,  h  tend  vers  zéro  d'après  une  loi  quelconque.  Cette 
limite,  qui  dépend  généralement  de  x,  se  nommela  dérivée  de  F(x). 
Ainsi,  on  appelle  dérivée  de  ¥{x)  et  on  représente  par  F'(x),  /<•/ 
fonction  de  x  définie  dans  l'intervalle  (a,  b)  par  V équation 


F'O»)  =  lim 


F(a?-+  h)  —  Fi.r; 
// 


quand  h  te;i<7  uers  2<?'/*o  d'après  une  loi  quelconque, 
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On  a  cru  longtemps  que  la  continuité  d'une  l'on ctioii  entraîne 
l'existence  de  la  dérivée.  Mais  on  connaît  aujourd'hui  des  fonc- 
tions continues  qui  n'ont  de  dérivée  pour  aucune  valeur  de  x 

Av 

78.  Dérivée  indéterminée.  —  Si  pour  x  =  x0,  le  rapport    • 

ne  tend  pas  vers  une  limite  déterminée,  on  dit  que  la  dérivée 
est  indéterminée  pour  x  =  xQ. 

Exemple.  y      œsin     •  (1) 

En  général,  si  y  s'annule  avec  .v,  la  dérivée,  pour  x  —  0,   est 

la  limite  du  rapport  -  lorsque  x  tend  vers  zéro:  car  les  accrois- 

x 

sements  des  variables,  au  passage  du  système  de  valeurs  (o,  o) 

an  système    .v.  y    sont  représentés  par  x  et  y. 

Y  «  1 

Dans  l'exemple  (1),  le  rapport  ~  i  égal  a  mu  j  varie  indéfini- 
ment entre  —  1  et  -\-  1  lorsque  x  tend  vers  zéro  :  comme  il  ne 
tend  pas  vers  une  limite,  la  dérivée  y' est  indéterminée  pour  a*=0. 

La  courbe  représentative  passe  par  l'origine  <>  des  coordonnées  sans  y 
avoir  une  tangente  :  c'est  une  ligne  sinueuse,  composée  d'une  infinité 
i\';i rendes  qui  diminuent  en  hauteur  et  en  largeur  à  mesure  qu'elles  se  rap- 
prochent du  point  O  :  ces  arcades  touchent  les  bissectrices  des  angles  des 
axes,  et  la  courbe  a  pour  asymptote  la  droite  y  1  Dans  l'intervalle  [o,  h  . 
quelque  petit  que  ]>.  la  fonction  1  admet  une  infinité  de  maxima  et  de 
minima. 

79.  Dérivée  à  droite,  dérivée  à  gauche.  —  Soit  h  un  nombre 
positif  qui  tend  vers  zéro,  et  soit  x0  une  valeur  particulière  de  x. 

1°  Il  peut  arriver  que  les  valeurs  de  F(«vo  -f-  h)  étant  réelles, 
celles  de  "F(.v„ —  //>  soient  imaginaires  ou  que  la  fonction  Im.y) 
cesse  dètre  définie  pour  les  valeurs  de  x  inférieures  à  x  ;  si 
alors  le  rapport 

F(x0  +  h)  —  F(oc0) 
h 

tend  vers  une  limite  finie  et  déterminée,  on  dit  que  la  fonction 
admet  une  dérivée  à  droite  pour  x  =  x0  ;  on  représente  quelque- 
fois cette  dérivée  par  F\x0  +  0). 


('     Pour  un  exemple  dû  à  Weierstrass,  voir  le  Journal  de  Grelle,  t    79, 
p.  29  ou  Mathesis,  t.  7,  p.  222. 
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De  même,  si  les  valeurs  de  F(x0  |-  h)  sont  imaginaires  ou  ne 
sont  pas  définies,  tandis  que  celles  de  F(x0  —  h)  sont  réelles,  la 
limite  du  l'apport 

F(.r0  —  h)  —  Fl#0) 

-h 

si  elle  est  finie  et  déterminée,  prend  le  nom  de  dérivée  à  gauche 
et  se  représente  par  F'(.v  —  0). 

Exemple.  —  y      eos  \1  —  x2. 

La  courbe  représentative  (fig.  6)  est  symétrique  par  rapport  à 
l'axe  ()Y.  Un  point  minimum  situé  sur  OY  a  pour  ordonnée 
eos  1  eos  57°17'48';  deux  points  d'arrêt  A,  A'  correspondent  à 
.v  ==  ±  1,//  =  1.  La  valeur  générale  de  lu  dérivée  est 


.'/ 


x 


sin  V  1  —  •>' 
VI 


X' 


lorsqu'on  y  fait  .y  =  1  — h  ou  =    -  1  -f-  n  et  qu'on  fasse  tendre 
Fig.  6.  v  Fig.  :. 


i  •        i  i.  siu\   ï  —  x*  ,.     .,      -,     T, 

h  vers  zéro,  le  rapport     --,  a  pour  limite  1.  Donc  //   a 

11  Vl—  x2  L 

respectivement  pour  limite  1  ou  —  1  ;  on  en  conclut  que  les 
demi-inngenies  en  A  et  A'  (menées  du  côté  où  la  courbe  est 
réelle)  passent  par  O  (*). 


(*)  Si,  pour  |  x  |  >  1,  on  écrit  (Analyse,  I,  chap.  XXII.) 

y  ==  eos  (i  \  x2  —  l)  =  Ch  \x2  —  1, 

on  peut  prolonger  lu  courbe  représentative  indéfiniment  au-delà  des  points 
A  el  A'. 
La  l'onction  sin  V1  — x~  n'admet  pas  un  tel  prolongement  réel. 

Xeuberg.  —  An   Lnf.,  I.  5 
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2°  La  fonction  F(.x)  étant  réelle"  dans  l'intervalle  (.vu  —  h,  x0  |-/n, 
il  peut  arriver  que  les  deux  rapports 

F(*0  -f  h)  -  FM       F(.rn  -  //)  -  F(.r„) 
//  — // 

tendent  vers  deux  limites  différentes  lorsque  h  tend  vers  zéro. 
Nous  disons  alors  que  la  fonction  admet  une  dérivée  à  droite 
F'(.v0   f-  0)  et  une  dérivée  à  gauche  F'(.\*0  — 0). 

OC- 

Exemple.  —  y  --  l -  ■ 

1  +  ël 

//s'annule avec .v  ;  la  dérivée,  pour  x       0,  est  la  limite  du  l'apport 

y         i 

1  -j-  ex 

quand  .v    tend    vers    zéro.    Or,    s  ni  van!    quo    .v    a    une     valeur 

î 
infiniment  petite  positive  ou  négative,  cs  est   infiniment  grand 
ou  infiniment  petit;  on  en  conclut  que  la   fonction  admet,  pour 
x       0,  une  dérivée  à  droite  égale  à  zéro  et  une  dérivée  à  gauche 
égale  à  l'unité. 

La  courbe  représentative  ifig',  J)  possède  a  l'origine  des  coor- 
données un  point  anguleux,  avec  deux  demi-tnngentes  dis- 
tinctes. OX  et  OC,  qui  touchent  respectivement  les  branches 
OA  et  OB. 

Désignons  par  Ei  x  i,  le  plus  grand  nombre  entier  contenu  dans  x  ;  ce 
symbole  conduit  à  des  discontinuités  assez,  curieuses. 

Par  exemple,  si  l'on  fait  y  =  x  K  x  .  y  a  la  valeur  0  dans  l'intervalle 
(0,  1  —h),  la  valeur  1  dans  l'intervalle  (1,  2 — h),  etc  ;  la  dérivée  y'  prend 
respectivement  les  valeurs  0,  \,  2,  . .  La  ligne  représentative  se  compose 
(Tune  suite  de  segments  rcetilignes. 

La  fonction  y—x~  K  .v  est  représentée  par  une  suite  d'arcs  de  paraboles. 
La  dérivée  y'  a  pour  expression  0,  2x,  4.v,  ...  respectivement  dans  les 
intervalles  (0,  1  —  h\  (1.  2  -  h),  [2,  3  -  h),  ... 

Les  fonctions  x  E(x),  .v-  Jv  .v  sont  toujours  continues  à  droite,  mais 
elles  sont  discontinues  à  gauche  pour  les  valeurs  entières  de  .v. 

80.  Dérivée  pour  les  valeurs  infinies  des  variables.  —  Si  v 
ou  y  devient  infini,  un  accroissement  A.v  ou  A//  n'a  plus  de  sens. 
Voici  comment  on  définit  alors  la  dérivée. 

Soit  x  a  une  valeur  finie  qui  rend  infinie  la  fonction  V  x>. 
Si  celle  l'onction  ;i  nue  dérivée  P'(.v)  pour  ^(^  valeurs  de  .v  inl'i- 
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ni  mon  I  voisines  de  n,  la  dérivée,  pour  x  =  a,  est  la  limite  vers 
laquelle  tend  F'(x)  lorsque  x  tend  vers  ;i  ;  on  peut  donc"  dire 
qu'elle  est  égale  à  F-'(a).  La  courbe  représentée  par  //  -  Kf.vi 
a  pour  asymptote' la  droite  x  =  à;  on  en  conclut  F'(a)  --oo. 
Si  F(a)  a  une  dérivée  F  .y)  pour  toutes  les  valeurs  de  x,  quel- 
que grandes  qu'elles  soient,  la  limite  vers  laquelle  tend  F'(x)  à 
mesure  que  x  croît,  sera  appelée  la  dérivée  de  F(.v)  pour 
x  |   oo  ;  on   peut   donc   dire  qu'elle  est  égale  à  Y\  |- oo).  On 

définit  de  la  même  manière  la  dérivée  pour  a*  =  —  oo. 


Exemple.  — 

y  = 

i 

On  a  en  général 

y  =  ■ 

o 

Il  en  résulte  que  pour  a*  =  0,  y  a  une  dérivée  a  droite  égale  à 

—  oo,  et  une  dérivée  à  gauche  égale  à  -{-  oo  ;  pour  x  ~  ±  oo, 
.'/   -  0. 

La  courbe4  représentative  est   formée  de  deux  parties  symé- 
triques par  rapport  à  OY  et  avant  cet  axe  pour  asymptote. 

81.  Dérivée  d'une  fonction  imaginaire  d'une  variable  réelle. 

—  Soit 

y  =  fi?)  -f-  i?{x), 

f(x)  et  o(*v)  étant  des  fonctions  réelles  continues  et  admettant 
des  dérivées  f'(x),  '-?'(x)  ;  la  variable  x  est  supposée  ne  prendre 
que  des  valeurs  réelles.  Le  rapport 

Aj/  =  i{oc  4-  Ar)  +  /'K^'i-M  —  !/(,'■)  -f  fo(a?)1 

Ar  A./' 

/■(a;  -|-  Ajc)  —  /"(je)         .  ©(a?  -f-  A;zN,  —  cp(a?) 
A.?;  A.v 

quand  A.v  tend  vers  zéro,  a  pour  limite 

/•'  x)  -  h  iVj 

tte  limite  es!  appelée  la  dérivée  de  //  ;   elle  se  calcule   par  les 
règle.--  indiquées  pour  les  fonctions  réelles.  Ainsi, 

même  pour  les  valeurs  de  x  extérieures  a.  l'intervalle  ( —  1,    \-  1  i. 
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Application  des  dérivées  a   l'étude   des  fonctions. 

82.  Définitions.  —  Une  fonction  F(a)  est  dite  croissante  on 
décroissante  dans  un  intervalle  (a,  b)  si,  x1  et  a*"  étant  deux 
nombres  quelconques  appartenant  à  cet  intervalle,  les  diffé- 
rences F(a")  —  F{x')  et  x"  —  A,r  sont  de  même  signe  ou  de  signes 
contraires.    Par  exemple,  la  fonction  sin  a*  est  croissante  dans 

l'intervalle     0,      li  décroissante  dans  l'intervalle  f  '*»  -Jr)' 

*>  V  v       y    y 

Une  fonction  F(A)  est  dite  croissante  ou  décroissante  à  droite 
d'une  valeur  x  x0,  si  l'on  peut  assigner  un  nombre  positif  x 
suffisamment  petit  tel  qu'on  ait,  respectivement, 

F(r0    \-h)>  F(xQ),     F{crQ  +  h)  <  F(a-0). 

pour  toutes  les  valeurs  positives  de  h  inférieures  à  x. 

Vue  fonction  F(.v)  est  dite  croissante  ou  décroissante  à  gatuche 
de  la  valeur  x  =  a0,  s'il  existe  un  nombre  positif  à  suffisamment 
petit  tel  qu'on  ait,  respectivement 

F(^o  -  *)  <  FK),     F(<r0  -  //)  >  F(œ0). 

Nous  considérons  comme  suffisamment  intuitif  le  théorème 
suivant  :  si  une  fonction  F(x)  est  croissante  (ou  décroissante) 
autour  de  toutes  les  valeurs  de  x  appartenant  à  un  intervalle 
(a,  /)),  elle  est  croissante  (ou  décroissante)  dans  cet  intervalle. 

83.  Théorème.  —  Si,  pour  x  x,,,  la  fonction  F(x)  csf  con- 
tinue et  a  777ZC  dérivée  unique  et  positive,  elle  est  croissante  ;  si  la 
dérivée  est  unique  et  négative,  la  fonction  est  décroissante. 

En  effet,   soient  (x0,  y0),  (x0  -f-  /*,  y0    |    /c)  deux  systèmes  de 

valeurs  de  v  et  de  la  fonction.  Par  hypothèse,  le  rapport  ,   tend 

h 

vers  nue  limite  unique  F'  a0)  lorsque  h  tend  vers  zéro  en  passant 

soit   par  des  valeurs  positives,   soit   par  des  valeurs  négatives. 

Si  F'(.\\,)  ]>  0,  le  rapport   '  finit  par  être  toujours  positif,  et  /.•  et 

h  auront  constamment  le  même  signe  :  donc  F(x)  croît  dans  un 
intervalle  infiniment  petit  comprenant  x0. 

De  même  si  F'(x0)  <  0,  la  fonction  est  décroissante  pour  .v      x0. 

84.  Remarques.  —  On  démontre  de  la  même  manière  les 
propositions  suivantes  ; 
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1"  Si,  pour  a;    -a,,,  une  fonction  a  une  dérivée  à  droite  qui 

est  positive  on  négative,  elle  est,  respectivement,  croissante  ou 
décroissante  à  droite  de  \\r 

Si,  pourA=A0,  la  fonction  a  une  dérivée  à  gauche  qui  est 
positive  ou  négative,  elle  est  respectivement  croissante  ou  dé- 
croissante à  gauche  de  Xo. 

2°  Soit  F  ,vj  une  fonction  continue  pour  x  =x0  et  admettant 
une  dérivée  à  droite  F'(.v0  - 1-  Oj  différente  de  la  dérivée  à  gauche 
K'(.\'o — 0).  Si  ces  deux  dérivées  sont  positives,  la  fonction  est 
croissante  autour  de  a0  ;  si  elles  sont  négatives,  la  fonction  est 
décroissante  autour  de  a0;  si  elles  sont  de  signes  différents,  la 
fonction  est  croissante  (ou  décroissante)  à  droite  de  x0  et  dé- 
croissante (ou  croissante)  à  gauche. 

85.  Maximum  ou  minimum.  —  Soit  F(x)  une  fonction  conti- 
nue pour  x  A'„  et  admettant  une  dérivée  dans  l'intervalle 
(x~h,.x0  +  h). 

Si,  x  variant  de  a0  —  h  à  xQ  j-  h,  la  dérivée  passe  du  positif 
au  négatif  au  moment  où  a*  traverse  la  valeur  a*0  ,  la  fonc- 
tion Fia)  est  croissante  à  gauche  de  x0  et  décroissante  à  droite  ; 
on  dit  alors  que  F(a0)  est  un  maximum. 

Si,  dans  les  mômes  conditions,  la  dérivée  passe  du  négatif  au 
positif,  la  fonction  F{x)  est  décroissante  à  gauche,  croissante  à 
droite;  on  dit  maintenant  que  F(at0)  est  un  minimum. 

Le  plus  souvent,  la  dérivée  est  continue  et  change  de  signe 
en  passant  par  zéro.  Mais  le  changement  de  signe  peut  aussi 
avoir  lieu  parce  que  la  fonction  admet,  pour  x  =  x0,  une  déri- 
vée à  gauche  et  une  dérivée  à  droite  qui  sont  de  signes  con- 
traires; ce  cas  comprend  celui  où  la  dérivée  passe  par  l'infini 
en  changeant  de  signe 

86.  Application.  —  Etudier  la  fonction 

y  ^  (l  —  x)  l{\   -f  x)  -f  (1  +  x)  l[\  —  X). 

(  'ette  fonction  n'est  réelle  que  dans  l'intervalle  ( —  1 ,  1  )  ;  comme 
elle  ne  change  pas  quand  on  remplace  x  par  —  x,  il  suffit  de 
faire  varier  x  de  0  à  1. 

Pour  a  =  0,  y  =  0;  pour  x  —  1,  y       —  oo.  On  a 

y  — /(t  +  .)+i=f?  +  J(i-*)-£i! 

1  —  x  4x 

œ     i  +  œ  "  1— a2  ; 
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le  logarithme  d'un  nombre  plus  petit  que  L'unité  étant   uégat'if, 

la  dérivée  y'  se  compose  de  deux  termes  négatifs.  Par  suite,  dans 
l'intervalle  (0,  1  ),  y  décroît  constamment  de  0  à  — oo. 

Théorème  de   Rolle. 

87  Théorème.  —  Soit  F  x  une  foin-lion  de  x,  finie  et  conti- 
nue dans  V intervalle  (a,  b  et  admettant  pour  chaque  valeur  de 
x  comprise  entre  a  et  h  une  dérivée  unique.  Si  l'on  a  F(aj  =  O, 
1-M>  -  0,  la  dérivée  F'  x)  s'annule  au  moins  pour  une  valeur 
de  x  appartenant  à  l'intervalle  (a,  b). 

Autrement  dit.  si  les  conditions  relatives  à  V  x  et  FV.v  sont 
remplies,  deux  racines  réelles  de  Véquation  F  x)  =  ^comprennent 
au  moins  une  racine  de  l'équation  dérivée  F'ixi       0. 

Faisons  varier  .\\  d'une  manière  continue,  de  a  à  b  (a  <  b); 
la  l'onction  F(.Y)  aura  pour  valeur  initiale  et  pour  valeur  finale 
zéro.  Si  (die  était  constamment  nulle,  sa  dérivée  le  serait  aussi 
et  le  théorème  serait  démontré.  Supposons  qif  il  n'en  soit  pas 
ainsi  Alors  la  fonction  ne  peut  être  toujours  croissante  ni  tou- 
jours décroissante;  car  elle  est  finie  et  continue,  part  de  zéro 
et  finit  par  zéro  II  existe  donc  au  moins  une  valeur  .y  =  c,  coin- 
prise  entre  a  et  /),  pour  laquelle  la  fonction  passe  par  un  maxi- 
mum ou  par  un  minimum  (*.«,  c'est-à-dire  de  croissante  devient 
décroissante  ou  inversement.  La  dérivée  doit  donc  changer  de 
signe  pour  x  c,  et  comme  elle  est  unique,  elle  s'annule  néces- 
sairement pour  x  =  c  (85). 

La  courbe  représentative  de  la  fonction  y  •■•■=  F  .x  rend  le  théorème  de 
Rolle  en  (pi  cl  que  sorte  intuitif.  En  effet,  com  nu-  on  suppose  Y(a  —  V  />  0, 
elle  coupe  OX  en  deux  points  A  et  B  avant  pour  abscisses  a  et  b.  Entre 
A  et  B,  elle  présente  un  trait  ininterrompu  ACB  ;  soit  C  le  point  il<j  l'are 
ACB  le  plus  éloigné  de  Taxe  OX.  Ce  point  ne  peut  être  un  point  anguleux 
ni  un  point  de  rebroussement  à  tangente  verticale  i*  .  puisque  la  dérivée 
I- "  a  .  dans  l'intervalle  (a,  b)  a  une  valeur  unique;  c'est  donc  un  point  où 
la  tangente  est  parallèle  à  OX.  Cette  conclusion  aurait  encore  lieu  si  la 
courbe  ACB  avait  un  point  d'inflexion  à  tangente  verticale,  c'est-à-dire  si 
la  dérivée  devenait  infinie  sans  chauffer  de  signe. 


Nous  considérons  cette  conclusion  comme  intuitive;   (die  peut    être 
établie  rigoureusement    Théorème  de  Weierstrass  . 

Eu  un  tel  point,  1  '  .v    passe  de   -  oo  à  —  oo  ou  inversement. 


Théorème   dks  accroissements  finis. 

88.  Théorème  de  Lagrange.  —  Si  une  fonction  F(x),  finie  et 
continue  dans  l'intervalle  (a,  b\  admet  pour  chaque  valeur  de  x 
comprise  entre  a  c/  b  une  dérivée  unique  et  bien  déterminée,  il 
existe  un  nombre  c  compris  entre  a  ef  b,  /c/  f/z/c  /'o/i  ait 

nb)-m  =F,ic 

Posons 

F(ô)  -  F(a)        . 
—  =  A  ; 

b  —  a 

A  avant  une  valeur  finie  et  déterminée,  cette  égalité  donne 

¥{b)  —  F(a)  -  A.(ô  —  a)  =  0. 

Considérons  la  l'onction  auxiliaire 

*(a?)  =  F(ô)  —  F  (a?)  —  À(ô  —  a?)  ; 

elle  est  finie  et  continue  dans  l'intervalle  (as,  6),  s'annule  pour 
x       a  et  a*  =  £>,  et  admet  une  dérivée 

?7.r)  =  -  F'(.r) -j- A, 

qui  est  unique  et  bien  déterminée.  Donc,  en  vertu  du  théorème 
de  Rolle,  ®'(x)  s'annule  au  moins  pour  une  valeur  .v  —  c  comprise 
entre  a  et  b.  Il  en  résulte  —  F  (ci  -f  A  ■=  0,  ou  A  ==  F'(c).  fce 
théorème  est  donc  démontré. 

Remarque.  —  Ecrivons  x  pour  a,  x  -\-  h  pour  b,  x  -f  û/j  pour 
c,  0  désignant  un  nombre  compris  entre  0  et  1  ;  nous  aurons 

ou 

Vï,v  +  h)  —  F(xc)     =  ftF?(as  +  0//).  (1) 

L'égalité  /  ')  a  reçu  le  nom  de  formule  des  accroissements  finis. 

Le  théorème  de  Lagrange  ne  diffère  pas  essentiellement  de  celui  de 
Rolle.  En  effet,  construisons  la  courbe  ACB  qui  a  pour  équation  y  =  Fi  x  : 
soient  A,  B  les  points  qui  correspondent  aux  abscisses  .v,  x  -\-  h.  Sur  l'arc 
ACB  il  existe  au  moins  un  point  C  où  la  tangente  CT  est  parallèle  à  la 
corde  AB.  L'abscisse  de  C  est  de  la  forme  x  +  Qh  (0  <  0  <  1)  ;  en  exprimant 
que  les  droites  AB  et  CT  ont  même  coefficient  angulaire  on  obtient 
l'égalité  (1). 
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89.  Théorème.  —  Si  la  dérivée  d'une  fonction  F(x)  a  une  vu- 
leur  constante  m  dans  V intervalle  (a,  b),  cette  fonction  a,  dans 
cet  intervalle,  la  forme  mx  -f-  n. 

En  effet,  x  désignant  un  nombre  quelconque  compris  entre 
a  et  b,  le  théorème  de  Lagrange  donne 

F(œ)-F(a) 
x  —  a 

ou  F(œ)*=œF\c)  -f  F(fl)  -  aF'(c) 

Par  hypothèse,  F'(c)  a  une  valeur  /»  indépendante  de  .\\ 
F(a)  —  aF'(c)  est  une  constante  n  ;  doue  F(.yï  a  la  forme  /?i.v  -\-n. 

Corollaire.  —  Si  F'(x)  est  constamment  nulle  dans  l'intervalle 

(a,  b),  F(.v)  a  une  valeur  constante  n  dans  cet  intervalle. 

90.  Théorème.  —  Deux  fonctions  continues  dont  les  dérivées 
sont  constamment  égales  dans  l'intervalle  a,  b  ,  ont  une  diffé- 
rence constante  pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre 
a  et  b. 

En  effet,  soient  V ,vi,/(.v)  ces  fonctions.  La  fonction  F(x)  —f  x), 
par  hypothèse,  a  une  dérivée  constamment  nulle  dans  l'intervalle 
(a,  b)  ;  elle  a  donc  une  valeur  constante  (89). 

91.  Théorème  de  Cauchy.  —  Si  les  fonction  F,x),  f(x)  et  leurs 
dérivées  sont  finies  et  continues  dans  l'intervalle  (a,  b)  et  que 
f'îx)  ne  s  annule  pas  entre  a  et  b,  on  a 

P(è)— F(a)       F'(c) 

f(à)-f(a)         /■'(€,' 

où  c  est  un  nombre  compris  entre  a  et  £>. 

En  effet,  f'(x)  étant  continue  et  différente  de  zéro  a  un  signe 
constant  dans  l'intervalle  a,  b);  donc  fx)  est  toujours  croissante 
on  décroissante  et  Ton  a  f{b)  — /"(a)   /  0.  On  peut  donc  poser 

F{b)  —  F(a) 

m -ru,      ' 

A  ayant  une  valeur  finie  et  déterminée.  Cette  égalité  donne 
FKb)  -F(a)-A[f(b)-f(a)]  =  0. 
Considérons  maintenant  la  fonction  auxiliaire 

^SF^-FM-AI/li)-^)]. 


Elle  est  finie  et  continue  dans  l'intervalle  l'a,  b)  ei  admet*  une 
dérivée  unique  et  bien  déterminée 

De  plus,  œ'a)      0,  »(/>)  =  0;  donc  la  dérivée  »'(#)  s'annule  pour 
une  valeur  x      c  comprise  entre  a  et  /;  (87).  De  l'égalité 

<p'(c)  ==  0,     ou     -  F'(c)  +  A/*(cj  =  0, 

on  tire  A  =    ...       ;  par  suite 
f\c) 

F(b)  —  Fia)        F^_(c] 

Corollaire.  —  Un  changement  de  notations  (88)  donne 
F(x+h)  —  F(x)    ^F'^  +  Mi       o^0<r, 

/'-•  -1-/0  -/to  "~7V  MV       ^    v    ' 

Exercices  et  notes. 

t.  Construire  les  courbes  représentées  par 

1\  E(.r) 


/ 1  N> 
y*  =  K'.r),     //  =  arEj-     ,      y 

\xj  x 

y  -a-2  -hE(.T),     y-  =  a?E(z  . 


2.  Dérivée  de  x  are  tg     ,  pour  .v    =0. 

Réponse  :   dérivée  à  droite  =     -  ;  dérivée  à  gauche  ==  —     t.. 

3.  Dérivées,  pour  les  valeurs  entières  de  .v,  des  fonctions 

\x  —  E(.r);  sin  ■-.      >       V.r  —  Ë(.rj 

a;  —  E(x) 

A.  Dérivée,  pour  x  =  0,  de 

?y  =  a;P  sin 

,/• 

Si  p  =  2,  y'  =  1  ;  si  p  >  2,  y'      0,  etc. 

2  1  ... 

.">    La  fonction  .v  —  -  sin  x  —  -  tg  .v  est-elle  croissante  ou   décroissante 

pour  .v  =  0? 
6.  Même  question  pour  la  fonction 

0  eos  x  -\-  3  cos  2x  —  4  eos  :>.'•. 


—  :  a  - 

CHAPITRE  V. 

I  >  K  R  I  V  É  E  S     E  T     DI  F  F  É  R  E  X  T  I  E  L  L  E  S 
DOIIDRE  QUELCONQUE 

)i;s     KOXCTIOXS    F)' UNE    SEULE    VAKIAIÏl 


Fonctions  explicites. 

92.  Dérivées   successives.  —  La  dérivée  d'une   fonction, 

y       l's.v),  est  une  nouvelle  fonction  de  .v,  que  nous  avons  dési- 
gnée par 

y',     F'(*),      DP(*),     g-      ■    . 

Elle  admet  à   son  tour  une  dérivée,  qu'on  appelle  la  dérivée 
du  deuxième  ordre  de  y  et  qu'on  représente  par 

y",     FV),     D2F(.r). 

La  dérivée  de  y\  on  la  dérivée  troisième  de  r.  est  désignée  par 

y'",     F'V;;     D3F(o7),     etc. 

L'exposant  de  DnF(.v)  marque  l'ordre  de  la  dérivée.  Il  se  coin 
porte  quelquefois  comme  un   véritable  exposant;  par  exemple, 

DMI)nF(ar)  =  ï>mi  'F(.r). 

Le  calcul  des  dérivées  successives  n'exige  aucune  nouvelle 
règle. 

93.  Exemples.  —  I.  y  -  .< •'"• 

//'  =  mx™   K     ;>/"       m(m  —  1  \x™   2 

//i1'  =---  ///  m  —  1)   ..  [m  —  p    \~  1)  œ1"   i'. 

Si  m  est  entier  positif,  la  dérivée4  /;/*'  est  égale  à  L.2.-.  ///  et 
les  dérivées  suivantes  sont  nulles. 

II.  y  =  eW*r  .    .     .     . 


/.» 


I  I  1.  //   ~;    si  II  X  , 

//'         cos  ,r,      #"«=  — sin.r,      //"  -  cos  .r,      //v         sin.v. 

Comme  yIV  =  y,  les  dérivées  successives  se  reproduisent  de 
quatre  en  quatre.  Pour  trouver  une  formule  générale,  observons 

que  la  dérivée  de  sin   ,v    | -a)  est  cos  (x  -|-  a)       sin  (.v  -{-  a   I 

il  suffit  donc  d'ajouter^  à  Tare.  La  />''  dérivée  de  sin  x  est  donc 


sm  ;  .v    |-  />  - 

De  môme,  la  //'  dérivée  de  cos  .v  est  cos  ;  x    |   ]>  . 
IV.  y  -  ïx. 


\ 


//'        '        .r-1,      y»     :  -  .r "-,      ?/"'  -  U2a?    \      >/,v  -=  —  1  •^•^•',   '', 

94.  Différentielles  successives.  —  Par  définition,  la  diffé- 
rentielle d'une  fonction  est  le  produit  de  la  dérivée  par  la  diffé- 
rentielle de  la  variable  indépendante.  D'après  cela, 

dy    =y'dx]     dy'=y''dx,     dif    i=  y'"dx,     ... 

La  différentielle  dy  étant  fonction  de  x  admet  à  son  tour  une 
différentielle,  qu'on  appelle  la  différentielle  deuxième  de  y  et 
qu'on  désigne  par  dry  ;  la  différentielle  de  d2y  est  la  différen- 
tielle troisième  de  y  et  se  dénote  par  dsy  ;  et  ainsi  de  suite. 

Pour  calculer  d-y,  on  doit  multiplier  la  dérivée  de  dy  par 
l'accroissement  de  x.  On  convient  que  l'accroissement  de  x  est 
toujours  le  même  dans  le  calcul  des  différentielles  successives 
de  y.  La  dérivée  de  dy,  ou  de  y'dx,  est  y'dx,  car  (/.y  c7a/?/  i/irfé- 
pendnnt  de  x  se  comporte  comme  une  eonsUuite  ;  par  suite 
f/'-'y  //  V/.v  .  dx  y"dx2.  De  même,  la  dérivée  de  (/-y,  ou  de 
y'V/.v-,  étant  y"V/.v-,  on  a  (Z?y  -    y"'dx2    dx  =y'"dx3.  En  général, 

95.  Remarques.  —  1.  Si  la  dérivée  y11-  est  finie,  la  différen- 
tielle ne  de  y  est  infiniment  petite  du  iï'  ordre. 


(i    — 


Jl.  Des  valeurs  de  <l\Y,  d*y 


V 


tlc- 


y 


.. .    on 

dé< 

uit 

•,// 

i 

d> 
dà 

!/ 

On  est  ainsi  conduit  à  une  nouvelle  notation  pour  désigner  les 
délivres  d'ordre  supérieur  :  la  dérivée  ne  de  y  peut  s'indiquer 
par  1  o  quotient  de  la  n"  différentielle  de  y  divisée  par  îa  ue 
puissance  de  la  différentielle  de  la  variable  indépendante. 

III.  On  trouve  aisément  la  formule 

l)n(^  -f  r  —  w)  =  DnM  +  I)nr  —  D'1"'. 

96  Formule  de  Leibniz.  —  Cherchons  la  dérivée  ne  du  pro- 
duit iuk  u  et  v  étant  deux  fonctions  de x.  On  trouve  facilement: 

])(/,r)    =  uT)v      |    r\)/f, 

Ds(îm?)  =  ub*v  -  3DuT>-v  -f  3I>-VI>r  -f  rI>:V  : 

ce  qui  fait  soupçonner  la  formule  générale 

Dn(?«7)  —  »Dn»  -f-  CiDwD»-1»  -f  C£D2«Dn-2r   h  ••• 
-f  CïDPwD°-r«   I    ...  -f-  »Dnu, 

C}i,  (';,,  ...  étant  les  coefficients  du  développement  de  i..v  -f-  a)n. 

Supposons  la  loi  vérifiée  jusqu'à  la  dérivée  ne  et  cherchons  la 
dérivée  d'ordre  n  4-  l.  Nous  aurons 


-I-  (M 


Dul)nv  -f-  Ci 


D2/«Dn~'î3 


.  /•I)»+1/«. 


Or,  la  somme  de  deux  coefficients  consécutifs  du  développe- 
ment de  (x  I  a)n  est  égale  à  un  coefficient  de  celui  de  (x  \-  n)n  !  l  ; 
donc 

1  >n  î  l(uv)  =  uT>n+h>  -f- Ci+i  Di«Dnu   i-  Ci+iD*MDn-,f  -f-  ...    h  ti)^1". 

La  loi  est  donc  générale. 
On  écrit  symboliquement  : 

\v\itv)  =  (Dw  +  Di?)", 

en  convenant  de  développer  (Du  4-  Dt>)n  par  la  formule  du 
binôme,  de  remplacer  les  termes  extrêmes  par  l)°uDni),  DnizD°y 
et  de  regarder  les  dérivées  d'ordre  zéro  comme  égales  aux  fonc- 
tions n.  v. 
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Exemple.  —  Prenons  u  •—  coabx,  V       cnx  ;  nous  aurons 

j)n^,ax  (.os  /Ar)  ^  ^as    an  t.()S  \JX  _|_   fj}^"    1/,  COs(foc    |    ~  i 

h  C-aP-W  cos  (te  +  2^)  -|-  ...  -f  6"  cas  (bx  4-  »£)  I  ■ 

97.  Dérivées  successives  d'une  fonction  de  fonction.  —  Si 

l'on  donne 

y  =  FKu),     u  =  %{œ), 

on  trouve 

iV;  -  f>)  •  »'s  +  F'C«Kf, 

3/»  =  F'»  .  w'3  +  2F"(u) .  w'w"  -{-  F»«V  4-  F'(h)w"' 
=  F"»**'3  -f  aF"(i*Xtt"  +  F»'". 

Ainsi  de  suite.  La  formule  générale  est  peu  utile  ;  dans  la 
pratique,  il  est  préférable  d'opérer  directement. 

Exemple.  —  'Prouver  la  troisième  dérivée  de  3*  F(emx). 
Convenons  de  désigner  par  F  pî(iz)  la  ;>e  dérivée  de  F(u)  par  rap- 
port à  h,  par  F>ù(emx)  ce  qu'elle  devient  quand  on  remplace  11 
par  em*.  Alors 

//'    ==■  w.<?m*F'(emx), 

y"   =  >//-c,TlxF'(r'nx)  +  w,e2-m*F'\cmx), 

y"'  =  m*e"xF'(e™)  -f  3///V-nxF"(Vnx)  f  m3e3inxF'"(c^x). 

98  Dérivées  partielles  des  ordres  supérieurs.  —  Soit 
r  Fi.v,  y)  une  l'onction  de  deux  variables  indépendantes  .v,  y. 
Elle  admet  deux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  que  Ton 
représente  par 

f>      Dx*.      P'.i  f.      D,«r.      F',. 

ÔX  ()(/ 

La  dérivée  partielle  de  s  par  rapport  à  x  admet  une  dérivée  par- 
tielle par  rapport  à  x  et  une  autre  par  rapport  à  y,  qu'on  désigne 
par 

()':'      TV    *        P'»  17"     •  Tr    -         R» 

V    »  '  J\v-->       1     xx,       1\2  •        ,     ;     '      t)Xv~-,       1"    xy. 

De  même  les  dérivées  partielles  de  ■-  sont  indiquées  par 

1  dy 

S;-     "y--     ''">-     £,•     "">•     p"k.     i'"- 
ôyâx  <)y~ 
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Ainsi  de  suite  pour  les  dérivées  troisièmes,  quatrièmes*,  etc. 
Exemple.  —  *'=  x™yn\ 

<>:■  ,  dz  ..    . 

—  ùixm    y/n,      ,         ;/./'m//  ■    '; 
()X  '  0>/ 

Mm    -  1  |i1Hi     -V".     "~~     —  ;/^/.rm-lyn-l/'y.  *   .    .   }/{l/  _  j  ^.nyi     > . 

dx-  '       dxùy  Oy 

(p-  05z 

?  mim  —  \\[m —  2)xm~3t/n,         ,       —  mrilm  —  l)jcm    yn.,      etc. 
ox  O.c'ôy 

99.  Théorème.  —  Soit  z  =  F(x,  y    z//îc  fonction  de  deux  va- 
riables. Tant  (juc  les  dérivées 

dz        dz        •  ù2z  d2z 

'  '  ' 

().r       oy       oxoy         àyox 

sont  des  fonctions  continues  de  x  et  y,  on  à 

d°~z  d*z 

dxèy         ùyôx 

Kn  effet,  donnons  a  .v  un  accroissement  h,  et  désignons  par 
Pi.v.  ri  l'accroissement  correspondant  de  F  .\\  y  i,  de  sorte  que 

P.<\//i    =  F-i.*-  -}-  A, y).—  F(.r,  y),  (I) 

Un  accroissement  frde  y  fait  prendre  à  F  .v.  y;  l'accroissement 

'  P(^r-^HPkf-  /    ,9) 

F(*    h  *,  y    h  A)  -  F(*,  .V    h  *J  -  Ffc  -f  h,  //)  -f  F(a?,  y).       \ 

Faisons  maintenant  ces  opérations  en  sens  inverse.  Soit  (^(,v.  y 
l'accroissement  de   F(a:,  y)  qui  correspond  à  l'accroissement  A- 
de  y  :  nous  aurons 

Q(.r,y)  -  F("./-.//-|-  /*)  —  ?vv,y).  (3) 

si  l'on  donne  ensuite  a  .v  l'accroissement  /*,  l'accroissement 

de  <c)  .v.  y)  sera 

Q  ce   \-h,y)   -  Qx.ty)  = 
F«a  :|-A,.//    h*)™  F(.t    h  A,  .y)  -  F(*r,  .'y  -h  h     h  F(a?,  y). 
On  voit  immédiatement  que 

P(jî,y  f  *)  — P.^y)  ==Q*   h  A",  y)  -Q'x.y).  (4) 
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Appliquons  aux  deux  membres  de  la  relation  (4)  la   formule 
des  accroissements  finis  (88);  il  vient 

/dyy(.r,//  -h .6*)  =  hQ\[x  +  OjA,  y).  (5) 

Mais  de  l'égalité  (1)  on  tire 

P'y(-r,y)«F's(^  +  ^)-F'y^,2/);  (G) 

d'après  la  formule  des  accroissements  finis,  le  second  membre 
de  (fi)  peut  prendre  la  l'orme  /?FJ.'x('.v    |   02/i,  y);  donc 

et  en  remplaçant  y  par  y  -f  0A\ 

i>;.r.r,  y  +  6/:)  =  //f;w.^  i-  0.7,,//  +  oa). 

Semblablement, 

Q'*(*   M&y)==  *FX>  -1-0,//,//   h  M)- 
La  relation  (o)  est  ainsi  remplacée  par  celle-ci  : 

*AF;x(*    M4/i,y    ] -  0/,-)  .-  hkvy.r    | -0,//,  //  -f-'V). 

Divisons  pur  /»7j  et  passons  à  la  limite  pour  /i  -  0,  /r  =  0;  les 
dérivées  l?"  (x,  y),  Fxv(À*,yj  étant  supposées  continues, on  trouve 

Le  théorème  est  doue  démontré. 

Cette  démonstration  est  due.  à  O.  Bonnet. 

100.  Corollaire.  —  Pour  calculer  une  dérivée  partielle  quel- 
conque pur  rapport  à  plusieurs  variables,  on  peut  intervertir 
arbitrairement  Vordi'.e  des  opération*. 

1°  On  peut  intervertir  l'ordre  des  deux  dernières  opérations. 

Ainsi, 

d*z  d*z 

dxOydvdt        dxùydtdv 

Lu  effet,  si  l'on  fait  Z  =   ■  >  cette  égalité  prend  la  tonne 

dxoy 

<)rôt    '  '    <>/<)>■  ' 

on  voit  qu'elle  résulte  immédiatement  du  théorème  précédent. 
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2°  On  peut  intervertir  Tordre  de  deux  dérivations  consécu- 
tives quelconques,  Par  exemple, 

d*z  d*z 

dxdydvdt        dxdvdydt 

Car,  d'après  le  premier  eus. 

<Pz  <r:. 

ôxdydv         dxdvdy 

dérivons  les  deux  membres  de  cette  égalité  par  rapport  à/,  etc. 

3°  On  peut  intervertir,  d'une  manière  quelconque,  Tordre  des 
dérivations.  Car  en  intervertissant  deux  dérivations  consécu- 
tives, on  peut  donner  aux  opérations  un  ordre  quelconque. 

101.  Une  fonction  z  de  deux  variables  indépendantes  admet 
deux  dérivées  du  premier  ordre  et  trois  du  second  ordre.  Dans 
la  théorie  des  surfaces,  on  adopte  les  notations  suivantes  : 


dz              ùz 
dx       y;'    d'y 

=  'h 

di  z 

dx1 

<y-z 

-  r>    \   v   =  s< 
oxoy 

dzz 

Les  dérivées  du  troisième  ordre  sont  au  nombre  de  quatre  : 

<rz  d*z  <rz  d*z 

dx*  '      dx2dy  '      dxdy2  '     ô>f  ' 

102.  Dérivées  successives  d'une  fonction   composée.  — 

Tour  fixer  les  idées,  considérons  la  fonction 

*=  F(u,  p), 

u  et  v  étant  deux  fonctions  de  .v.  On  sait  i69)  que 

dz        <îz  du       dz  dv 
dx       du  dx   '    dv  dx 

Prenons  la  dérivée  totale  du  second  membre  de  cette  égalité: 

dz     oz    . 

étant  des  tonctions  composées,  on  trouve 
du    ()v 

d*z        fd2z  du         <)-z    r/rN   du    [    dz  dhi 
dx2        j)k-  dx       dudv  (i<\    dx   '    du  dx" 

'  Ô-Z    du         d'Z   <lr\   ,lr         dz  d*V 

•-T  h 

dvdu  dx       dv*  dx     dx       dv  ofo?2 
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d'où,  en  réduisant  les  termes  semblables, 

d?z    _  ù2z  /du\z  àzz  dudv        dH  fdv\2 

dœ*  ~~  du2  \dœ)  dudv  dx  dx  +  dv2  \dœ) 

<)z  d*u       dz  <lr 
^dûdcc*    '    dv  dx*  ' 

Ainsi  de  suite. 

Fonctions  implicites. 

103.  Cas  d'une  seule  fonction.  —  Soit  F(.v,  y)  =-0  l'équa- 
tion qui  définit  y  l'onction  de  x.  On  a  (72) 

ôx  +  ôyy=°'  (1) 

Appliquons  à  cette  équation  la  règle  des  fonctions  compo- 
sées (69):  nous  aurons 

Ô2F     «      *F    ?/    L  (  d*~F    4.    *'F  tA  W  +   ^F  „«  -  0 

s?-+a^y  *\^+.~wyjy  +  dyy  ~°- 

d2F  d2F  dzF  0F 

ou  ^4  +  2  f4-  y'  +  t^  yl%  +  y-  y  =  °  •  (2) 

dx~  dxdy^         dy~  ùij 

L'équation  (2)  donne  semblablement 

d*F   ,     d*F      ,   .  0f  Ù*F     .     d*F      ,\    ,  '     '    d*F     „ 


dx2        dx2dy  \dx2dy        ôxdy2  *    J  ùxùy 

+  \Ty*dx  +  WJ)  V    +     W  V  ■" 

ou,  après  réduction, 

^F    ,    o    ^3F      ,   ,    o    <>3F     ,,       ^F    ,, 
<te3  T      ôx2dyV  "^     dxdy2V    H    <ty3  y       f 


<y'~r  d-F  #F 


(3) 


t)2F  .„  .  „d2F  ,  „  dF 
■r— r-  y"  +  3  -y—  yy  '  -f  — 
da% y  dy2  y  *         à  y 

et  ainsi   de  suite.   Les  équations  (1),  (2),  (3),  ..  ,  déterminent, 
successivement,  y',  y",  y'",  .... 

NEUBERG.  —  An.  Inf.  I.  6. 
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104.  Exemple.  —      x's  -\-  y*  —  Sxy  =  0. 

Soit  F(a\  y)  le  premier  membre  de  cette  équation.  On  a 

dF  dF 

d»~F  d*F  Q       t)2F 

d&  ~  °'r'     dxdy  ~  ~  6i      &yï  -W- 

Substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  (1)  et  (2),  on  obtient 

x<1  —  y  4-  {y2  —  a)y]  =  o, 

6a>  —  6?/'  -f  Ôyy'4  +  3(?r  —  a?)  y"  =  0  ; 
„    v  ,  ^2  —  y         „  2(a?  —  y'  +  #.?/2) 

d  ou         y  =  —  =  — ,   y  -=  —  — — 2 ■' 

y2  —  x  y-  —  x 

et  il  reste  à  remplacer,  dans  la  dernière  expression,  y'  par  sa 
valeur. 

Pour  obtenir  y"  on  peut  aussi  dériver  la  fraction 


y2  —  x 


,\i 


(<y2  _  -r)  (^'  _  2a;)  -  [y  -  x*)  (2yy'  —  1) 


y    =  (y2-~a?)2 

105-  Cas  de  plusieurs  fonctions.  —  Etant  donné  le  système 

Fia?,  y,  z)  =  0,      f(x,  y,  z)  =  0, 

considérons  y  et  z  comme  fonctions  de  x  et  désignons  par  y',  z\ 
y",  z'\  .  .  leurs  dérivées  par  rapporta  x.  On  a  trouvé  (73) 

dF       dF    ,       dF    ,       „         àf    ,    df    . ■       df    , 
«9  a?       c/y^  ds  àx       dxJ         àz 

ces  relations  font  connaître  y'  et  2f.  En  appliquant  à  la  première 
la  règle  des  fonctions  composées  on  obtient 

d2F    ,     r)2F     ,   ,    d~F     ,   .    /d*F     .    d2F  ■  ,  .    d~F 


+  h^-y  +  ^*'  +  5-5Z+  ^  y'  + 


c)a;2        <9o7(iz/  dajc)^  \dydx       dy%  dydz 

dF   „   .    /d*F    .     c)2F    ,   .    r)2F    A:  .  ■' .   dF 


+  ày  y"  +  fe  +  S**'  +  ??  *'j  ?'  +  S  s"  - 0; 
d'où,  en  réduisant  : 

^F       d*F  ,g       d2F  .  /<PF     ,       _^F     ,       _^F     ,    A 

•    dx*  +  ^2*?/    +  dz2  s  +-  ^  U***yy      <fc&*  *  +  c?^-v  *  / 

dF  dF 

dy  dz 
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Cette  équation  et  l'équation  analogue  relative  à  f(x,  y,  s)  déter 
minent  t/1f  et  z". 
Ainsi  de  suite. 

Exercices  et  notes. 

1.  Vérifier  les  formules 

Dn(a  +  ^m  =  mim  —  1  )  •  •  •  (W  —  »  +  1  )b\a  -f-  àr)™  ~n , 


Dn  sin  (a.r  -{-&)  =  «n  sin    ax  -\-  h  4-  n-  » 

Dn  cos  {ax  4  &)  =  «n  cos  f  ax  4^4%  ' 

Dnamx  =  (mla)namx. 

2.  Démontrer  que  ne  dérivée  de  e°c  cos  a  cos  (x  sin  a)  est 

cx  cos  a  cog  ^  gjn  a  _|_  na^ 

La  première  dérivée  est 

ex  cos  a  CQS  a  cog  j/p  gjn  C(^  —  ex  cos  a  sjn  a  gjn  ^  sjn  ^J 

=  <?x  cosa  cos  (x  sin  «  4  «)>  etc. 

3.  Démontrer  que  la  dérivée  ne  de  ex  cos  x  est 


2^ex  cos  [  x  -\-  n 


La  première  dérivée  est 


-\ 


ex  (cos  .x  —  sin  x)  =  2ie%  (  cos  x  cos  -  —  sin  x  sin  -  ) .  etc 

1 


4.  Trouver  la  dérivée  ne  de  y  = 
En  partant  de 

1 


#~  —  w 


on  trouve 


LV ■'-  )•==  ÔT  [(^  —  «)"~l  ~  (^  +  ^)_!]  , 


y(n)  ==  (_.l)n 


1.2. ..71 

2a 


1 


1 


(a?—  a)^1       (5;  4 <  «P+1_ 


^—  a)nH 

5.  La  dérivée  nc  de  (x  —  a)u(x  —  &)n  est  (96) 
1.2...  n[(x  —a)n  +  n\{x  —  a)n~[(x  —  b)  4-  ni(x  —  a)n~2(x  —  6)2-f . 
;il5  n2,  ...  désignant  les  coefficients  du  développement  de  (x  4  a)n- 
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t'>.  Soit  y  ---  .v"7.v  m  étant  un  nombre  entier  positif;  démontrer  nue 


y<«J  =  m  !^te+l+|  +  I  +  ...  4-—).     y(m+n  =   ' 


7    Soient  F  et  /'deux  polynômes  entiers,  d'un  même  degré  n  par  rapport 

à  une  variable  .v  ;  démontrer  que  l'expression 

F/'»    —  F'/tn-l    _|_   F"/-n--J,  ___{_(_  1;n-lFn-I/"  +  (_  ijnpt"  / 

se  réduit  à  une  constante.  (HALPHEN.) 

On  démontre  que  la  dérivée  de  cette  expression  est  nulle. 
8.  Etant  donnée  la  fonction 


on  a 


u  ^  œ  \  [a2  —  ?/-)(az  —  z°~)  -f  y  \(a2  —  *«)(a«  —  x*~) 
-\-  z  V(a2  —  0(a2—  yz)  —  osyz, 

-  \a-  -  *«  =  _  \  «i  -  ,r  =  -  \V  -  *- 

()3« 


9.  Etant  donné  vr  ==  (aa?2  4"  26jc  -\-  ci-,  démontrer  que 

4?///"  —  3y'2  =  I6y(ac  —  b°-). 

10.  Soit  y  =  eex.  On  a 

11.  De  l'équation  y*  =  a  déduire 

13    Etant  donné  le  système  d'équations 

x-\-y  +  z  =  a,     x~  -f  y°~  -f-  z2  =  b~, 
d*y  dïz        a1  —  W- 


ou  a 


d;c-  dx2        [y  —  zf 

12.  Si  3"  =  arc  tg  x,  on  a 


/  n i    \ 

y D  ~  (n  —  ])  !  cosn  #  cos  (  «3/  4-  ■ — - —  -  i 


De  l'égalité 


y'  -  ri'^  ^l[(l  +  Lr)~[  +  {l~  ix)~1]  • 
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on  déduit 


y 


n    =  l^_riH/n-if(__  nn 


2 


[(-  l)n-l(l  +  ^)~n  H-  (1  -  to)-»]. 


si u  y 
Si  l'on  remplace  x  par  sa  valeur  >  la  formule  de  Moivre  donne 

x  x  cos  y 

(l  i  /a;)— n  =  (cosj/  ±  i  siny)~n  cosn#  =  (cosuj/  -f  /siiiMj/)eosn//,  etc 

On  peut  encore  vérifier  que  la  formule  proposée,  si  elle  a  lieu  pour  yt"), 
subsiste  également  pour  y(" -h). 

14.  Si  l'on  fait  x  =  cotg  0,  la  dérivée  n^  de  y=       ,       ,  est 

1  +  x~ 

y(n)  =  (_  l)n  2. 3  ...  n  cos  (n  4-1)0  sin"^1  0 . 
cotg  o 


On  a 
d'où 


y 


1  sin  20,  8'  =  —  sin2  0, 


1  +  cotg2  0       2 

^  =  y\  8^  ==  -  cos  20  sin2  0  ; 


la  formule  proposée  est  donc  vraie  pour  n  =  1.  On  démontre  facilement  que 
si  elle  subsiste  pour  y'^,  elle  subsiste  aussi  pour  y^1 +]). 
15.  Calculer  le  déterminant  fonctionnel  des  fonctions 


Réponse  : 


£C  i  c'a  t-  ■''  o 


xyz 


m2     »-2    />.2 

"«3       W3       #3 


11).  Soit  u  =  xmynzP;  démontrer  que 


n  a  n 

Mxx  Uzy  U\z 

il  n  il 

wyx  uyy  uyl 

Il  II  II 

11  ix  uzy  uzz 


=  mnp(m  -[-  n  -\-  p  —  l)jt,3m-2j/3u_2^3p_2 . 


17.  Calculer  les  dérivées 

d3(xyz)       d*(exyz) 
àxoydz       ùxdyùz 

#  • 

1S.  Etant  donnée  l'équation  xy  =  aex  +  6e-*,  trouver  une  relation  entre 
«v,  y,  y',  y"  qui  soit  indépendante  des  constantes  a  et  b, 

(Réponse  :   xy"  -{-  2y'  =  xy). 
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CHAPITRE  VI. 


DIFFERENCIATION  DES  FONCTIONS 
DE  PLUSIEURS  V  A  K  TABLES. 


Fonctions  explicites. 

106.  Différentielle  totale.  —  Soit,  pour  fixer  les  idées, 

y  =  F(u,  v,  w) 

une  fonction  de  trois  variables  indépendantes  ut  v,  w.  Si  l'on 
donne  à  u,  y,  w  les  accroissements  infiniment  petits  Azz,  Ay,  Azz>, 
y  prend  un  accroissement  Ay,  que  l'on  peut  mettre  sous  la 
forme  (68) 

\y  =  F'uA«T+F'TAp  -f-  F'wAmj  +  i\u  -f  s'Ar  -f  t"àto, 

i,  z',  s"  étant  des  quantités  qui  s'annulent  avec  Azz,  Ay,  Azy. 

Les  accroissements  infiniment  petits  Azz,  Ay,  Azy,  sont  indé- 
pendants les  uns  des  autres  ;  mais  on  convient  de  les  considérer 
comme  étant  du  ieT  ordre.  Alors  Ay  se  compose  d'une  partie  du 
1er  ordre, 

F'uAw  +  F'vAî?  4-  F\Air, 

et  d'une  partie,  sAzz  -f-  E'Ay  -f-  s"Au?;  d'un  ordre  supérieur.  La 
première  partie  se  nomme  différentielle  totale  dey  et  se  désigne 
par  dy.  Pour  l'uniformité  de  la  notation  on  écrit  aussi  du,  du, 
clw  au  lieu  de  Azz,  Ay,  Azy.  On  a  donc 

dy  =  F\du  -h  F\-dv  -f  ¥\ychv.  (1) 

F'udu,  F'vc/y,  F'wdw  sont  les  différentielles  partielles  de  y. 

Ainsi  :  1°  /es  différentielles  des  variables  indépendantes  sont 
les  accroissements  infiniment  petits,  arbitraires,  de  ces  variables  ; 
2°  la  différentielle  totale  dune  fonction  est  la  somme  des  diffé- 
rentielles partielles  de  la  fonction  par  rapport  aux  différentes 
variables, 
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La  formule  (1)  est  la  moine  que  dans  le  cas  où  les  variables 
u,  v,  w  sont  fonctions  d'une  même  variable  tv  (70). 

Exemple.  —  y  =  uv  -\-  vw  +  ivu, 

■    dy  =  (V-p  io)du  -p  (u  -p  iv)dv  -f-  (^  -p  v)  dw. 

107.  Différentielle  d'une  fonction  de  fonction  ou  d'une 
fonction  composée.  —  Les  règles  sont  les  mêmes  que  dans  le 
cas  d'une  seule  variable  indépendante.  Soit,  par  exemple. 

z  =  F(u,  vf  w), 

u,  u,  w  étant  des  fonctions  de  deux  variables  indépendantes 
x  et  y.  D'après  la  règle  des  fonctions  composées  dans  le  cas 
d'une  seule  variable  indépendante, 

—   ~'    1,'      1_   y'   m'     J-   -'      >/•' 
-r—    o   ua  x     p  *  VV  X      I      *  W   "     X» 


Z   UU   y     -p     £     VV  y     -p     C-    W?T    y    . 


Substituons  ces  valeurs  dans  la  relation 


rh  =  %  dx  +  % dlJ  ; 


nous  aurons 


dz  =  z'u(u'zdx  -p  ic'ydy)  -f-  z\(v\rtx  -f-  v\dy)  -f-  s'^îc'^djc    \-  w'ydy) 
=  xr'uc/?t  -|-  *W*>  -(-  z\vdw. 

Exemple-  —     d  sm  -  =  cos-  a-  =  cos  -•- 

Ce  résultat  subsiste  aussi  bien  lorsque  u  et  y  sont  deux  va- 
riables indépendantes  que  lorsqu'elles  dépendent  d'autres 
variables. 

108.  Différentielles  totales  successives.  —  Soit  z  =  F(x,  y) 
une  fonction  de  deux  variables  indépendantes.  Par  définition 
(106) 

La  différentielle  totale  de  dz  est  désignée  par  dzz  et  porte  le 
nom  de  différentielle  seconde  de  z  ;  on  a  évidemment 
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car  dx  et  dy  étant  indépendants  de  x  et  y  doivent  être  traités 
comme  des  constantes.  Or, 

d{  —   )  =  — r  dx  -f-  - — —  dy,      dl  —    )  =  — - — -  dx  -f-  -r-r-  dy  ; 
\px  J       dx1  dxdy    *  \dy  J       dydx  dy2     J 

d2F  dzF  d2F 

donc  d%z  =  — -  dx2  -}-  2  y- —  c/a;^  -j-  -—  rfj/2. 

Pour  passer  à  la  différentielle  troisième,  prenons  la  différen- 
tielle totale  de  chacun  des  termes  de  d2z  ;  il  vient 

A)3F  d3F        \  (   d3F  ô3F        \ 

^du?3  du?2<ty    J  )  \dx-oy  dxdy2    J j 

i  o3F  d*F      \ 

+   -^ — r-ï  dx  -4-  —  -  d>/  )di/~ 
^\dxdy2  '    ()j/3     '  /   l/ 

d3F  d3F  d3F  d3F 

=  -,  „  c/u?3  -j-3  :-Tr  dx2dy  -f-  3  -r — ^r  dxdy2  -f-    —^  c///!. 
du?3  du?2<ty  ^     '        àrtty-  ^      '     <fy3      l/ 

Ainsi  de  suite.   La  différentielle  /i('  a  pour  expression  sy/ii- 
bolique 


[  ù  d       Y1 


le  second  membre  est  développé  par  la  formule  du  binôme  et  le 
terme 

n(n—  1)  ...  (n  —  p  -f  1)  f  d\*~v {  d\"     , 

1.2..  p  V^v      V<w 

est  remplacé  par 

nhi—  1)  ...  (n—  p  -f-  1)        dnF 

1.2  ..p  dxn-P<)yi>  J 

109.  Les  formules  donnant  dlz,  d3z,  ...  ne  sont  plus  applicables 
lorsque  x  et  y  dépendent  d'autres  variables.  On  a  toujours  (107) 

ôF  ôF 

dz  =  —  c/u?  -I — —  du . 
du?         '    dy    J 

Mais,  si  x  et  y  sont  fonctions  des  variables  indépendantes  u,v, 

[d2F  d2F        \  ôF 

d~z  -—       -  „  dx  -}-   — -      dy  \dx  4-  —  d2x 
\dx-  dxdy    J  J  dx 

.   I  d2F  d2F      \  ÔF    ... 

-  ;     dx      -      -,  di/  \di/      -     ■     d'i/. 

\dxdy  dy-    '  j  J        dy 
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Car  si  x  —  /'(zï,  y),  y  =  ©(«,  y),  on  a 

c/j?  =  /"'uC^t  -{-  f'vdoc,     dy  =  v\xdu  -\-  (o'^dv, 
et  la  différentielle  totale  c/-s  doit  comprendre  les  termes 

dF  dF 

où  d*#  —  f"nndu2  -f  2f\vdudv  -f  f"yvdv2,  etc. 

FONOT  ION  S    IMPLICITES . 

110.  Dérivées  partielles  successives.    —    Soit  s  =  /'uv,  y) 
l'équation  d'une  surface.  Avec  les  Dotations  (101) 

àz  àz  d~z  dlz  ô'Z 

àx  ^=  Pi    dy  '  =  r/'     W  :  =  r'     ^/  ==  *'      J^  =      ' 

on  a,  pour  les  différentielles  totales  (106,  108), 

dz  =  pc&c  -f-  #dj/,     c/-^  =  rdx2  -j-  2sdœdy  -f-  &///2. 

On  peut  aussi  remarquer  les  égalités 

rfp  =---  rofo?  -f-  sdy,     dq  —  sr/o;  -|-  tdy. 

Supposons  l'équation  de  la  surface  sous  la  forme 

F(œ,y,z)  =  Q,  (1) 

et  calculons  les  dérivées  partielles  /;,  q,  r,  s,  t. 

En  premier  lieu,  /)  est  la  dérivée  de  z  par  rapport  à  x,  y  étant 
traité  comme  une  constante;  donc  (72) 

ôx  +  ôzp-°'  .  (2> 

dF       OF 
De  même  - — I-  -r-  u  =  0.  (3; 

dy       àz 

Les  égalités  (2)  et  (3)  déterminent  /;  et  q. 

Dérivons  maintenant  l'équation  (2)  en  regardant  p  et  z  comme 

fonctions  delà  seule  variable  indépendante  x  et  en  observant  que 

dF    dF 
-  »  —  sont  généralement  des  fonctions  de  x  et  de  z  ;  il  vient 


àx     à 

djc~    '    ~  dxdz1  àz2  x'      '    d 


Ù-V  ,)■¥  d'F-  .,      dF         n  .  . 
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De  même,  si  z  varie  avec  y  seul,  l'équation  (2)  donne 

d2F  â2F  &2F  dZF  AF 

ôxôy^c^P^ôxôzq  +  ôz^pq^ôzS  =  °'  ^ 

On  obtient  la  même  égalité  en  dérivant,  l'équation  (3)  dans 
Thypotlièse  de  y  constant. 

Vue  permutation  des  lettres  x  et  y  donne,  au  lieu  de  l'équa- 
tion (4), 

d2F       n  d  F        ,    d2F    ,       dF 

dyz    '        dydz  l        dz2  *      '   dz  v   ; 

Si  l'on  remplace  p,  q  par  leurs  valeurs  tirées  des  égalités  (2) 
et  (3),  les  équations  (4),  (5),  (6)  font  connaître  les  valeurs  de 
i\  s,  t. 

111.  Application.  —  Soit  l'équation  (*) 

F(.r,  y,  z)  ==  ayz  -j-  bzx  -\-  cxy  —  ?n3  =  0, 
On  a 

dF  dF  .  dF 

z-      =  OZ  -V-  Cil.  :       =  C.T  -f-  &*j  T-   =  aiJ  +  ^  , 

dx  J        dy  dz         J 


()2F  =  0 

()3F       ft 

Ô2F 

dz-  ' 

=  0, 

d2F 

,/-F 
dzdx 

Ô-F 
ùxùy 

=  c. 

Portons  ces  valeurs  dans  les  équations  (2),  (3),  (4),  (5),  (6)  ;  il 
vient 

(ay  -f-  bx)p  -\-  bz  -f-  cy  .==  0,  («y  -j-  ^)<7  +  cj-  +  ft-  =0, 

2fyj  -f  («y  +  &»)r  =  °>  2a#  -f  (a^  ~  bx)t  =  0, 

c  -f-  ap  -\-  bq  -\-  (ay  -j-  bx)s  =  0. 

Par  conséquent 

bz  -\-  cy  ex  -f  az 

ay  -\-  bx  ay  -\-  bx 

*-,   bz  -\-  cy                  _  «6~                      ■       zzz  -f-  c-33 


(ay  -f-  bx)2  (ay  -f  fa?)2  (rt?/  -f  M2 


Equation  d'un  hyperboloïde  dont  le  cône  asymptote  à  pour  arêtes  les 
axes  <)X.  OY.  OZ. 
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112.  Différentielles  totales  successives.  —  Soit  l'équation 

F(»,  y,  x)  =  0. 
qui  définit  z  fonction  implicite  de  x,  y.  On  a  trouvé  (110)  : 

dz  —  pdx  -\-  qdy, 

<)F  .  àF  dF  .  dF  . 
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ùx     dz  ()>/     dk, 

d'où,  en  éliminant  p  et  q, 

dF  dF   ,     .dF  . 

dS^  +  ^  +  dF*"0-  (0 

Donc,  la  différentielle  totale  cfo  peut  se  déduire  de  l'équation 
obtenue  en  égalant  à  zéro  la  différentielle  totale  de  F(ac,  y,  s). 

Pour  avoir  d2zy  égalons  à  zéro  la  différentielle  totale  du  pre- 
mier membre  de  (1),  z  et  dz  étant  considérés  comme  fonctions 
des  variables  indépendantes  x  et  y  ;  il  vient 

d*F   ,  ,    ,    d*F   ,  .    ,  <)2F    .  0    ,   ft  d2F     ,    _     ,   n  d*F    .    . 

&C2  '     r)j/2     y       '    dzz  '        djfrty  ^     '        <fy(te     " 

d2F  c)F 

+  2  H-  d**»  +  ^~  <Pz  =  0. 
d?dv  dz 

Cette  relation,  si  l'on  remplace  dz  par  sa  valeur  tirée  de  l'éga- 
lité (1)  donne  une  valeur  de  la  forme 

d2z  =  kdx*  +  2Bdxdy  -f  Cdyz. 

Il  est  évident  que  les  coefficients  A,  B,  C  sont  égaux  aux 
dérivées  du  second  ordre  r,  s,  t. 

113.  Remarque  générale  sur  la  différentiation.  —  Soient 
a\  y,  .  .  il,  v,  .  .  des  variables  entre  lesquelles  on  a  l'équation 
F(x,  y,  ...  u,  v,  ...  =0.  On  peut  toujours  écrire 

dF  ^     .dF  y    .         ,   dF  h- 

r-aa;  +  —  ai/  +  ...  -f -r  du  ...  —-  0.  (i) 

<to  ày.  du 

quelles  que  soient  les  variables  indépendantes. 

Mais  quand  on  passe  aux  différentielles  secondes,  il  faut  sa- 
voir  quelles   sont   les   variables  indépendantes.   L'équation  (1) 

donne 

d-F  ()ZF  àF 

S  Vi  dx*  +  2Sf-V  dxdy    (-  S  -     drx  =  0.  (2) 
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Si  .y,  y,  ...  sont  les  variables  indépendantes  et  u,  v,  ...  les  va- 
riables dépendantes,  on  posera  drx  =  0,  d2y  =  0,  ...  et  l'égalité 
(2)  établira  une  relation  entre  les  différentielles  totales  d-u, 
d-v,  ...  . 

Propriétés  des  fonctions  homogènes. 

114.  Définition.  —  Une  fonction  F  .y,  y,  z,  ...)  est  dite  homo- 
gène du  degré  m  si,  pour  toutes  les  valeurs  de  /, 

F(tx,ty,tz,  ...  =  'mF(.r,y,  s,  ...). 
Par  exemple,  les  fonctions 


x 


V^  +  y4        y 

sont  homogènes  de  degré  -y  — ô1  U. 

115.  Théorème.  —  Les  dérivées  partielles  d'une  fonction  ho- 
mogène de  degré  m  sont  des  fonctions  homogènes  de  degré 
m  —  1 . 

Convenons  de  désigner  par  F'x(tx,  ty,  ...),  V\(lx,  ty,  ...),  ... 
ce  que  deviennent  les  dérivées  partielles  F'x(sr,  y,  ...),  F'y(x,  y,..  ), 
...,  quand  on  y  remplace  x,  y,  ...  par  tx,  ty,  ... 

Cela  posé,  comme  on  a  identiquement 

F(tx,  ty,  tz,  ...)  =  ÉmF(a7,  y,  s,  ...), 

les  dérivées  des  deux  membres  de  cette  égalité  par  rapport  à  x 
sont  égales  pour  toutes  les  valeurs  de  t;  donc 

tF'x(tx3  ty,  te,    ..)  =  ^F'x(.r,  y, .z,  . . .) 
ou  F'x(tx,ty,tz,    ..)  =  e^F\(x,y,z,...); 

donc  F'x(.v,  y,  0,  ...)  est  une  fonction  homogène  de  degré  m  —  1. 

116.  Théorème.  —  La  somme  des  dérivées  partielles  d'une 
fonction  homogène,  respectivement  multipliées  par  la  variable 
correspondante,  égale  le  produit  de  la  fonction  par  son  degré. 

Supposons  trois  variables  .y,  y,  z.  Par  définition, 

/  ™F{tx,ly,tz)  -  F(tf,y,*).  (1) 
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Le  premier  membre  de  (1)  a  donc  une  valeur  F. y  y,  z)  indé- 
pendante de  t;  par  suite,  sa  dérivée  par  rapport  à  t  est  nulle. 
Cette  dérivée  est 

—  ™^-»-iF(fc7,*^  ,)].    (2) 

Si  on  l'égale  à  zéro  et  (pie  l'on  remplace  /  par  1,  on  trouve 

—  mF(xf  ?/,  g)  -f  xF\[x,  ...)  +  yF'y(x,  ...)  -f-  zF'z(x,  ...)  =  0.     (3) 

Le  théorème  est  donc  démontré. 

117.  Corollaires.  —  Les  dérivées  F'x(a%  y,  z),  F'vv,  r,  p), 
F'z(a%  y,  z)  étant  des  fonctions  homogènes  de  degré  m  -  1,  on 
a  (116)  : 

(m-l)F'x=a>F^-{-yF%-{-zF'^ 
(m  -  1)  F'y  =  xF«yx  +  yF%  +  zF% 
(m  -  1)  F'a  =  xF^  +  yF%  +  zF\z. 

Ajoutons  ces  égalités  après  les  avoir  multipliées  respective- 
ment par  x,  y,  z;  en  tenant  compte  de  la  relation 

m¥  =  a?F's  +  yF'y  -f  *F'Z , 

nous  aurons  l'identité 

m(m  _  i)p  ==  Sa?2Fjx  -f-  22œyF'lr 

En  général, 

m(m  _   1,   ...   {m   _  „   +    1)P   =    [„£  +  y     à_  +  s    Q"F> 

le  second  membre  ayant  une  signification  symbolique  connue. 

Exercices  et  notes. 

1.  Quelles  sont  pour  #  =  0ety=0  les  valeurs  des  dérivées  partielles 
p,  q,  r,  s,  t,  déduites  de  l'équation 

x2  -\-  y2  -\-  z3  —  3xyz  ==  a3  ? 

Réponse  :  p  =  q  =  r  =  t  =  0,     .<;  =  -• 

a 

2.  Démontrer  que  les  dérivées  partielles/),  q,  ï,  s,  t,  déduites  de  l'équa- 
tion z—  l  cos  x  —  l  cos  y  vérifient  la  relation 

(1  +  P°)t  —  2pqs  4-  (1  +  qz)  r  =  Q. 
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3.  Etant  données  les  équations 

F(x,  y,  z,  u)  =  0,     f{x,  y,  z,  u)  =  0, 

on  considère  ^  et  u  comme  fonctions  de  x,  y.  Calculer  les  dérivées  partielles 

dz     dz      d2z       d2z      dzz     du  ,       ,..„, 

—  ?  —  >  —     •  -  »  -t— j-  »  — »  •   -5  et   les   dillerentielles  totales  dz,  d'z, 

dx    dy    dx2     dxdy    dy     dx 

du,  d-u. 

4.  Etant  données  les  équations 

F(x,  y,  z,  u)  =  0,     f(x,  y,  z,  u)  ==--  0, 

on  considère  z,  u  comme  fonctions  de  x,  y,  ou  bien  x,  y  comme  fonctions 
de  z,  a,  et  Ton  cherche  les  dérivées  partielles  correspondantes.  Démontrer 
les  relations 

ôx  dz       ôx  du  dy  ùz       dy  du 

dz  ôx       du  dx  '    dz  dy       du  dy 

dx  dz        dx  du        _      du  dz    ,    du  du 

_l_   — —  Q         _*jL  _L_      ^    . Q 

dz  dy       du  dy  '    dz  dx       du  dx 

dz  du       dz  dic\  ( dx  dy        dx  dy~ } 


dx  dy       dy  dx)  \dz  du        du  dz 

5.  Calculer  les  différentielles  totales  dz.  d'2z,  étant  donnée  l'équation 

?!  j.  y-  4.  zl  =  i 

a2  "rè-rc°-" 

6.  Etant  donné  z  =  rf  (y  -\-  ax)  -\- f(y  —  ax  \,  démontrer  que 

d-z  d-z 

a- 


dy2  dx2 

7.  On  donne 

u  =  é*y  +  eJ~  -\-  e?'x> 

x,  y,  z  étant  trois  variables  indépendantes  ;  calculer  du  et  d2u. 
S.  Dérivées  partielles  et  différentielle  totale  du  1er  ordre  de 


u  =  F 


•  \sm  y  —  cos  zj 
9.  Montrer  que  la  fonction  u  =  \x2-{-y2  +  ^2  vérifie  les  équations 

dx2        u  dx*^        ày'-dz- 


-  95  — ' 

CHAPITRE  VII. 

THÉORÈMES  DE  TAYLOR  ET  DE  MAC-LATJRIN 


Formule  de  taylor. 

118.  Théorème.  —  Soit  F(x)  une  fonction  continue  admettant 
n  dérivées  successives,  finies  et  continues  pour  toutes  les  valeurs 
de  x  comprises  entre  deux  nombres  donnés  x  e£  x  +  li  (*)  :  on  a 

F(x  +  h)  -  F(.t)  +  5  F'(x)  +  ~  F»(«)  +  f^B  P'»(«)  +   ..    j 

Ao-l  ,>       (1) 

+  r2737>-i)F(n-I1^  +  R-  ! 


°"      r-î^St(Sjïfw^  +  8*'-  °<6<1- 

p  désignant  un  nombre  positif  quelconque,  non  supérieur  à  n. 
Quand  F(x)  est  une  fonction  entière  de  degré  n  —  1,  la  formule 
précédente  se  réduit  à  l'égalité  connue  (Alg.,  108)  : 

F(«  +  h)  =  F{x)  +  £  F\x)  +  ^  F"(x)  +  ...  +  }   ^_1F-:-')W- 

Si  F(x)  est  une  fonction  quelconque,  considérons  la  quantité 
R  définie  par  l'égalité 

R  =  F(a?  +  h)  —  F{x)  —  ~  F'(œ)  - ^-  F"{œ)  —  ...       ) 

An-1  (2) 

1.2.3...  (n  —  1)  Kh  J 


C)  L'existence  des  dérivées  F'(x),  F"(x),  ...  F(n~ l\x)  pour  la  valeur  x-\-h 
n'est  pas  nécessaire  ;  il  suffit  également  que  la  dérivée  F,«'(.v)  existe  à 
l'intérieur  de  l'intervalle  {x,  x  -f-  h),  et  elle  pourrait  même  devenir  infinie 
sans  changement  de  signe. 
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On  peut  trouver  une  expression  plus  simple  de  R.  A  cet  effet, 
faisons  x  -f-  h  =  X,  d'où  /z  =  X  —  .v  ;  R  prend  la  forme 

R  =  F(X)  -  F(*)  -  ^  F'Or)  -  (X^|12  F"  (x)  -     .      j 

--J*^^     ,F("     •(.,).  j        (3) 

1.2.3...  (n—  1)  v   ;  ! 

Comme  R  s'annule  pour  X  =  x,  il  est  naturel  de  poser 

R  =  (X—  a?)pp, 

p  étant  un  nombre  positif  et  P  une  quantité  qui  dépend  de  x 
et  X  ;  en  remplaçant  R  par  (X  —  x)pV  dans  l'égalité  (S)  on  peut 
écrire 

W-F(«)-^P'W-^P'W-...     J 

>        (4) 

(y /rln_1  i 

-  ivfa-^r-T)  F;n"w  - (X  -  *)pp  -  °-  ) 

Considérons  maintenant  la  formule  auxiliaire 

?(*)  =  FiX)  -  F(,)  -  ^p  F'(s)  -  ^^  F"(;)  -  ... 

F11"1^)  —  (X  —  *)PP, 


(X  -  s)*-1 


1.2.3...  (n—  1) 

qui  ne  diffère  du  premier  membre  de  (4)  qu'en  ce  que  x  est 
remplacé  dans  tous  les  termes  par  une  variable  z,  excepté 
dans  P. 

Un  calcul  très  simple  donne 

/y  y\n  -  1 

nj~        1.2.3...(n—  1)        Wr/»^       *> 


=  p(X  —  «)p~1 


p-r^3F^ïFF,"'«l-     <5> 


Cela  posé,  observons  que  les  fonctions  F(s),  F'te),  .  .  F^s 
étant  continues  dans  l'intervalle  (x,  x  -f-  /?),  il  en  est  de  même 
de  <p(s)  et  la  dérivée  ç'(z)  est  unique  ;  de  plus  on  a,  visiblement, 
co(X)  =  0  et,  à  cause  de  la  relation  (4),  v(x)  =  0.  On  peut  donc 
appliquer  le  théorème  de  Rolle  (87)  et  conclure  que  ®\z)  s'annule 
pour  une  valeur  de  z  comprise  entre  ^  etX-^  ^-t-/i.  Repré- 
sentons cette  valeur  par  x  +  Q/i,  0  étant  compris  entre  0  et  1, 


et    introduisons-la    dans    l'expression    (5)    de    ©'  \z)   ;    l'égalité 
»'(#  +  û/i)       0  donnera 

P  =  y  .,  \       F^'(.v  -{-  0//). 

1.2. 3. ..(7i—  1)/)         v     r 

l.2.3,..(n  —  l)p        k  7 

Comme  R  =  (X  —  .t)pP  =  //^P,     on  a 

R  =  { — ^j      —  FWlx  +  0/'  I.  (6) 

1.2.3  ...(n— l)p 

En  portant  cette  valeur  dans  l'égalité  (2),  on  trouve  la 
formule  (1). 

119.  Remarques.  —  I.  La  proposition  que  nous  venons  de 
démontrer  est  connue  sous  le  nom  de  Théorème  de  Taylor. 

R  est  appelé  reste  ou  ternie  complémentaire. 

L'expression  (6)  de  R  a  été  donnée  pour  la  première  fois  par 
Schlomilch  et  par  Roche.  Si  l'on  y  fait  /)  =  n  ou  p  =  l,  on  trouve 
respectivement  les  restes  de  Lagrange  et  de  Cauchy  : 

R  =  *"  F>>   M/')<  7) 

1.2.3  ...  n 

7,11(1   ()i"-l 

R-ïtt:in-=T)Fm{x+th)- 

II.  Si  F(.v)  est  pourvue  d'une  infinité  de  dérivées  successives, 
finies  et  continues  dans  l'intervalle  (.v,  x  -f-  A)»  e^  si  R  tend  vers 
zéro  quand  n  augmente  indéfiniment,  on  a,  en  série  convergente, 

F(œ  +  h)^  F(œ)  -|-  J  F(œ)  +.y^  PV)    I"  ■  ■ 

Tel  est  le  cas  lorsque  la  valeur  absolue  de  F  n  (.y)  est  toujours 
inférieure  à  un  nombre  déterminé  a,  dans  l'intervalle  de  x  à  x-\-  h. 
En  effet,  si  h  est  >  i,  soit  ;x  le  pins  grand  nombre  entier  con- 
tenu dans  /?,  et  supposons  n  >  ;j.  ;  le  reste  de  Lagrange  peut 
prendre  la  forme 

1   g  S       u.;,   [-  1      n        K      '       ' 
Xeuberg.  —  An.  inf.,  1.  ï 
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Sa  valeur  absolue  est  donc  moindre  que 

hV-         f    h    V-^ 


1.2.3...  nvn+  1 


a  ; 


par  suite,  elle  peut  devenir  et  rester  inférieure  à  tout  nombre 
donné  quand  n  augmente  indéfiniment. 

Tl  est  facile  d'adapter  le  même  raisonnement  aux  cas  où  h  est 
compris  entre  0  et  1  ou  est  négatif. 

HT.  Posons,  comme  ci-dessus,  X  =  x  -f-  h  ;  la  formule  de 
Taylor  prendra  la  forme 

F(X)  =  F(œ)  +  ^=~--  P'(»)  +  (X  ~*T~  F"(x)  +  ... 

VI.  Si  le  reste  R  tend  vers  zéro  à  mesure  que  n  croît,  on  a 

F(x+h)  -  F(x)  =  hF'(x)  +  y-  F"(œ)  +  J^  F»  +  ... 

Désignons  F(x)  par  y  et  représentons  par  Ay,  dy,  d2y,  d3y, .  . 
l'accroissement  et  les  différentielles  de  y  qui  correspondent  à 
un  même  accroissement  h  de  x  ;  alors 

F(x  +  h)  —  F{œ)  -  A?/,     hF'(x)  =  ch/,     h°-F"(x)  =  d\i/,  ... 

et  la  formule  précédente  devient 

\y  =  c/y  -f  -  d2.y  -f  ^  f/3?/  -f  ... 
Formule  de  Mac-Laurin. 


120.  Théorème.  —  Si  la  fonction  F(xj  et  ses  n  premières  déri- 
vées sont  continues  dans  l'intervalle  (o,  x),  on  a 

F(x)  =  F(o)  +  .tF'(o)  +  ^"(0)  +  . . .  +  t  23  ^     F<"-»(o)  -f  R, 
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R  ayant  Vune  des  valeurs  • 

1.2.3...  («— 1)//     l     ;' 

En  effet,  si,  dans  le  théorème  de  Taylor,  on  fait  x  =  0  et  que 
l'on  remplace  ensuite  la  lettre  h  par  la  lettre  a*,  on  trouve  l'éga- 
lité précédente,  avec  les  trois  valeurs  de  R. 

121.  Remarques.  —  I.  Si  R  tend  vers  zéro  à  mesure  que  n 
eroît,  on  a,  en  série  convergente, 

o 

F(œ)  =  F(o)  +  ocF'(o)  -h  0  F'\o)  +  ...  (1) 

Cette  formule,  due  à  Mac-Laurin,  sert  à  développer  ~F(x)  sui- 
vant les  puissances  croissantes  de  a*. 

II.  La  série 

F(o)+*F(o)  +  /^F>)  +  ... 

peut  être  convergente  sans  qu'elle  ait  pour  somme  F(x). 

Cauchy,  à  qui  l'on  doit  cette  remarque,  donne  l'exemple  sui- 
vant. Soit  ®(x)  une  fonction  développable  par  la  formule  (1),  en 
sorte  que 


Si  l'on  applique  la  même  formule  à  la  fonction 

F(œ)  =  ç(a?)  -f  f(*>), 

où  f(x)  =  e    x2  ,  on  trouve 

F(o)  =  ?(o),     F'(o)  ==  «'(0),     F"(o)  =  <?"(o),     ...,     F(^D(o)-=¥Cn-ij(0), 
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car  toutes  les  dérivées  de  f(x)  sont  milles  pour  x  —-  0  (*).  Donc 
F(x)  et  f(.v)  donneraient  le  même  développement  si  l'on  ne  tenait 
pas  compte  du  ternie  complémentaire  K. 

DÉVELOPPEMENT    DE    Cx. 

122.  —  Posons  F(.v)  =  ex;  il  vient 

V<(.r)  =  e*,     F'%œ)  =  r\     Fm(.r)  -  ^x 

Ces  dérivées  étant  continues  pour  toutes  les  valeurs  de  .\\  la 
formule  de  Mac-Laurin  est  applicable  à  cx.  Comme 

F(o)       1,     F'(o)  =  1,     F"(o)       1,     ...,     F^O.r)  W*, 


on  a 

>>n  —  1  /y.n 

("ti  -  1) 


l  +  1  +  1.2^        +   1.2...(n  —  1)    h*1.2...n 


Le  reste  tend  vers  zéro,  quelle  que  soit  la  valeur  de  x;  donc 
pour  toute  valeur  réelle  de  x,  on  a,  en  série  convergente, 

-y*  /y>2  /y»3 

(',  =  1    '    T1  "  1.2  ^  1.2.3  +- 

En  faisant  .v  =  1 ,  on  retrouve  la  série  e  (15). 

Remarque.  —  En  appliquant  directement  la  formule  de  Mac- 
Laurin  ou  en  observant  que  <-*x  =  e*la,  on  trouve 

,         [xlaf        (.via)3    , 
^=1+^+^    +  i  .2.3    h  **•  ' 


(*)  Les  dérivées  successives  <le  f(x)  sont 


2  ^  4         6 N 


ou,  si  l'on  fait  ■  .,  —  t, 
x- 


3 
2tl       4/3  —  Gî- 


te 
Or,  les  fractions  de  la  forme     -  ont  pour  limite  zéro  quand  t  augmente 

indéfiniment,  etc. 
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DÉVELOPPEMENTS    DE    SIN    X    ET    L'OS    X. 

123.  Soit  F(x)  =  sin  a.  Alors 


F'(-r)  =  cos  x  =  sin  f  a?  -j-  -  )  , 


V 


puis 


F"(#)  =  cos  (  ^  -f  ô  )  =  si11  («-f2t    i 

F(n>(a?)  =  sin  lec  -f  m  ^j; 

F(o)=-0,     F'(o)=l,     F"(o)  =  0,     F»  —  — 1,     ..., 
FW(to)  =  sin  (Ox  -f  » ^  ) . 

Les  dérivées  de  sin  a:  étant  continues  pour  toutes  les  valeurs 
de  x,  la  série  de  Mac-Laurin  donne 

3  /v»5  /y»Tl  / 


S1"  *  =  1  -  1 . 2 . 3  +  1 . 2 . 3 . 4  . 5  ~  •  •  •  +    1 . 2 . 3~„   sl  "  (to  f  "§> 


On  en  conclut  le  développement  convergent 

sm^rri3+i.2.3.4.5  -- 

124.  Remarques.  —  I.  Dans  la  série  sin  ,v,  x  est  la  longueur 
d'un  arc  de  cercle,  le  rayon  étant  pris  pour  unité.  Far  exemple, 

sin  17°=  -  -  3!  +5!  *•  '      ou     3r=ygQ  =  0,2967... 

II.  Une  fonction  est  dite  impaire,  lorsque  le  changement  de 
x  en  —  x  ne  lait  que  changer  le  signe  de  sa  valeur  ;  par  exemple 
a5,  sin  a,  tg  a*  sont  des  fonctions  impaires.  Le  développement 
d'une  fonction  impaire,  en  série  ordonnée  suivant  les  puissances 
croissantes  de  a,  ne  peut  renfermer  que  des  puissances  impaires 
de  x;  cette  remarque  se  trouve  confirmée  par  la  série  sin  x. 

On  appelle  fonction  paire  de  x  une  fonction  qui  ne  change 
pas  quand  on  remplace  a*  par  — x.  Le  développement  en  série 
d'une  telle  fonction  ne  renferme  que  des  puissances  paires  de  a. 

125.  On  trouve  aisément  : 

x-  X4 

COS*==1-r.2   '    1.2.:;.l-- 
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DÉVELOPPEMENT    DE    (1   -f-  x)m. 

126.  Soit  F(.v)  =  (1  -f-  x)m,  m  étant  nn  nombre  réel  quelconque. 
Alors 

F'(a?)     =  m(l  +  œ)m~l, 

Y"(x)    =m(m  —  1)  (1  -|-  x)™~-, 


Y^{x)  =  m(m—  1)  ...  (m  —n+  1)(1  -f-a?)m~n; 
puis 

F(o)  =  1  (*),     F'(o)  =  m,     F"(o)  =  m(m  —  1), 
Fn)(6#)  =  m(m  —  1)  ...  (m  —  »  -f-  1)  (1  +  6a?)m-ft. 

Substituons  ces  valeurs  dans  la  série  de  Mac-Laurin  et  dans 
le  reste  de  Cauchy  ;  nous  aurons 

(l+^l+^+^-W--  +    472.3.  !»-!)—  ^     +  K> 
m(in  -  1)  ...  (m  -  n  +  1)*»(1  -  6)-»  , 

R  =  "         n:2T3T.">-iy"  (        '     ' 

On  a  vu  (12)  que  la  série 

m(m —  1) 
l  +  ma;  -) —r-6 —  «   +  •  •  • 

est  divergente  si  |  x  |  >1.  Nous  n'examinerons  donc  le  reste  R 
que  lorsque  —  1  <  x  <  1.  Le  reste  de  Cauchy  peut  être  mis  sous 
la  forme 

K"         *  1.2.3...(n-l)  U  +  ^/      "l  j 

Quand  il  croît  indéfiniment,  le  facteur  mx  est  constant;  le  facteur 

(m  ~\){m-  2)  „.(m  — n  +  D  .Tn-i 
12.3  ..(n  —  1) 

qui  est  le  terme  général  de  la  série  convergente 

_  ".    m  —  1  (m—  1)  (m  — 2) 

1  -j -#  +  v—    ^-    — y  ^  +  ... 


(*)  Si  m  est  fractionnaire,  nous  ne  considérons  que  la  valeur  arithmétique 
de  (1 +  *)■". 
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/l_(,\n-l 

a  pour  limite  zéro;  le  facteur     ,  )      est  inférieur  a  l'unité; 

enfin  la  quantité  (1  -\-  ^x)m~l  reste  finie.  Donc  lim  11  =  0,  et 

(!+«,-. I  +  ».  +  ^i)<B.  +  ...,  (1) 

m  étant  quelconque  et  x  compris  entre  —  1  et  -f-  1 . 

127.  Applications  de  la  formule  du  binôme.  — 

1°  Si  m  =  — p,  p  étant  entier  positif,  l'égalité  (1)  donne 

(r+"^"1"ï     +    "1-2      œ  ~*  1.2.3       -*  +  •■ 

=  1  —  V>\x  -f  D|à?'2  —  D-^3  -f-  ..., 

DJ  désignant  le  nombre  des  combinaisons  complètes  de  p  objets 
pris  q  k  q. 
Par  exemple  : 

-  =  1  —  x  -\-  x~  —  x5  -\-  ... , -—  1  -f-  x  -\~  v2  -f-  xz  -f-  ■  •  ) 


1  -f-a?  1  —  # 

1 


(1  +  œy 


1  +  2x  -f  3^2  +  4ic3  +  . . . ,     etc. 


2°  Soit  m  =  -  .  On  trouve 
Q 

m       p       m  —  ]    _  p  —  q       m  —  2_p  —  2q 

T     =  ?'        ~T~  2q"         ~3~  3q~~'      "'  ' 

par  conséquent 

$  q.2q  q  . 2q . 3q 

Les  formules  suivantes  se  rencontrent  souvent  : 

3°  La  formule  du  binôme  se  prête  facilement  au  calcul  des 
racir.es  des  nombres. 


—  1)4  - 

Pour  extraire  la  racine  /ic  d'un  nombre  X,  on  décompose 
celui-ci  en  deux  parties,  an  et  z,  dont  la  première  est  une  puis- 
sance /ie  parfaite  et  dont  la  seconde,  positive  ou  négative,  est 
plus  petite  que  la  première.  On  a  alors 

"    ~  A    ,    s  \5         f        1  u-l  (n-l)(2u— 1) 

VN  =  o     1+     -  ]    =a    1  ■--    a?  —  -     :      ^"'-"--f-      -    -    ;  a?3.. 

y  v        a"  y  n  1.2.»8  1.2.3.n* 

.v  désignant   -   •   Par  exemple  : 

î 
V'1Ô3  =  10 (l  +j8.)V=  .0  +  00  —  sooo  +  rWÔÔÔ   "  : 

la  somme  des  trois  premiers  termes  donne  une  erreur  moindre 
que  le  quatrième  terme  ou  moindre  (pie  0,00331.   Pour  calculer 

3 

\  23,  on  observe  (pie 

î 
:;  3/~  /  l      à 

\  23  =  V  27  —  4  =  3(1  —  ~      • 

.  .      2/y 

On  multiplie  quelquefois  la  quantité  sous  le  radical  par  un 

nombre  convenablement  choisi  ;  ainsi  : 

î 
1  7    '  1  \  2 

o  o  ^        49 

DÉVELOPPEMENT    DE    l  (1      ;     VI. 

128.   De  F(*)  =  Z  (1 -f  *)  on  conclut 

F'W  ^t^  =  (1  -f-  «O"1.     PW  =  -  (1  +  *)-*, 

F'"(ff)  =1.2(1+»)-»,  ...,  F(«'(a?)      <  —  l)""1  l.'2.3...(n— 1)  (1+-*)-°; 

puis 

F'o)    =1,     F'V'J-     -1,     F'»  ==1.2,     Fi>;     =  —  1,2.3 

p;n)(0,r)  =  (_   1).:     1   1.2.3...  («— 1)(1      h  M""- 

Substituons  ces  valeurs  dans  la  formule  de  Mae-Laurin  et 
calculons  les  restes  de  Lagrange  et  de  Cauchy  ;  il  vient 

f(i +  *)  =  «- Ç  ;  ?--  :'-  +  . ,.  +  {-  d-^V'  +  r, 

c  o  4  »  —  1 

TCn  r'-  (  \    0  n~  * 

K  =    —  ])"-'  ,      ou      K  —  (—  1)"    l    -  -   
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La  série 

/y*  **  /Y*  «  /y*  ^ 

i//  *X/  tX/ 

»  —  -2  4-  3-3  4-  .... 

est  divergente  lorsque  |  x  |  >  1  (12)  ;  nous  n'examinerons  donc 
le  reste  R  que  si  x  est  compris  entre  —  1,  exclusivement,  et 
4-  1»  inclusivement. 

Soit  d'abord  0  <^  .v  <^  1.  Le  reste  de  Lagrange, 

(~1'*"Y  _5_     n 

K  '  n        lj  -f  Ojc      ' 

x 
tend  vers  zéro  a  mesure  une  n  croit  ;  car  la  traction   ,        ,      est 

1  -|-  vx 

inférieure  à  l'unité  et       a  pour  limite  zéro.  Donc 

n 

«1+»)"*   -|  +  3  -'4    +••  ,  (0- .  .-■       I 

Pour  x  —  1  on  trouve 

U  "l       2   h3      4+5      '- 

Supposons  ensuite  x  compris  entre  0  et  —  1,  exclusivement. 
Le  reste  de  Cauchy,  si  l'on  change  x  en  —  x,  prend  la  l'or  me 

x       Ar  —  O.rY1-1 
v  ~~  ~~  1  —  <)x  \\  —  Ôx) 

X  X 

Le  facteur.,       ;     a  une    valeur  finie,  moindre   une  ,  ;  la 

1  —  Qx  1  —  x 

X  —  0.Y     , 

traction   ,  étant  moindre  (pic  x,  sa  puissance  (n  —  1/'  peut 

devenir  aussi  petite  qu'on  vent.  Donc  lim  H  —  0;  par  suite 

l(\-oc)  =  ---  2—  ---  -   ..,     (0<a?<l). 

129.    Calcul   des    logarithmes   népériens.    —   On    vient   de 
trouver  : 

lK\-\-x)=x  —  —  4.  —  —  _ 4.  . . . 
—  1(1—  a?)    =  x  +  %  +%   +T+"  ' 


—  lue 


où  x  est  compris  entre  0  et  1.  Pour  en  déduire  des  formules 
plus  pratiques,  ajoutons  ces  égalités  membre  à  membre;  il  vient 

»3  /v>5 


,  1  +  X  I  x-         X" 


(1) 


Posons 

1 X 

l'égalité  (1)  devient 


1  +  x       n  -f-  p       .,    v  p 

-,     dou     x  =  vr±         ; 

n  2n  -f-  P 


l{n-\-p)  —  hi  =  2 


P 


-\ 


P 


V 


P 


\  5 


_2n+p    '   %\2)i  + pj       t>\2n+p 
En  prenant  p  =  1,  on  trouve 


+ 


l(n  -f  1)  —  In  =-■  2 


2» 


1   +i(_jL_y+.. 


(2) 


la  série  (2)  sert  à  calculer  les  logarithmes  des  nombres  entiers 
successifs.  Quand  n  est  assez  grand,  par  exemple  plus  grand  que 
10000,  on  peut  écrire,  avec  une  approximation  suffisante,  (*) 


l(n  -f-  1)  —ln  = 


2 


2n+  1 

Dans  la  formule  (2),  changeons  n  en  i\z  —  1,  ce  qui  donne 

1 


2l)i  —  l(n  -f  1)  —  l(n  —  1)  =  2 
ou  approximativement 

I(n  -f  1)  —  In  =  l)i  —  l(n  —  1) 


2n2  —  1 


f  ... 


2n2  —  1 


Ce  résultat,  dû  à  Lavernède,  peut  servir  à  calculer  les  diffé- 
rences tabulaires  successives. 

130.  Calcul  des  logarithmes  vulgaires.  —  On  passe  aux 
logarithmes  vulgaires  en  multipliant  les  logarithmes  népériens 
par  le  module 

no     12  -j-  ib 


(*)  L'erreur  commise  est  moindre  que 


1 


-h 


1 


3  l(2n+  iy    '    (2M-  1) 


+ 
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Si  l'on  fait  n  =  1,  n  =  4,  la  formule  (2)  (129)  donne 

12  =  2 


1    .    h  l   +  1.  l     - 


^5  _  u  =  2 


3    '   3    33    '   5    3r 

9  r3   9;<r5   95  ~r" 


d'où  en  ajoutant  à  la  seconde  égalité  la  première  multipliée 
par  3  : 

1 


M 


fô  -f  fâ  =  6 


+  2 


3   r  3    33    r5   35  ~r"". 

1    L.I.  1   4-1.1  + 
9   r  3    93  ^~5   95  ~r" 


DÉVELOPPEMENT    DE    ai'C  tg  X. 


131.  Le  calcul  des  dérivées  successives  de  arc  tg  x  est  assez 
compliqué  ;  c'est  pourquoi,  au  lieu  d'avoir  recours  à  la  formule 
de  Mac-Laurin,  nous  nous  servirons  d'une  autre  méthode. 

La  dérivée  de  arc  tg  x  est  v         »  •  Effectuant  la  division  on 

1  4-  x2 

trouve 


1 

1  -fa;2 


x 


in 


1    -  X1  +  X*  —    ...    ±  X2n+2   T 

1  +  x~ 


Les  deux  membres  de  cette  égalité  sont  respectivement  les 
dérivées  des  quantités 

arc  tg  x,     x  __-+__...  ±  —j  T  ,(.S), 


•V 


2n 


<p(*v)  désignant   une   fonction   qui  a  pour   dérivée  ^ —      .,  ;  ces 

1  _ \~  x  ~ 

quantités  ne  diffèrent  donc  que  par  une  constante  (90),  que  l'on 
peut  même  comprendre  dans  la  fonction  ®(x).  On  a  ainsi  : 


X 


sn— 1 


arc  tg  x  =  x  -  _  +  -5-  -  ••  •  ±  2-  r-j  T  ¥  (»)• 

Nous  rapportons  cette  formule  à  la  valeur  principale  de 
arc  tg  x  (60)  ;  alors  le  second  membre  doit  être  nul  pour 
x  --  0,  donc  <p(0)  =  0. 
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Supposons  .v  >  0.  On  a  les  inégalités 

c'est-à-dire 

<?'(#)  >  0,     <?' (a?)  —  a?2n  <  0. 

La  dérivée  »'(x)  étant  positive,  la  fonction  »(jc)  croit  avec  ,v, 
et  comme  elle  s'annule  avec  x,  on  a 

©(a?)  >  0. 
D'un  autre  côté,  la  quantité  ®'(x)  — x2n  est  la  dérivée  de 

comme  elle  est   négative,  la  fonction  /'  x)  est  décroissante  :  sa 
valeur  initiale  f(o)  étant  nulle,  on  a 

/U\)<0,     d'où     o(œ)  •     ^p-j- 
Faisons    maintenant    croître    indéfiniment    n   ;     la    fraction 

y  211   H 

n         i ,  si  Ton  suppose  0  <  x  S  1,  tend  vers  zéro,  et  à  plus  forte 
raison  iim  cp(rc)       0.  On  a  donc,  en  série  convergente, 

arc  tg  a?  =  .v  —  -^  +  --  —  —     j  -  . . .        (0  <  a?  <C  1  ). 

Ce  développement  s'applique  aussi  aux  valeurs  de  x  comprises 
entre  0  et  —  1,  inclusivement  ;  car  arc  tg  | —  .v)    —  —  are  tg  x. 

132.  Calcul  de  -.  —  Si  l'on  fait  x  =  1,  on  obtient 

^l-i  +  I-I  +  i-., 

4  3    '    5       7    hU 

Cette  série,  très  peu  convergente,  est  attribuée  à  Leibniz. 
Pour  obtenir  des  formules  plus  pratiques,  posons 

—  7*       I-    // 

■-=  arc  tg  x       arc  tg  w  =  arc  tg  —  —    • 

I  °  &  &  1  —  ^7/ 


*  +  3 

'   l-.Y.V 

solutions, 


Cette  égalité  exige  'n  :  1  \   elle   admet    une   infinité    de 


-  109  - 
Si  l'on  prend  la  solution  x       -,  y      .,.  on  trouve 
4  =  arc  tg  2  +  arc  tg  ;, 

i       i     .    i         N  ,  (\       i     1     î 

2      3.23"t"5.25    ~"7       \3      3.33   '   5.35 

Cette  nouvelle  formule  est  due  à  Kuler. 

Extension  du  théorème  de  Taylor. 


133.  Théorème.  —  Soit  F(x,  y)  une  fonction  réelle  de  deux- 
variables.  Si  pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  les 
nombres  donnés  x  et  x  4-  h,  ef  /w»/'  toutes  celles  de  y  comprises 
entre  les  nombres  donnés  y  et  y  -|-  k,  la  fonction  et  ses  dérivées 
partielles  des  n  premiers  ordres  sont  continues,  on  a 

F(»4-*,y4-*)=F(«,y)+^+*|;)F(»,y)+Jî.(A^+*A),p(*,y)+. 

1  /"      r)  c)  \n     >  1    /       r)  r)  N\  n 

+  7-      v('  h-    4-V  Im^//)  I      r(  A  ;     I  /•'.     I   K(.r-Î  0//,//  !  M). 

Dans  cette  formule,  0  désigne   un  nombre  inconnu,  compris 

f      d  ù  N  p 

entre  0  et  1  ;  la  notation      /?  -  Jf  -         F(.v,  v)  représente 

V     dx  dy  ) 

r)PF      w  dPF  »(o  - 1)  d?F  d^F 

da?p    '   1  AiP-^y^      1.2  dx*-*dy*    '  '*'  '        dy 

Pour  démontrer  le  théorème,  nous  développons  par  la  formule 
de  Mac-Laurin  la  fonction  F(.v  4~  ht,  y  -\-  kt)  suivant  les  puis- 
sances croissantes  de  t,  puis  nous  ferons  t  ==  1  dans  le  résultat. 

Désignons  F(x  -\-  ht,  y  -f-  kt)  par  œ(f)  ;  nous  aurons  d'abord 
cp(*)  =  f(0)  +  /,'(o)  +  A  ç»(0)  +  ...  +  -  _^__  .  ç(^-l)(o)  +  1!   . 

R  =  j./^f"^),      o<0<1; 
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et  en  faisant  t  =  1  : 

F(»+A,  y+*)  -  »(o)  +  ?'(o)  +  SjAJ  +  ...  +       ■      fa^  +  R, 

1  .2...  M  ' 

Il  reste  à  calculer  cp(o),  »'(o),  <p"(o),  ....  Si  l'on  pose 

a?  -f-  /?.£  =  u,     y  -f*  ^  =  v, 

il  vient 

©(*)  =  F(u,  v). 

Par  conséquent,  on  a,  en  écrivant  F  au  lieu  de  ~F(u,  v), 

.,  .       dF  rfw   .   c)F  dv       1  d¥       .  dF 
'  w       du  dt   n    dv  dt  du    r      <to  ' 

dzF  du   ,     d2F  <M        .  /d2F  dw       d2F  ofo 


...        .  /^F  rfw   ,     d2F  dv\   ,    . 


d*62   tf£         <h«di?  cfr/  \dvdu  dt     '    ^2    ffà 

d2F  r)2F  d2F 


dnF       n  ônF  r)"F 

dzen    '    1  dun~ldv  n         r       dvn 

L'hypothèse  £  =  0  réduit  h  à  a*,  y  à  y,  F(k,  i?)  à  F(a;,  y),  et  les 
dérivées  de  F(zz,  y)  aux  dérivées  correspondantes  de  F[xt  y). 
Donc 

cp(o)     =F(a?,y), 

î'"Xe)  -  (»  ^  +  *  £)"*■(«  +  «A,  2/  +  •*)• 

En  portant  ces  valeurs  dans  les  égalités  (1),  on  trouve  la  for- 
mule proposée. 

La  fonction  y(t)  et  ses  n  premières  dérivées  ont  été  supposées 
continues  dans  l'intervalle  (o,  t )  ;  comme  on  fait  t  =  1,  ces  con- 
ditions sont  remplies  si  F(.\%  y)  et  ses  dérivées  des  n  premiers 


—  11.1  — 

ordres  sont  continues  pour  toutes  les  valeurs  de  x,  y  comprises 
respectivement  dans  les  intervalles  (x,  x    |-  /?),  (y,  y  +  &)• 

134.  Remarque.  —  On  trouve  de  la  môme  manière  et  sous  des 
conditions  analogues  : 

F(x  +  A, y  +  k,  f+l).=  F[œ,  y,  z)  +  (h ~  +  *  ^+«  ^)F(a?'y'  *) 

R  =  ^  (h  ~+  ...Yf(*  +  0/,,  y  -|-  9A,  ^  +  6/). 

Lorsque  F(a%  3*,  z)  est  une  fonction  entière  de  degré  11  —  1,  le 

développement  de  F(.v  -f-  /?,  y  -j-  A",  2  +  /)  suivant  les  puissances 

f      à  V-1 

de  h,  A,  /  s'arrête  de  lui-même  à  (  h  --  -f-  ••  •  )       F  (a*,  y,  s). 

135.  Théorème.  —  Soit  F(x,  y)  zz/ze  fonction  réelle.  Si  pour 
toutes  les  valeurs  des  variables  appartenant  respectivement  aux 
intervalles  (o,  x),  (o,  y),  la  fonction  et  ses  dérivées  partielles  des 
n  premiers  ordres  sont  continues,  on  a 

F(*,y)=F(o.o)+(«~  +  y  ~j  F(o,  o)+±(a,~  +  ...Jf(o,  o) 

+  -  +j5=ru  (-5  +  -)n"F(0' 0)  +  s  (*s  +  ■'•)nF(,'x• 0y)- 

Ce  théorème  résulte  immédiatement  de  celui  de  Taylor  :  on 
fait  x  =  0,  y  =  0,  et  on  remplace  ensuite  h,  A,  par  x,  y.  Il  peut 
être  étendu  aux  fonctions  d'un  nombre  quelconque  de  variables. 

Exercices  et  notes. 

1.  Si  F(x)  et  ses  dérivées  successives  sont  continues  dans  l'intervalle 
(o,  x),  on  a 

F(x)  =  F(o)  +  »F'(«)  -  *-«>  F»  +  j ^  3  F»  -  ... 

Cette  formule,  due  à  Jacques  Bernoulli,  résulte  immédiatement  de  celle 
de  Tavlor  :  on  fait  h  = —  *\*. 


V>f_        \  1  5 


V        -2\        27       729       59049 
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3  3 


On  part  de  l'égalité  2\  3  =  \/24  =  J 27  —  3 


.'5.  Développer  en  série  sin'2  x  et  sin3  x. 

~  ,  ,       ......   9  1— cos2*      .   ,  3    .  1     .  '  ■■„ 

On  part  des  égalités  sin-  x  ==  -  >  sin3  x  =  -  sin  x sin  3.v,  et 

"■c  4  4 

l'on  remplace  cos  2x,  sin  x,  sin  3„v  par  leurs  développements. 

oc  cc~ 

1.  gœcosa  cos  (#  sin  r/)  _  i  _|_      cos  rt  _|_  cos  9,7  -f-  ... 

Appliquer  la  formule  de  Mac-Laurin  et  l'exercice  2.  p.  SO. 
5.  Pour  tonte  valeur  de  x  comprise  entre  —  1  et  -f- 1  ; 

x  1    .    ,  1.3    .       1.3.5,, 

se  —     a?2  4-  -       xA  — ■  ,o.A  4-  .  . 

O  '      O       A  O      A      K 


VI    f  .r  2  2.4  2 . 4 .  t> 

9       1-1    m         *~9.   d  \  .1-4-  .;■  ~  "*  ' 


1+a?   '   2  vl  +  *J        2.4  lvl  +  •> 
6.  Démontrer  (pie  la  différence 

*-(1+i+s+-+i)-to' 

tend  vers  une  limite  finie  lorsque  /z  croit  indéfiniment. 
Cette  différence  peut  prendre  la  forme 


ly  v2       27  jo  ^    /  »  n    / 

Or,  (128  et  13,  remarque; 

p-f-1        /,    ,    1\      1         1      .  1  Xp 


où  o  <  À    <  1  ;  donc  (Zn  se  compose  des  n  premiers  termes  de  la  série  dont 
le  terme  général  est     "'',  ,    série    convergente    puisque    ses    termes    sont 

respectivement  moindres  que  ceux  de  la  série  convergente  S-  5-;  d'ailleurs 

,  u  + 1  ,       ,  •  1 

l     —      tend  vers  zéro,  etc. 
11 

La  limite  de  rfn  est  appelée  constante  d'Enter  :  sa  valeur  est  0.577. 
7.   Pour  calculer  -,  on  peut  adopter  la  méthode  suivante,  due  an  géo- 
mètre anglais  Machin.  Si  a  est  l'arc  qui  a  pour  tangente  -, 

.         tg2a         5  -    '       1 


-      ,       fo'    1  1=1-1-- 

12        g  ^    119 
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Soit  [3  l'excès  de  4a  sur  -;,|3  csl  détermine  pur 

to.o=tg4a-l  1 


1  -J-tg4a        239 

Donc  !  =  4a  -  6  -  4  are  tg  -  —  arc  tg 


~&5  &  239 

1  \       /  1  11 

o.5:;  "    ""/       \239       3.23<):'    h  '"J 


CHAPITRE  VII. 


1 X I  )  ET  E  RM r\  ATIONS  A  V  V  A  RENT ES 


Lorsqu'une   expression   analytique   F(.v)  prend,   pour  x  =  a, 
une  forme  qui  n'apprend  rien,  telle  que 

0       oo  oo 

>        -  *      0  .  oo,      oo  —  oo,      l       '0°,     oo" , 
0      oo 

on  dit  qu'elle  est  indéterminée  pour  x  a.  11  arrive  souvent  que 
F  .v)  tend  vers  une  limite  déterminée  A  lorsque  x  s'approche 
indéfiniment  de  a  ;  cette  limite  se  nomme  la  vraie  valeur  de 
F(.v)  pour  x      a,  et  elle  est  regardée  connue  étant  F(a). 

c  0 

Symbole     • 

136.   Fractions  rationnelles.   —  Si   nue  Traction    rationnelle 

'  ^  prend  la  forme  pour  x  =  a,  ses  deux  termes  sont  divisibles 
o(.yj  l  G1 

par  v— a  ;  soient  /'[(v)  et  ©  Jx)  les  quotients.  Nous  aurons  : 

ç(ar)  (*  — a)?1(a?)       ?l'a) 

Neuberg,  ^4/2.  in/.,  /  7 
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f  (a) 
La  vraie  valeur  est  donc  ■  Cependant  si  l'on  avait  fl(a)  =  0 

etco](a)  =  0,  on  diviserait  encore  /\(.\)  et  -^(.v)  par  a  -  a,  etc. 

_  x4 ix3  -\~  djc-  —  Ax  +  4 

Exemple.  -  -3  _  ,.,  -  g-  +  ^      ,  pour  «  =  2. 

On  trouve  -  •  Divisons  les  deux  termes  de  la  fraction  par  a— 2: 

ce*  —  2x~  -fa?  —  2 
'■-  -f-  a?  —  (3 

Cette  nouvelle  fraction  se  réduit  encore  à-  pour. v  — 2;  on 
divise  donc  ses  deux  termes  par  x  —  2  : 

.'•■-  -f  1 
x  -f  3  ' 

Eu  faisant  .v       2  on  obtient  la  vraie  valeur  1. 

137.   Cas  général.  —  Soient  f(x)  et  œ  x)  deux  fonctions  quel- 
conques qui  s'annulent  pour  x  —  <•*.  Si  A  est  la  vraie  valeur  de 

f(x) 
la  fraction  pour  a*  =  a,  on  a,  par  définition, 

v(x) 

v  i  •        f(a     1     h  '  1-1  A 

A  =  lim  - — —  »      pour     liai  h    -  0; 

©(a    |    à) 

à  cause  de  f(a)  =  0,  ©(a)  =  0,  on  peut  écrire 

v      iim/> +  *)-/>>■ 

©(a  -j-  /*)  —  ©(a) 
puis,  en  supposant  le  théorème  de  Cauchy  (91)  applicable  : 

©'(a  -f  8  A)        ©;(a) 

On  a  donc  la  règle  suivante,  due  à  l'Hospital  : 

Pour  trouver  la  vraie  valeur  d'une  fraction,  qui  se  présente 

sous  lu  forme     pour  x  =  a,  on  prend  le  rapport  des  dérivées  des 

deux  termes  de  la  fraction,  et  Von  y  fait  x  =  a. 

Si  f'(a)       0,  ©'(a)  —  0,  la  vraie  valeur  est  '-^\;  car  (91) 

A  =    im'-,  -         -,  mi    .  ,  ',  ,    >     ou     0  •     0.  <  1 . 

©'(a  -f  Vt)  —  ©'(a)  9  {a  +  0x6//j  "    l 
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En  généra],  si  /""(a)  et  cç/n  (x)  sont,  les  premières  dérivées  de 
même  ordre  qui  ne  s'annulent  pas  à  la  t'ois  pour  x       a,  on  a 

pain)  ; 

//>m  ^m 

138.  Exemples.  —  I.    .        ,     »    pour  x  --    a. 
r  Ix  —  la 

Comme  on  trouve  -i  on  dérive  les  deux  ternies  : 


mx 


m-i 


1 


X 


Remplaçant  a*  par  a  on  trouve  la  vraie  valeur  mam. 

e*  -f  e~x  —  2  eos  x 

II.  . -_-  >    pour     a?  —  0. 

sin-  .'' 

Comme  on  trouve     »  on  dérive  les  deux  termes  : 

cx  —  e~x    |-  2  siu  x 
sin  2.r 

On  obtient  encore     •  Dérivons  une  seconde  fois  : 

cx  +  e_x  -4-  2  cos  .<• 
2  cos  2x 

La  dernière  fraction  donne  la  vraie  valeur  2. 

140.  Extension  de  la  règle  de  l'Hospital.  —  Si  la  fraction 

/'     «  \  o 

'*     prend  la  forme  -  pour  a-  ■=  oo,   la  règle   trouvée   ci-dessus 
ç  [X  ]  U 

subsiste  encore  ;  mais  une  nouvelle  démonstration  est  nécessaire. 

Posons  x  =  -;  l'hypothèse  a  =  oo  correspondra  à  s  —  0.  La 
z 

règle  étant  applicable  à  la  valeur  z       0,  on  a 


Cependant  la  règle  ne  conduit  pas,  en    général,   à  la   vraie 
valeur,  à  moins  qu'on  n'emploie  des  transformations  algébri- 


-  116  - 

qttes.  En  effet,  si  une  l'onction  f(x)  s'annule  pour  x  =  oo,  sa 
dérivée  f\x)  s'annule  également  pour  x  =  oo.  Car  l'équation 
y  =  f(x)  représente  une  courbe  qui,  à  cause  de  /\oo)  =  0,  s'ap- 
proche indéfiniment  de  l'axe  des  abscisses  quand  x  croît  indé- 
finiment; cet  axe  étant  une  asymptote  ou  une  tangente  dont  le 
point  de  contact  est  à  l'infini,  on  a  nécessairement  /''(oo)  =  0. 

fi(x)  0 

On  a  de  même  'i'fool       0;  donc     ,       a  la  forme  .-  pour  x  =  oo, 

r  (x)  V 

f"(x) 
et  il   en  est   de  même  de         -;  >  etc. 

Exemple.  (l-|     .,):      .     ô'    pour  a?  =  oo. 

On  trouve     •  Dérivons  les  deux  ternies  de  la  fraction  : 


0 


x*   i  4- 


1  -\-2x 
1      :       (i  +  »V 


Les  deux  termes  de  ce  rapport  sont  nuls  pour  x  =  oo  ;  mais 
des  transformations  algébriques  ramènent  le  rapport  à 


(**+  D(l    •    2a? 

Or,  pour  x  —  oo,  la  fraction 

Atyrm  -f  Arrm-  ]    |    ...    |-  Aw 
Bo^P+B^i-1  -  ...    PBp 

prend  la  valeur    ,",   0  on  oo  suivant  (pie  m  =  p,    <  /)  ou  >  p; 

c'est  que  l'on  voit  en  divisant  tons  les  termes  du  numérateur  et 
du  dénominateur  respectivement  par  xm,  xm,  .vp. 

D'après  cela,  la  vraie  valeur  de  la  fraction  (1)  est  1. 

141.  Simplifications.  —  Pour  arriver  rapidement  à  la  vraie 
valeur,  il  convient  souvent  de  changer  de  variable,  de  séparer 
des  facteurs  dont  la  limite  est  connue,  de  développer  en  série 
certains  ternies,  etc.;  on  combine  quelquefois  ces  procédés  avec 

la  règle  de  l'IIospital. 


-   117 


Exemples.  — 

\/x  —  i  -\-2\ix-  —  1 


,    pour  x        1 . 
\  œ*—a;+  1\  x2  -{-23?  —  3 

Les  radicaux  s'annulent  pour  .v  —  1,  et  leurs  dérivées   sont, 
infinies  pour  cette  même  valeur.  Eu  écrivant 

i  \  i 

(x—  1}2    |    2(3;  —  1)1  (.'•  h  1)» 

Cl  f  l  ' 

X2(x~  ])2   +   4(37  —  1)3(3;  H-  3)3 

1  1 

puis  simplifiant  par  [x  —  1)3,  on  trouve  la  vraie  valeur    ., 

V  1(j 
1  —  cos  (m  arc  sin  x) 
II.  77--       .,  »     pour     37  =  0. 

l\l  -f-  &  ) 

On  trouve     •  Dérivons  les  deux  termes  de  la  fraction  : 

/)l  ^  x 

sin  [m  arc  sin  x)      ,  -:-—-:-—-_-' 

1  }  Vl—  x*     1  ~M2 

et  écrivons  le  résultat  ainsi  : 

sin  (m  arc  sin  3;)      m{\  -\-  x") 


x  2  V  1 


x  - 


Le  dernier  facteur,  pour  x  —  0,  se  réduit  à  x-  •  La  vraie  valeur 

du  premier,  déduite  de  la  règle  de  l'Hospital,  est  : 

cos  (m  arc  sin  x) .  m 
lim —    ,  =  m: 

V 1  —  *2 

la  valeur  cherchée  est  donc  -->  m2. 

Traitons  le  même  exemple  par  les  séries.  Dans  les  formules 

x~        x4  x~ 

COS  37  =    L  —  -     -f  —  ...  ,    l(\  +  X)  =  37   -  —  +  •  -., 

remplaçons  x  respectivement  par  m  are  sin. v  et  ,v-  ;  il  vient 

cos  [m  arc  sin  an)  =.1  —  -  {m  arc  sin  r  )2   f  -  -  (m  arc  sin  ./•)'  ...  , 

x4 

l[]  -f  a-2)  =  x-   -   6   -|    •• 
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Par  conséquent  la  fraction  proposée  est  égale  a 

-  (m  arc  sin  xf  —       (m  arc  sin  x)4  -•-.. 

■~  'Cl 

x    —   çT+  •■■ 


N  .,     —       (wî  arc  sin  xf  + 

///  arc  si  il  ./•    -  2        -M 


Y 


.<; 


!-4  + 


Passons  à  la  limite  pour  x  =  0,  en  observant   que 

arc  sin  .y 


uni 


x 


=  1,  etc 


Symbole 


oo 
oo 


142.  Soit  A  la  vraie  valeur  d'une  fraction    ;       dont    les    deux 

r(-v 

termes  sont  infinis  pour  x       n.  On  peut  écrire 

1 

À  —  liin  -      ■'   —  h  in     '  —^-; 
y(a?)  1 

la  dernière  fraction  prenant  la  forme      pour  x  =  <t,   on  a  (137i 


A  =  lim 


.;      =  lim    .,        •  lmi 


_?  ■'";- 


—  A"  lim 


/"■'' 


H*) 


par  suite 


A     -lin/,''" 

r  W 


1) 


2 


0 


La  règle  est  donc  la  même  que  pour  les  fractions  •  Cepen- 
dant son  application  immédiate  est  illusoire  lorsque  u  est  fini; 
car  les  fonctions  f(x  et  a  x)  étant  infinies  pour  x  =  h,  leurs 
dérivées  le  sont  également.  En  effet,  comme  /'  a  oo,  la  courbe 
représentative  de  la  fonction  y  =  f(x)  a  pour  asymptote  la 
droite  ayant  pour  équation  a*  —  n  ;   cette  droite  étant  une  tan- 
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gente  dont  le  point  de  contact  est  à  l'infini,  son  coefficient 
angulaire  est  égal  à  f'(à),  d'où  Ton  conclut  /"'(a)  =  oo.  Même 
raisonnement  pour  f(x). 

143.  Remarque.  —  Lorsque  la  vraie  valeur  À  est  nulle  ou 
infinie,  on  a  encore  l'égalité  (2),  niais  la  démonstration  précé- 
dente est  en  défaut  puisqu'on  ne  peut  plus  diviser  l'égalité  (1) 
par  A. 

1°  Si  A  =a  0,  considérons  l'expression 

f{x)        ^  _f{x)  -h  »?£(./•)_ 
cp(a?)  ox 

oo 
La  dernière  fraction  prend  la  forme        pour  x  =  0,  et  sa  vraie 

oo 

valeur  est  m  ;  la  règle  de  l'Hospital  étant  applicable,  on  a 

m  -    lini  ,     .        -  =  lnn     ,,    ;       m  ; 

A'  (a?) 
on  en  conclut  que  lim  -  ,;  ■»  =  0. 

?  W 

2°  Si  A  =  oo,  la  fraction  inverse    '        aura  nour  vraie  valeur 

f(x) 

0  ;  donc  d'après  ce  qui  vient  d'être  démontré, 

Jim  '       '  =  0,      ou     lim    ,     .  =  Jb  oo,   pour  x       0. 

7  i  o*  /TJ 

144.  Exemples.  —  L  .   rt  l   pour  a?    =  0. 

r  Itgax 

oo 
On  trouve        •    .Dérivons  les  deux  termes  : 
oo 

1  a  sin  2ax 

tg  a?  cos2  x  '  tg  «a;  cos2  aa;        a  si  n  2a; 

Comme  on  obtient  maintenant  -j  on  dérive  une  seconde  fois, 

ou  bien  on  remplace  le  rapport  des  sinus  par  celui  des  ares  (28)  ; 
la  vraie  valeur  est  1 . 

II.  L-*     pour  .r  =  |  oo. 

y  m  -1-  ux~ 
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Le  rapport  des  dérivées  des  deux  termes  de  la  fraction  est 


bë 


li.r 


n 


a  -f  bex  '   \  m    1.  )Kr-       ae   x  -\-b  '  \JmX'  2  -f  n 


on  en  conclut  que  la  vraie  valeur  est 


1 


111 


ce 


pour     .'■  =  -J-  oo; 


on  suppose  a  >  1 ,  ni  >  0. 

Si  ni  est  entier,  on  trouve  en  dérivant  ni  fois  : 

a*(la)m 


1.2.3...™ 

expression  infinie1  pour  x  —  oo.  Si  ni  est  compris  entre  les  entiers 
;?  et  n   \-  1 ,1a  fraction  proposée  étant  comprise  entre  les  quantités 

ox  ^x 

.  ,  et  c     oui  sont  infinies  avec  .v,  est  également  infinie. 

Symbole  O.oo 


145.   Soit  y       /*  .viri.\>.  Si  /"(a)  =  0,  z  u        oo,  écrivons 

f[x\  z(x) 

Il  -     x     '     <>u     .'/     =  -j-' 


/'v'-' 


r       <•         0        oo 

ce  qui  nous  ramené  aux  tractions  -  ou 
1  0        oo 


Exemples.  —  I.      (-  —  2x)tgœ,   pour  a; 


Cette  expression  peut  être  mise  sous  la  forme 


1 
sm     #)  -  —  x 


2  sin  x: 


comme  lim    .-      =  1  pour  z  =  0,  la  vraie  valeur  cherchée  est  2. 

sine- 


II 


-x 


(r1  —  c  i  |o-      .    pour     .'■      a 
1   '2a 
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Ecrivons  celte  expression  ainsi 


>a  .__  ,>\ 


C*  —  C'v      .      TT07 

sin       • 
~x         2(1 
cos 
2  a 

Le  second  facteur,  pour  x  =  a,  a  la  valeur  1  ;  le  premier  fac- 
teur prenant  la  forme  ,->  nous  en  dérivons  les  deux  termes    On 

2ae'a 
trouve  ainsi  que  la  valeur  cherchée  est 


Symbole  oo  —  oo. 

146.  Soient  /(.y)  et  y(x)  deux  fonctions  qui  croissent  indéfini- 
ment en  ayant  le  même  signe,  quand  x  tend  vers  a.  La  diffé- 
rence f\x)  —  ®(x)  peut  tendre  vers  une  limite  déterminée. 

Exemples.  —  I.  —    -    — r »  pour*  x s-=  G. 

r  x       ex  —  1 

Cette  expression  étant  mise  sous  la  forme 

cx  —  1  —  x 

,r(cx  —  ï) 

devient-  •  Appliquons  lrf  règle  de  l'Hospital,  ou  remplaçons  ex 

x        x  ~  v 

par  1  4-  f  -h      9  -h*--  l^a  dernière  méthode  donne 

tT\_    I    _?L      -L.  1     4-      x      4- 

1.2    '    1.2.3^'"       1.2^  1.2.3  n  '" 

-  +  H5  +  ...  1  +  12  +  -- 

La  vraie  valeur  est  donc  -  • 

II-       \  \x"  -j;  +  2  -f  V  9^2  —  2x  +  7  —  5#,  pour  ^  =  oo. 
Cette  expression  peut  être  écrite  ainsi  : 

iV_->    2.y— 7 

Lorsque  x  est  suffisamment  grand,  les  fractions     ,  ,,  ■  »     ()  ,2 
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ont  une  valeur  absolue  moindre  que  l'unité,  et  on  peut  appli- 
quer le  développement  de  (1  -f-  x)m  (126).  On  trouve  alors  : 


2x 


1 


x  —  2       (x  —  2)' 
Sx1    ~~    Î28a?     '"_ 

_x  —  2       i  <■  —  2)- 
4a?  64a?3 


4-  3a? 


2,r  —  7 

ÎSx2 


ÙX 


zx  —  , 
(jx 


et  a  la  limite  pour  a*  —  oo  :  —  - —  -  ou  —  ,  ,■ 

4       3  12 


oo 


Symbole   1      ,  0°,  oo°. 


147.  Supposons  que  pour  x  =  a  l'expression 

OO 

ait  Tune  des  formes  1      ,  0°,  oo°.  On  aura 

ly  =  <p(a,)  .  lf{x)  ; 

doue  /r  prendra,  respectivement,  la  forme  oo  x  0,  0  X 
0  x  oo.  Si  A  est  la  vraie  valeur  de  ly,  eelle  de  y  est  eA. 


Exemples— I.      y  =    cos 


V 


2« 
a? 


pour  a:  —  oo. 


oo  2« 

On  trouve  v        1      .Si  Ton  fait      -  —  z~.  il  vient 

a? 


*  /  2rt  /  coï 

///  =  xi  e os \/  =  2a 


oo, 


l'our  a*  =  oo  ou  z  =  0,  la  traction       ^a       devient     •    Le  rap 

Z  ~  o 

port  des  dérivées  des  deux  termes  est 


sin  j 
2.'  eos  s 

1 


sin  s  1 

z        2  cos  s 


sa  M'aie  valeur  étant  — ->  eelle  de  y  est  e~~ a, 


II. 


y  =  iça+bh,     p  o  u  r     ,iv  =  0 . 
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On  trouve  y  —  0°.  Comme 

Ix  1 

ty  =       r-  77-  —  -  ' 

a  -f-  to        a 

Ix 

1  L 

sa  vraie^aleur  est  -  ,  et  celle  de  y  est  ch  . 

b  J 

III.        y  ==  (a   |-  èe1^)"*-2* ,     lorsque  x  croit  vers  „  ■ 
Comme  on  trouve  oo°,  nous  cherchons  la  vraie  valeur  de 

TZ  —  2x 
En  dérivant  les  deux  termes  de  la  dernière  fraction,  on  obtient 

fl  -  -  x 
bê*x  2  b  \2>l 


(a  +  fc?***)  cos2  a?'  (it  —  2#)2  "    ae~^x  +  6'       .    71 

v     '  ;  v  ;  2  sin-  f  -  u  —  x 


- 


Donc,  pour  a*  =  -  —  s  où  i  tend  vers  zéro,  on  a  Uni  ly  =  2, 
lim  y  =  e2. 

Pour  a*  =  *    I-  s  on  trouve  lim  y*  =  1. 

2 

1  N  DÉTE  RMIN  AT  IONS    REE  LLES. 

148.  Il  existe  des  fonctions  de  x  auxquelles  on  ne  peut  assi- 
gner une  valeur  pour  x  —  a,  et  qui  ne  tendent  pas  non  plus  vers 
une  limite  déterminée  lorsque  x  tend  vers  a.  Ces  fonctions  sont 

réellement  indéterminées  pour  x  =f  a  ;  par  exemple,  sin 

x  —  il 

Une  fonction  peut  tendre  vers  une  limite  pour  a*  =  a,  sans 
que  celle-ci  résulte  de  la  règle  de  l'IIospital.  Ainsi,  la  fraction 

2x  -j-  3  sin  x 

bx  —  4  cos  x 

oo 
prend  la  forme        pour  x  =  oo.  En  divisant  ses  deux  termes 
oo 

2 

par  x  on  trouve  la  vraie  valeur  ~;  mais  la  règle  donnerait 

o 

2  -f  3  cos  x 

5   |-  4  sin  x 

fraction  réellement  indéterminée  pou1'  x  ==  oo. 
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Des  fractions  '  ;  • 

139.  Supposons  que  les  fonctions  f  x,  y),  o  x,y)  s'annulent  pour  x*—  a, 
v  __  b.  si  le  théorème  de  Taylor  (123)  est  applicable,  on  a  : 


>         etc.,  désignant  les  dérivées  partielles  de  /"(.y,  -y)  ou  l'on  remplace 


da    db 

les  variables  .v,  y  par  a,  6;  par  conséquent, 


df      kdf         1    /    d-f 


f{a  +  hyb-\-k)       da    '    //  db   r  1.2\    da2  / 

•;rt-l-7/,/y-|-/ii        t)cp        £<*p  1     /     d'z<?  \ 

dct  +  hdb  +  1.2V  '  àaz  -r—y-r-— 


Faisons  maintenant  tendre  /i  et  A-  vers  zéro  d'après  une  loi  quelconque: 
k 

h 


alors  le  rapport      tend  généralement  vers  une  limite  déterminée  À,  et 


àr_      df 

,.      f'(a  +  h,  b-\~  h         da    r      ^ 
<p(a  -f-  A,  6  +  A)        6b  6»'f 

La  valeur  de   -4  '--     »  pour  .v  =  a  et  y  =  £,  varie  donc  avec  a.  Mais  si 

?(*,  y) 

f(a-\-h,b  +  A)         d/1  dtp 

la  limite  de  -- — ^  est    -îtt' 

-f(«  -f-  A,  6  -1-  A)         da   db 

,       .      df    do     df     do 
Lorsque  les  quatre  dérivées  --  >  T-  »    .,    )      '    sont  nulles,  on  a 

da    da    do     do 

*r  +  o>  ""-r  +  >,  *i 

,.      f(a  -f-  7i,  6  -f-  k)       da"  ^  ~   dadb    r      db2 
li  m 


.>     j 


?(a  +  a,  ô  +  A)"  ^j     ,    o)   *!?   +  )^ 

la  limite  cherchée  dépend  encore  de  },  à  moins  que  les  dérivées  partielles 
du  second  ordre  de  /\u,  b)  ne  soient  proportionnelles  aux  dérivées  corres- 
pondantes de  tf(a,  b).  Ainsi  de  suite. 


-  12 


o 


Exemple. 


&   -\-  y  —  w  —  '/ 
—  '  i)our  r      1»  y  =  1 


'zxy  —  oo  —  y 


On  trouve--  En  conservant  les  notations  précédentes,  on  a 

£-2.-1,     ¥-2t,-l,     £-^-1,     ^Sto-1, 

cte  ');/  r).r  »v 


ensuite 


'v'=i,  ^ 

rJa  db 


1       ^=1      -  -  -1 


Les  dérivées  du  premier  ordre  de  f(a,  b)  étant  proportionnelles  à  celles 
de  cp(a,  6),  l'expression  proposée  admet  une  vraie  valeur,  qui  est 


df  §  d<p 


1. 


Exercices  et  notes. 


Trouver,  ponr  les  valeurs  indiquées  des  variables,  les  vraies   valeurs 
des  expressions  suivantes  : 


! 


x*  —  4x~  -f-  5#  —  2 


»  pour  x  —  2. 


x"  —  3x 

sin  (te;  a?) 

2.  -    -\-5      ,  pour.r  =  0.       1  . 

tg-  (sin  x)  v  ' 

l(x—  \G;2  —  1) 

3.  ,  ,  pour  .v    =1.    (—  1). 
\  oo2  —  1 

sin  (se2) 

4.  ;  ,  pour  x  =  0.        (2) 
1  —  cosa?   J 

\  a  ■  |-  .r  —  \J2a 


o.       i 


\Ja  -\-2x  —  \3a 


i     ,  pour  x       a. 


tg  x  —  x 

6.  .  — ,  pour  a*  =  0.        (2) 

x  —  sin  x 


7.  0 —      — ,  pour  a-     -  (t. 


9/ 


7>J 


V 


a 


À])pliquer  la  règle  de  l'IIospital  ou  écrire      -      1 

(        r\x 
lopper     1  --J —       par  la  série  du  binôme. 


Al  -f  x  +  x~) 

,  pour  x      0. 


(OO;. 


- 

a  ' 


et    déve- 


sni-  x 
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2  te*—  tff  2x 


x{\  —  COS  3a?) 
Ramener  l'expression  à 


,  pour  x       0. 


_-l 
9 

sin3  je 


3  c 

a;  cos  x  cos  2a?  sin-  — 


,    et  remplacer  les  sinus 


par  les  arcs  (28'- 
<?*—!— J(l+a?) 


10. 


a?s 


.  pour  x  =  0.        'lj 


arc  cos  (1  —  a?)  n        ... 

11,  ,  pour  .v  =0.        il) 

\  2a?  —  x2 


tg  (a  +  #)  —  tg  (rt  —  #) 


arc  tg  (a  4-  a?)  —  arc  tg'  [a  —  x) 


,  pour  x  =  0. 


1  4-  a" 
cos2  a  y 


13.   Limite  de 


rtx  sin  ta?  —  A*  sin  wv 


,  1°  lorsque  a  et  />  étant  fixes,  x  terni 


tg  ftjc  —  tg  bx 
vers  zéro  ;  2°  lorsque  x  et  a  étant  fixes,  b  tend  vers  a. 
Réponse:  1°    —  1  :     Vu   ax~]  cos2  a#  |  sin  «a?  —  a  cos  aa?) 


14.  .  .  pour  x       0.         il) 

.'■  —  sin  a1 


(1  -h  a?)ï  —  e 
15.  ,  pour  x  =  0. 

x 

La  règle  de  rilospital  donne 


1 


1 
~2e 


11  ^     j     ,d    h*) 


a?' 


Le  premier  facteur  a  pour  limite  e:  pour  le  second,  ou  développe  en  série 
et  M  -}-  x),  ou  bien  on  applique  la  règle  de  rilospital  après  avoir 

1  4- x 

réduit  ce  facteur  à  une  seule  traction. 


x  —  x-  cos 


1 


1(5 


x 


sin  x 
x 


,  pour  x       0.         1 

1 


Ecrire  (1  —  x  cos 

sin  c  as 


i: 


/  cos  a, a?  |  -  /  cos  a2a?  4  •  •  •  /  cos  a„a? 


/cos3rr  4  /cos  ;!,.>• -j    ...    |-  /cos^a 


»j+«-j+»..4-«»\ 

q     •  i,om'  -v    :°-    jw_n«  , 


I     Qï    I 

Tft   r     "-T? 


"KX 


18.   M  2  —  -     .  tg       .  pour  .v  =  a. 


p; 


.  a  b 


19.    (cosaa-)bx    \  pour  .v  =  0.      \e  /. 
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20.    i  )        P0U1"  *  =  0.      (c). 

81.  (k0x™  4-  Ala?m+1    h  -••    h  Am)x",  pour  a-  =  oo.     (I) 

22.  I— -    -     "       L  J       pour*  =  oo.      K«2  •••  «n). 

23.  tg  2x  cotg  f  -  tu    \-  x),    pour  a-  =     -  .      - 
l  sin  a.a?  -\-  l  sin  a„#  -j-  ...  -\-  l  sin  ana?  /n 

24.  y    .      Q-        ;     /    : ; q-        ,  ,     /      •      o      '     l)OU1*  *  =0- 

l  sin  PjO?  4-  *  sin  p2x  -\~  ...  -\-  l  sm  ppa?  \p 

Diviser  chaque  terme  du  numérateur  et  du  dénominateur  par  lx,  et 

/  sin  axx    l  sin  a0x 
elierener  la  limite  de  -       ,  ,____*_,  ,      par  la  règle  de  l'IIospital. 


:.r  —  1 
2x* 


25.    "v,..o  r/ o2r.x      ir '    P°ur  x  =  ° 


Réduire  au  même  dénominateur  et  observer  (122)  que 
i*~*  —  1  —  2~x  f\  -f  ttx  4-  ?  ~2.r2  -f-  ... 

26.  :       -,  ,  '  pour  a;  =  1.       - 

lx  1  —  x1  \4 

,  7:(1  —  .t2;  sin  -  -.r  —  4x  cos  -  7MC 

_  ,  1  -il  £ 

Ecrire  -  —  > 

Ax(\-\-x)  1 

(1  —  x)  cos  -.r.x 

dériver  les  deux  termes  de  la  dernière  fraction,  diviser  les  deux  termes 

1  1  —  x         2 

de  la  nouvelle  fraction  par  cos  --  ~x  et  observer  nue  lim  -  =  -  • 

2  1  7t 

cos      ~  r 

tgrctgy  —  1  1         /8 

27.  -s-    ^  »     pour    a?  =  y  =  -  Kl     f  - 

y       lti 

te    h  /'/ 

28.  ,    '    pour   x  -=  î/  =   1.      (  Indétermination  réelle 
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CHAPITRE  IX. 


MAXIMA    ET    MTXIMA 


Fonctions  d'une  seule  variable. 


150.  Nous  revenons  sur  les  premiers  développements  de  cette 
théorie  exposés  ci-dessus  (85). 

Définitions.  —  Une  fonction  F(x)  qui  est  continue  dans  l'in- 
tervalle infiniment  petit  (a  —  h,  a  -j-  h),  est  dite  un  maximum 
pour  x  =  a  lorsque  F(a)  surpasse  toutes  les  valeurs  de  F(x 
dans  l'intervalle  (a  —  h,  a  -\-  h)  ;  autrement  dit,  la  fonction  croît 
dans  l'intervalle  (a  —  h,  a)  et  décroît  dans  l'intervalle  [a,  a  -f  /i). 
F[a)  est  un  minimum  lorsque  F(x)  décroît  dans  l'intervalle 
(a  —  h,  a)  pour  croître  ensuite. 

D'après  cela,  pour  toutes  les  valeurs  infiniment  petites  de  /?, 
positives  ou  négatives  : 

F(a   |    h)  —  F(«)  <  0,     si  F(a)  est  un  maximum  ; 
F(«  -f-  1»)  —  F(a)  >  0,     si  F(a)  est  un  minimum. 

151.  La  représentation  géométrique  de   l'équation  y  =  F(.v) 
élucide  les  particularités  qui  se  présentent  dans  eette  théorie. 

1°  Une  fonction  [fig.  8)  peut  avoir  plusieurs  valeurs  maxima 
on  minima   AA',   BB',   CC,  ...,  lesquelles   doivent   se   succéder 

Fie-,  S. 


y 

/ 

( 

E 

^          / 

\ 

>/" 

V.1 

^s. 

Y 

y 

^G 

0 

/ 

:'     I 

y    i 

I 

'/ 

-X 


alternativement,  Un  maximum  AA  peut  être  moindre  qu'un 
minimum  DD';  un  minimum  négatif  BB' devient  un  maximum 
quand  on  ne  considère  que  sa  valeur  absolue,  et  un  maximum 
négatif,  pris  positivement,   devient   un   minimum.  Les  maxima 
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et  minima  de  F(x)  sont  généralemeiit  les  ordonnées  des  points 
A.  1>,  ...  où  la  tangente  est  parallèle  à  l'axe  OX;  par  suite,  les 
valeurs  correspondantes  de  x  sont  racines  de  l'équation  F'(x)     0. 

Cependant,  la  tangente  en  un  point  F  peut  être  parallèle  à 
OX  sans  que  l'ordonnée  FF'  soit  un  maximum  ou  un  minimum; 
la  dérivée  F'(.v)  passe  alors  par  zéro  en  conservant  son  signe. 

2°  Un  maximum  ou  un  minimum  peut  avoir  lieu  en  un  point 
de  rebroussement  A  [fig.  V1  a  tangente  parallèle  à  OY;  la  déri- 
Fig.  y.  Fig.  io. 


Y 


A    \ 


\F 


A' 


X 


vée  F'(x),  en  ce  point,  devient  infinie  en  changeant  de  signe. 
Si  la  dérivée  devient  infinie  en  un  point  B  sans  changer  de 
signe,  l'ordonnée  BB'  n'est  ni  maximum  ni  minimum. 

3J  La  courbe  peut  présenter  un  point  anguleux  A  {fig.  io), 
avec  deux  demi-tangentes  AC,  AD',  situées  du  même  coté  d'une 
parallèle  à  OX  menée  par  A.  L'ordonnée  A  A'  est  alors  un  maxi- 
mum ou  un  minimum  ;  la  dérivée  F'(x),  au  point  A,  devient 
discontinue  par  saut  brusque  en  changeant  de  signe.  Si  la  déri- 
vée, en  un  point  B,  passe  brusquement  d'une  valeur  finie  aune 
autre  valeur  de  même  signe,  l'ordonnée  BB'  n'est  ni  maximum 
ni  minimum. 

4°  Lorsque  la  fonction  F(ac),  pour  la  valeur  x  =  a,  passe  de 
l'imaginaire  au  réel  ou  inversement,  on  peut  appeler  F(a)  un 
maximum  ou  un  minimum  singulier  ;  la  première  définition  (150; 
n'est  plus  applicable.  La  dérivée  F'(a  -f-  o)  ou  F'(a —  o)  peut 
avoir  une  valeur  réelle  quelconque.  Le  maximum  ou  le  mini- 
mum  de   F(x)   correspond  maintenant  à   une   valeur   extrême 

de  x.  La  fonction  cos  yl  — x2  offre  un  exemple  de  ce  cas  :  les 
ordonnées  des  points  d'arrêt  A',  A  sont  des  maxiina  singuliers 
séparés  par  un  minimum  ordinaire  (p.  65). 

Si  la  fonction  F i.vj  devient  discontinue  par  saut  brusque  pour 


Neuberg.  —  An.  Inf.  I. 


9. 
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,v  _  a,  on  distingue  deux  branches  de  la  fonction,  l'une  dans 
l'intervalle  (a  —  h,  a)  et  L'autre  dans  l'intervalle  (a,  a  -f-  A).  On 
peut  alors  considérer  un  maximum  ou  un  minimum  singulier  de 
F(x),  Fui  —  o)  et  F(a    |-  o),  pour  chacune  des  deux  branches. 

152.  Théorème.  —  Les  valeurs  de  x  (jui  correspondent  à  un 
maximum  ou  minimum  d'une  fonction  continue  F(x),  rendent 
la  dérivée  F'(x)  nulle,  infinie  ou  discontinue  pur  saut  brusque, 
en  la  faisant  passer,  respectivement ,  du  positif  au  négatif  ou 
du  négatif  au  positif. 

Eu  effet,  si  la  fonction  V  x)  est  continue  pour  .y  =  a  et  devient 
maximum  (minimum)  pour  cette  valeur,  elle  est  croissante  (dé- 
croissante) dans  l'intervalle  (a  —  h,  a)  et  décroissante  (crois- 
sante) dans  l'intervalle  (a,  a  -f-  h).  La  dérivée  F'(.v)  est  donc 
positive  (négative)  de  a  —  h  à  a,  et  négative  positive)  de  a  à  a-f-  h. 

Si  la  dérivée  F'i.y)  est  continue  dans  l'intervalle  (a  —  h,  a  +  /i), 
clic  ne  peut  changer  de  signe  qu'en  passant  par  zéro  pour  x  =  a. 
Mais  elle  peut  aussi  changer  de  signe  en  devenant  infinie  ou 
discontinue  par  saut  brusque. 

Le  théorème  est  donc  démontré. 

Remarque.  —  Ordinairement,  les  valeurs  de  x  qui  rendent 
V(xt  maximum  ou  minimum  sont  racines  de  l'équation  F'(jc)  =  0. 
Une  étude  directe  de  F'(x)  suffit  souvent  pour  constater  que 
cette  quantité  change  de  signe,  ou  conserve  son  signe  au  passage 
de  x  par  une  valeur  qui  l'annule.  S'il  n'en  est  pas  ainsi,  on  a 
recours  au  théorème  suivant. 

153.  Théorème.  —  Soit  a  une  racine  de  Véquation  F'(x)  =  0,  et 
soit  F"  (x)  la  première  dérivée  de  F(x)  qui  ne  s'annule  pas  pour 
x  a.  Si  n  est  pair,  F(a)  est  un  maximum  ou  un  minimum 
suivant  que  Fn(a>  <  0  ou  >  0.  Si  n  est  impair,  F(a  n'est  ni 
maximum  ni  minimum. 

En  effet,  par  hypothèse, 


F'(a)  =  0,     FVJ  =  °> 


Fi"   ]  rf)  =  0,     F(Q)(a)       0; 


d'où,  en   appliquant   le  théorème  de   Taylor  avec  le  reste   de 
Lagrange, 


F(a    i    /<)  —  F(a 


//" 


//  : 


j  F"  (a   |    0/,).     0  <  0  <  1 
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Si  h  est  suffisamment  petit,  F  "'(a  -|-  O/7)  a  le  signe  de  F  "  (a). 
(îela  posé,  nous  distinguons  les  eus  suivants  : 

1°  n  est  pair  et  Fvn,.(ai  >  0.  Alors,  quel  que  soit   le  signe  de  h, 

Fia    |    h)—  F(a)>  0; 

donc  F(a)  est  un  minimum. 
2°  n  est  pair  et  Fn(a)  <  0.  On  a  maintenant 

F(a   |    //)  —  F  (a)  <  0, 

et  F(a)  est  1111  maximum. 

3°  n  est  impair.  La  différence  F(a  -h  a)  —  F(a)  change  de  signe 
avec  h  ;  donc  F  (a)  n'est  ni  maximum  ni  minimum  :  la  fonction 
F(«v)  est  constamment  croissante  on  décroissante  dans  l'inter- 
valle (a  —  /*,  a    |-  /i). 

On  dit  que  F(a)  est  une  valeur  stationnai re  de  F(x)  :  la  courbe 
représentative  de  F(.x)  a  un  point  d'inflexion  pour  x  =  a. 

154.   Remarque-  —  La  remarque  suivante  simplifie  souvent 
l'application  de  la  régie  précédente. 
Supposons 

F'[oo)  =  f(œ)v(x),  (1) 

et  soit  a  une  valeur  de  x  qui  annule  f(x)  sans  annuler  ®(ac). 
De  la  relation  (1)  on  déduit 

F"(*)  ee  ^(*)?(«0  -h  f(ai)i(œ)  ;  (2) 

par  conséquent  F"(a)  = /''(a)cp(a),  de  sorte  qu'il  suffit  de  dériver 
le  produit  f(x)v(x)  comme  si  le  second  facteur  était  constant  Si 
/''(a)       0,  on  trouve  en  dérivant  l'identité  (2)  : 

F'»  =  f\œ)»(œ)  +  2f\xy9\x)  +  f\x)f(oc), 

d'où  l'on  conclut  :  F'"(a)  =  /""(a)çp(a). 
En  général,  si 

f{a)  --=  0,     /""(a)  =0,     ...     /*»-*>(«)  -  0,     /tn-i (a)  ^  0; 

on  a  F^(a)  =  /^n_1)(a)<p(a). 

Tl  suffit  donc  de  chercher  la  première  dérivée  de  f(x)  qui  ne 
s'annule  pas  pour  x  =  a.  Si  elle  est  d'ordre  pair,  F(a)  est  une 
valeur  stationnaire  ;  si  elle  est  d'ordre  impair,  F(a)  est  un  maxi- 
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muni  ou  un  minimum  suivant  que  le  produit  de  cette  dérivée 

par  cp(ac)  est  négatif  ou  positif  pour  x  =  a. 

i 

155.  Exemples.  —  I.  Maximum  ou  minimum  de  a*x. 

Tl  revient  au  môme  de  chercher  le  maximum  ou  le  minimum 

1  Ix 

du  logarithme  de  .vx  ou  de  la  fonction  F(x)  = 

x 

On  a 

1  /,. 

La  dérivée  ¥\x)  s'annule  pour  Ix  1  ou  pour  .v  —e;  de  plus, 
elle  passe  du  positif  au  négatif  lorsque  x  variant  de  0  à  oo  tra- 

verse  la  valeur  e.  Donc  la  fonction  a*x  est  maximum  pour  .y     e. 
D'ailleurs,   on  trouve   en   dérivant   seulement   la    différence 
1  —  Ix  qui  s'annule  pour  x  =  e  (154)  ; 

fv)  =  —  -1  <  o. 

II.  Maximum  ou  minimum  de 

m  et  n  étant  des  entiers  positifs. 

La  fonction  est  nulle  pour  x  0  et  pour  x  ==  a,  et  elle  est 
positive  dans  l'intervalle  (0,  a)  ;  donc  elle  admet  au  moins  un 
maximum  dans  cet  intervalle.  On  trouve  facilement 

V'i.ri       xm ~l(a  —  x)n~\ma — [m    \    »)->■}. 

Les  racines  de  l'équation  F'(.v)       0  sont 

1  -  J       m    j-  n 

ces  nombres  sont  les  seuls  qui  puissent  rendre  F(a')  maximum 
ou  minimum,  mais  nous  devons  examiner  si  F(.v)  change  de 
signe  lorsque  x  variant  de  —  oo  à  -f-  oo  traverse  Tune  de  ces 
valeurs. 

1°  Si  m  est  pair,  le  facteur  a*111"1  de  F'(.v)  passe  du  négatif  au 
positif  au  moment  ou  x  passe  par  zéro  ;  les  autres  facteurs  sont 
positifs  pour  x  —  0,  et  conservent  leur  signe  dans  un  intervalle 
infiniment  petit  i  -  /*,  h).  On  en  conclut  que  F(0)  est  un  minimum. 
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Si  ni  est  impair,  xm  '  ne  change  pas  de  signe  dans  l'intervalle 
( — h,  h);  il  en  est  de  même  de  F'(.v).  Donc  F(0j  n'est  ni  un 
maximum  ni  un  minimum. 

2°  Si  n  est  pair,  le  facteur  (a — .y)""1  passe  du  positif  au 
négatif,  dans  l'intervalle  (a  —  h,  a  4-  /*)  ;  les  facteurs  .v"  '  et 
nui  —  (ni  |-  n)x  ont  un  signe  constant,  celui  qu'ils  ont  pour 
x  —  n.  11  en  résulte  que  F'(x)  passe  dn  négatif  an  positif  ;  donc 
Fia)  est  un  minimum. 

Si  n  est  impair,  F(a)  est  une  valeur  stationnaire. 

3°  Le  dernier  facteur  de  F'(x)  passe  du  positif  au  négatif,  dans 
l'intervalle  (x3  —  h,  x3  |-  h)  ;  les  deux  autres  facteurs  étant 
positifs  pour  x  =xz,  ¥(xz)  est  un  maximum. 

111.  F(x)  =  cx  -f  c~x  -h  2  cos  a?. 

La  dérivée 

F'(j?)  =  cx  — ^~x  —  2  sin  a;, 

s'annule  pour  x  =  0.   Pour  voir  si  cette  valeur  correspond  à  un 
maximum  ou  à  un  minimum,  nous  la  portons  dans  la  dérivée 

F"{x)  —  cx  -j-  e_x  —  2  cos  jc. 

Comme  F"(o)  =  0,  nous  passons  à  la  dérivée 

F"'(a?)  =  ex  —  c~x  +  2  sin  a?. 

Ayant  F'"(o)  =  0,  nous  calculons  la  dérivée 

Flv(a?)  =  ex  -f  e~x  -f  2  cos  a?. 

Or,  FlV(o)  >  0;  donc  F(o)  est  un  minimum. 
L'équation  F'(.v)  —  0  n'a  pas  d'autre  racine  réelle  que  x    -  0. 
Car,  en  développant  ex,  e   x,  sin  «v  en  séries,  on  trouve 

{    /y*o  7"  /vil  1 


j     /y*o  /y*  t  71  1  1 


IV.  Parmi  les  arcs  de  cercle  de  même  longueur  donnée  a, 
trouver  celui  qui,  avec  sa  corde,  limite  une  aire  maximum. 

Soient  ABC  un  arc  de  cercle  de  longueur  a,  u  l'aire  du  seg- 
ment ABCD  (fig.  11).  Prenons  pour  variable  indépendante 
l'angle  au  centre  A  OC  =  x  ;  nous  aurons  a  =  x  .  OA,  et 

u  c=  secteur  OABC  —  triangle  OAC  =-a.OA  ---OA   sin  ,»•. 
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En  éliminant  l'inconnue  auxiliaire  OA,  on  trouve 

si  u  x 


u 


1    2oc 


x- 


La  dérivée  de  la  dernière  fraction  est 

x 


œ(l    |-  cos  œ)  -f-  2  si n  x 


eos 


x2 


yy  /y»  /y* 


,v 

Le  l'acteur  eos  r  s'annule  pour  x  =  -  en  passant  du  positif  au 

négatif;  la  parenthèse  et  le  dénominateur  étant  positifs  pour 
x  =  -,  cette  valeur  correspond  à  un  maximum  de  u.  Par  consé- 
quent, le  segment  cherché  est  un  demi-cercle. 

156.  Fonction  de  deux  variables  liées  par  une  équation  de 
condition.  —  Soit  à  chercher  le  maximum  ou  le  minimum  de 

w  =  F(af,y),  (1) 

sachant  que  x  et  y  vérifient  l'équation  donnée 

<?(•'%  y)  =  0.  2) 

On  rentre  dans  le  cas  d'une  seule  variable  en  considérant, 
dans  Fuw  y),  y  comme  une  fonction  de  x  définie  par  l'égalité  (2). 
Si  on  se  place  dans  les  conditions  ordinaires,  la  dérivée 
totale  de  u  par  rapport  à  x  doit  être  nulle,  et  celle  du  deuxième 
ordre  est  positive  dans  le  cas  d'un  minimum,  négative  s'il  y  a 
un  maximum. 

Les  équations  (1)  et  (2)  donnent 


du 


>F'X  +  F'y.?/',      ?'x  +  r'y.y 


dx 


d'où,  en  éliminant  l'inconnue  auxiliaire  y', 


0; 


du 
dx 


1     \i  y  l    y»s 


(3) 


r  y 


35  - 


Les  valeurs  cherchées  de  x  et  y  vérifient  donc  les  équations 
P'y?y  ~  F'y?x  =  0,      f(a?,y)— 0.  (4) 

11   reste  a  déterminer  le  signe  qu'une  solution  -.v,  y)  de  ces 
équations  donne  a  la  dérivée       ...    Posons  F'x»'y  —  F'y<f'x  —  ''  ; 
alors  (154) 


du 
dx 


r 


r'.v 


En  remplaçant  y'  par  sa  valeur  tirée  de  (2)  on  obtient 


d2tc 
dx2 


'  »t  y 


y'y?'x 


Si  la  solution  considérée  rend  l'expression  u'xb'y  —  *A'f'x  posi- 
tive ou  négative,  elle  correspond  à  un  minimum  ou  à  un 
maximum. 

157.  Applications.  —  I.  Trouver  le  quadrilatère  d'aire  maxi- 
mum, formé  nuée  quatre  droites  données  a,  b,  c,  d  (fig.  12). 


Le  quadrilatère  est  déterminé  si  on  connaît  encore  iin  angle. 

Tour   plus  de  facilité  nous  introduirons  deux  angles  opposés  x 

et  y;  ees  inconnues  sont  liées  par  une  équation  de  condition, 

2 
qu'on  obtient  en  égalant  les  expressions  de  AC    calculées  dans 

les  deux  triangles  ABC,  ADC.  On  trouve  ainsi 


dl  -f-  h'1  —  2ab  eos  x  —  c2  -f-  d2  —  2cd  cos  y. 


m 


Soit  11  l'aire  du  quadrilatère  ;  les  triangles  ABC,  ADC1  ayant 

1     /     •  l      7    ■ 

pour  mesure  0  no  sm  .v,  ~  ed  sin  y,  on  a 


2w  —  aô  sin  .r  4-  coJ  sin  y 


(2) 
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Considérons  y  comme  une  l'onction  de  a*  définie  par  l'équa- 
tion (1).  Les  égalités  (2)  et  (1)  donneront 

r    dU  7  7  i  i         ■  i       •  i 

2       =  au  cos  x  -|-  c<'  cos  y  .y  ,     «6  sm  x  =  c<7  sin  //  .//  ; 

d'où,  en  éliminant  y', 

o?w        a£  sin  (.-•;  -f-  !/) 
dx  sin  /y 

Pour  trouver  le  maximum  ou  le  minimum  de  u,  nous  égalons 

àzérola  dérivée       ;  nous  posons  donc  sin  (x-\-y)  =  0,  d'où X  +y==^, 

car  la  nature  de  la  question  écarte  les  hypothèses  x  -]-  y  =  0, 
x  -f-  y  =  2~.  On  vérifie  que  u  est  maximum  pour  x  -\-  y  =  -  en 
observant  que  la  dérivée  seconde  de  u  (154) 

ah 

o  •-    cos  0»  +  s/)  (i  -\-y)  <  o 

pour  A*  +  y  =  ~  Je  l'acteur  l  +  v'>0);  donc  le  quadrilatère 
inscriptible  formé  avec  les  côtés  donnés  a  une  aire  maximum. 

Pour  traiter  le  problème  par  une  méthode  élémentaire,  écrivons  l'équa- 
tion   1 1  ainsi  : 

a2  +  hl  _  C2  _  (Ji 


ab  cos  x  ~  cd  cos  //,  (3J 

et  ajoutons  les  égalités  (2)  et  (3)  après  les  avoir  élevées  au  carre:  il  vient 

4u2  4-  7  ia2  ~\-°2  — c~  —  d'zyi  '—  a2b2  -J-  c2gT2  —  2abcd  cos  (a?  4-  //• 

Le  minimum  de  u  a  lieu  si  cos  (x  -\- y)  =  —  1;  il  est  donné  par  l'équation 
\Qu*  -  [(ab  4-  cy/)-  —  (a2  4-  62  —  c2  —  d2)2 

=  (a  4-  6  4-  c  —  r/)  (a  -J-  &  -  c  +  g?)  (a  -  h  -|-  c  +  «0  {—a  +  b  4-  c  |  rf) . 

IJ.   O/z  donne  deux  points  A  ^  B  (fig.  13),  situés  dans  deux 

Fig.  i3. 


milieux  différents,  séparés  pur  un  plnnV.   Un  mobile  se  meut 
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dans  le  premier  ni  i  lieu  avec  une  vil  esse  uniforme  a,  et  dans  le 
second  milieu  nuée  la  vitesse  uniforme  b.  On  demande  le  che- 
min que  ce  mobile  doit  suivre  pour  se  rendre  de  A  en  B  dans  le 
temps  le  plus  court. 

Menons  les  perpendiculaires  AA',  BB'  sur  le  plan  P  et  traçons 
la  droite  A'B';  les  données  de  la  question  sont 

AA'  =*  p,     BB'  =--  q,     A'B'  =  r. 

Le  chemin  cherché  se  eompose  évidemment  de  deux  droites 
qui  se  coupent  sur  le  plan  P.  Il  est  contenu  dans  le  plan  AA'B'B  ; 
car  s'il  était  formé  des  droites  AI),  DB,  on  abaisserait  DC  per- 
pendiculaire à  A'B',  et  les  droites  AC,  CB,  perpendiculaires  a 
DC,  seraient,  respectivement,  plus  courtes  que  AD,  DB  (*). 

Soit  donc  ACB  la  trajectoire  du  mobile;  menons  NX' perpen- 
diculaire au  plan,  et  appelons  x,  y  les  angles  ACN,  BCX',  dont 
un  seul  suffit  pour  déterminer  le  point  C.  L'équation  de  condi- 
tion qui  lie  les  deux  inconnues  x,  y,  se  déduit  des  relations 

r  =  A'C  +  CB',     A'C  ==  A'A  tg  x,     CB'  ■=  B'B  tg  y  ; 

par  conséquent 

r=ptgx  -f  qtgy.  (1) 

Les  droites  AC,  CB  ont  pour  longueurs  ->     -        >  et  puis- 

cos  x     l'os  y 

qu'elles  sont  parcourues  avec  les  vitesses  a,  6,  la  durée  du  trajet 
est 

u  =      P    ■+  ,     q       •  (2) 

acos  x       b  cos  y  v  ' 

Comme  y  est  une  fonction  de  x  déterminée  par  l'égalité  (1), 
on  a 

du  ^p  sinx        g  sin  y  p  q         ,  _=     _ 

dx      a  cos2 a?       b  cos2//  cos2  x        cos2  y 

en  éliminant  y1  on  trouve 

du  _        jj       /sin  x       sin// 
dx        cos2  x  \     a  b 


O  Plus  simplement,  il  n'y  a  pas  plus  de  raison  pour  que  la  trajectoire 
soit  située  d'un  côté  du  plan  AA'B'B  que  de  l'autre. 
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Le  minimum  de  u  exige    .         0,  donc 

clx 


sm  x       sm  y 
a  h 


<■■'>) 


Les  égalités  (1)  et  (3)  font  connaître  se  et  y. 

Pour  confirmer  que  la  relation  (S)  correspond  à  un  minimum, 

7° 

cherchons   7    ,  ;  le  facteur        0     étant  traité   comme   une   con- 
dx-  cos-.v 

stante  (154),  on  trouve  pour  cette  dérivée 


p      ,'cos.-)'       cos,?/    , 
cos2a?\    a  b     ' 


ou 


COS*# 


p       /cos./'        cos//y;  cos~// 

,2  ~  \ 


a 


On  voit  qu'elle  est  positive. 

158.  Fonction  implicite.  —  Etant  donnée  l'équation 

F(a?,  V)  =  0, 


(l) 


soit  à  trouver  le  maximum  ou  le  minimum  de  y. 

Les  valeurs  cherchées  de  x  et  y  doivent  rendre  la  dérivée  y' 
nulle,  infinie  ou  discontinue  par  saut  brusque.  En  excluant  le 
dernier  cas  et  se  rapportant  à  l'équation 


4-  F'y  •  y'  =  0, 


2 


F(*,y)  =0,     \ 

F',  =  0.  j  W 


(4) 


on  est  conduit  à  résoudre  les  systèmes 

P(a?,y)—0.     j 

F'y  =  0.  j 

Pour  qu'une  solution  (a,  /;^  de  l'un  de  ces  systèmes  soit 
admissible,  y'  doit  changer  de  signe  lorsque  x  varie  de  a  —  h  à 
a  -f  h.  Si  c'est  une  solution  de  (3),  on  a  y'  =  0;  on  peut  recourir 
au  signe  de  la  dérivée  y"  donnée  par  l'équation  (103) 

f^x  +  ze%  y'  - 1-  K  !'"'  +  K  v"  -  °-  <°) 

Dans  le  cas  actuel,  à  cause  de  y'  =  0,  on  a 


y  - 


F" 

XX 

F'v 


M 


Si  y"  >  0  ou  <  0,  la  solution  (a,  b)  correspond  à  un  minimum 
ou  à  un  maximum.  Si  y"  =  0,  on  examine  y'",  ...  (153). 

Les  systèmes  (3)  et  4)  pourraient  avoir  une  solution  commune. 
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Cette  solution  donnant  à  r  lu  former.1  on  cherche  la   vraie  va- 

0 

leur  de  y'  au  moyen  de  l'équation  (5).  Pour  que  l'on  ait  y'  0 
ou  r'-=oo,  on  doit  avoir,  respectivement,  FJJX  =  0,  F"  -  0  (:::). 
Si  la  vraie  valeur  de  y'  est  zéro,  la  valeur  correspondante  de  y" 

se  déduit  de  l'équation  (3)  du  §  I0o  ;  on  trouve 

F"' 

..Il  XXX 

.'/         -     -gj,,      ' 

"-";  XV 

et  suivant  que  y"  >  0  ou  <  0,  la  solution  considérée  donne  un 
minimum  ou  un  maximum  de  y. 

159.  Exemple.  —        ^3   |-  y3  —  Bxy  =  0. 
Les  systèmes  (3)  et  (4)  du  §  précédent  sont 

4-  y*  -  Zxy  ==  0,     |  .        n*  +  y»  —  Sœy    =  0,     j 

■x~  —  y  =  o.  )  ,y-  —  j?  =  u.  i 

Si  l'on  élimine  y,  le  système  (3)  donne  xG  —  2x3  =  0,  d'où 

j:  —  0,     y  =  0  ;  (a) 

o  g 

■''       V  2,     ^  =  y  4;  A) 

Le  système  (4)  admet  aussi  la  solution  (a)  et  en  outre 


a? 


3  - 
=  V  4,,     y  =  \  2  .  (c) 


Les  valeurs  (6)  annulent  y'  et  rendent  négative  la,  quantité 

F"  3 

y"  =  —  =7ï~>  donc  \/  4  est  un  maximum  de  v. 

r    y 

L'équation  proposée  étant  symétrique  en  x  et  y,  la  solution 
(c)  donne  un  maximum  de  .v  considéré  comme  fonction  de  y. 

La  solution  (a)  fait  prendre  à  y'  la  l'orme     ;   si  on  l'introduit 

dans  l'équation  (5)  du  §  158,  on  trouve   —  6y'  =  0,  donc  l'une 
des  valeurs  de  y'  est  nulle  et  l'autre  infinie.  La  racine  y'  ==  0 

donne 

F"  i 

II  _  XXX  I 

,/  3F,         3 


(*)  Cependant,  si  la  solution  considérée  annulait  à  la  fois  F"  ,  F",  F"  , 
il  faudrait  recourir  à  l'équation  (3,i  du  £  103  pour  voir  si  la  valeur  corres- 
pondante de  y'  est  0  ou  oo,  etc. 
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Donc,  zéro  est  un  minimum  de  r,  si  Ton  considère  la  valeur 
de  y  pour  laquelle  y'  =  0  quand  x  =  0.  A  cause  de  la  symétrie 
de  l'équation  proposée,  zéro  est  un  minimum  de  x  considéré 
comme  fonction  de  r,  la  valeur  correspondante  de  ri  étant  oo, 

La  courbe  représentée  par  l'équation  proposée  est  connue 
sous  le  nom  de  folium  de  Descartes   [fig.   i$\   Elle  a  un  point 

Fig.  14. 


double  en  O  et  une  asymptote  PQ;  un  point  maximum  B  cor- 
respond aux  valeurs  b>  ;  O  est  un  point  minimum  de  la  branche 
MO  A  ;  les  nombres  (c)  sont  les  coordonnées  du  point  A. 

160.  Cas  singulier  du  maximum  ou  minimum.  —  Soit  à 
trouver,  sur  la  circonférence  O,  un  point  M  dont  la  distance  au 
point  donné  A  soit  maximum  ou  minimum. 

Prenons  pour  axes  le  diamètre  OA  et  une  perpendiculaire  en 
O  (fig.  i5),  et  désignons  par  (a,  o),  [x,  y)  les  coordonnées  des 
Fig.  i5.  Fi"-.  16. 


points  A,  M;  nous  aurons  a  rendre  minimum  la  fonction 

u  =  (j;  —  a)'2  -f-  //- 
qui,  à  cause  de  la  relation  xz    \-  y2  —  r2,  se  réduit  à 

u  =  ce    f-  r2  —  2(xx. 
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La  règle  ordinaire  (152)  ferait  poser  u\    -  0,  ue  qui  n'a  pas  de 

sens.  Elle  n'est  pas  applicable,  parée  que  x  ne  peut  varier  que 
de  — a  à  -f-  a,  et  que  ces  valeurs  extrêmes  de  a-  correspondent 
précisément  au  maximum  ou  au  minimum  de  u. 

Avec  un  changement  de  variable  on  rentre  dans  la  règle.  Ainsi , 
si  l'on  prend  pour  axes  deux  diamètres  rectangulaires  quel- 
conques (fig.  16),  on  a  en  représentant  par  (a,  b)  les  coordonnées 
de  A  : 

u  =  (x  —  af  -f-  (?/  —  b)'\     x2  -f-  y2  =  r'-\ 

d'où  9  u\  =  x  —  a  -f-  (y  —  5)y'  =  0,     x   \  y  y'  =  0  ; 

puis,  en  éliminant  y', 

y  —  b==  y . 

JU      *~  Ci  JL/ 

On  en  conclut  que  les  points  cherchés  appartiennent  au  dia- 
mètre OA. 

On  peut  encore  prendre  pour  variable  l'angle  MOA  =  «>  ;  alors 

u  =  a2  -f-  r2  —  2ar  cos  o>, 

et  l'équation  ?z'(0  =  0  conduit  à  poser  w  =  0  ou  to  =  -. 

Fonctions  de  plusieurs  variables  indépendantes. 

161.  Définitions.  —  Considérons,  pour  fixer  les  idées,  la  fonc- 
tion u  =  F(a\  y,  z).  On  dit  qu'elle  est  maximum  (minimum)  pour 
x  -  n,  y  =  b,  z  =  c,  si  F(a,  />,  c)  est  plus  grande  (plus  petite)  que 
toutes  les  valeurs  que  prend  u  pour  des  valeurs  a\  y,  z  infini- 
ment peu  différentes  de  a,  b,  c.  En  d'autres  termes,  en  posant 

on  doit   avoir  pour  toutes  les  valeurs  infiniment  petites,  posi- 
tives ou  négatives,  de  h,  k,  I  : 

lu  >  0,     si  F(a,  6,  c)  est  un  minimum  ; 
lu  <  0,     si  F(a,  &,  c)  est  un  maximum. 

162.  Valeurs  des  variables.  —  Soit  F(a5  b,  c)  un  maximum 

de  F(.v,  y,  z).  Tl  est  clair  que  F(x,  b,  c)  passe  par  un  maximum 
pour  x  —  a;  par  suite,  la  dérivée  F'x(.y,  fr,  e)  change  de  signe  au 
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passage  de  x  par  a,  ce  qui  exige  qu'elle  devienne  nulle,  infinie 
ou  discontinue  par  saut  brusque.  De  même,  les  dérivées 
V'y  (a,  y,  c),  F'z(a,  /;,  c)  doivent  être  nulles,  infinies  ou  disconti- 
nues, respectivement  pour  y  =  6,  s  =  c.  Même  raisonnement 
pour  un  minimum. 

Eu  nous  bornant  au  cas  où  les  dérivées  partielles  de  F(a\  y,  z  \ 
sont  finies  et  continues,  nous  avons  la  règle  suivante  : 

Les  videurs  de  x,  y,  z  qui  rendent  maximum  ou  minimum  la 
fond  ion  F(x,  y.  z)  résultent  du  système  d'équations 

Frx(.r,  //,  z)  ^  0,     F'y(#,  y,  c)  =  0,     F'z  (x,  y,  c)  -  0. 

Autrement  dit,  ces  valeurs  rendent  identiquement  nulle  lu 

différentielle  tôt  nie 

du  =  V\<Lc    j    F'ydy  -f  F'zd:.. 

163.  Conditions  du  maximum  ou  du  minimum  de  u  -Fia-, y). 

—  Désignons  par  (.v,  y)  une  solution  du  système  F'x  =  0,  F'y  =0. 
Pour  qu'elle  corresponde  à  un  maximum  ou  à  un  minimum 
de  u,  la  différence 

le.  =  V[x  -\-h,y  -\-  k)  —  F (œ,  y) 

doit  avoir,  respectivement,  le  signe  —  ou  -f-  pour  toutes  les 
valeurs  infiniment  petites  de  h  et  k.  Or  (133) 

1    f  ,,()-¥       -  ,  7    d2F    ,    7.,')2F\    ,    D 
1.2.  V     &c2  to;>/  ^//V 

Le  signe  de  A?/,  pour  h  et  k  suffisamment  petits,  est  celui  de 

l;i  quantité 

d2F  d2F  d2F  , 

dru  -/r    /.,    \-2hk  l        -f  #      \(*) 

.«fx.*^»  d'2F  .  *? 

1   \  '   dx2  ^     ^  àxby    '    ~dyz 


a  désignant  le  rapport  .  ,  variable  qui  peut  passer  par  toutes 

h' 

les  valeurs  de  —  oo  à    |    oo.  Pour  que  le  polynôme  en  À  ait   un 


(*)  Ce  trinôme  représente  bien  la  différentielle  seconde  d2u  si  l'on 
considère  h  et  k  comme  étant  les  différentielles  des  variables  indépen- 
dantes x,  y. 

\u  a  le  signe  de  d'à  parce  que  le  reste  R  est  au  moins  du  >  ordre. 
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signe  constant,  ses   racines   doivent    être   imaginaires,  ce   qui 
exige 

d*F\2      d2F  dzF 
oxoyj        ox-    ùy 

Si  la  condition  (1)  est  remplie,  dlu  aie  signe  de   F"xx;  donc 
les  valeurs  considérées  de  x  et  r  correspondent  à  un  minimum 
on  à  un  maximum  de  u,  suivant  que  F''xx  >  0  ou       0. 
Lorsque 

/d'Fy      d2F  ()-F 
\dxdyj       ôx~    dy2 

d-u  a  encore  le  signe  de  F  '  pour  toutes  les  valeurs  de  X,  à  l'exception  de 
la  valeur  X]  qui  annule  d-u.  Pour  qu'il  y  ait  maximum  ou  minimum  de  »,  A» 

doit  aussi  prendre  le  signe  de  F  ,  pour  X  =X1.  Or  son  signe  est  celui  de  la 
quantité 

si  celle-ci  n'est  pas  nulle:  comme  il  change  avec  celui  de  k,  il  faut  que  la 
dernière  parenthèse  soit  nulle  et  que  d4u  ait  le  signe  de  F"  .  pour  À  =  Xi> 
Ce  cas  est  appelé  le  CcT.v  douteux.  * 

'  Lorsque  les  dérivées  du  second  ordre  de  F(.v,yi  sont  nulles  pour  les 
valeurs  de  x  et  y  qui  annulent  celles  du  premier  ordre,  on  a 

1     /      ô3F  <ï-'\:  r)3F  d3F\ 

3!   V^      dx3  àxdy  oxdy2  <)i/-}j 

An  a  donc  le  signe  de  la  parenthèse  ou  de  d?,u:  comme  ce  signe  change 
quand  on  remplace  h,  A* par  —  h,  —  k,  il  n'y  a  ni  maximum  ni  minimum. 

Cependant  si  les  dérivées  du  troisième  ordre  de  V(x.y)  étaient  nulles, 
\u  prendrait  le  signe  de  d'u,  etc. 

164.  Exemples. 

I ".  F[x3y)  =  (x  —  af  +  (y  -  bf  +  (x  -  y)*. 

Les  équations 

admettent  la  solution 

x  =  ^i£a-+  h)}     y  =--(2£  +  a). 
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Ces  valeurs  correspondent  à  un  minimum;  car 

d2F  d~F         _9     dzF  _ 

<).x-  dxôy  ""'     dy2 

„    .  f  d*F  Y      d2F<)2F  d*F      „ 

d'ou  i    -    -     —      ,--  <0,         .,  >  0. 

\oxoy  J        ox-  ùy~  ox- 

II.  F(a;,^)  =  (.v2  —  eue)  (y*  —  bx). 

Les  dérivées  partielles  ont  pour  valeurs 

ôF  ôF 

=  _  {a  +  M?/2  -j-  2afoc ,        -     =  Ai/  —  2(a  -f  b)xy, 
Ox  oy 

<)-Y  d-F  ô2F 

celles  du  premier  ordre  s'annulent  pour  x  =  0,  y  =  0.  L'exemple 
rentrant  dans  le  cas  douteux,  étudions  l'accroissement  lu  : 

Aw  =  F(7*,  *)  —  F(o,  o)  —  aô  (h—'*)  l  h 

k-    li': 
lu  change  de  signe  lorsque  h  passe  par  l'une  des  valeurs       -       : 

donc  F(o,  o)  n'est  ni  un  maximum  ni  un  minimum. 

165.  Maximum  ou  minimum  de  F(x,  y,  z).  —  Les   valeurs 
cliercliées  de  x,  y,  s  doivent  satisfaire  aux  équations 

<)F  =  0>  ^  =  o    ^  =  o: 

dx  dy  dz 

En  outre,  elles  doivent  donner  à  la  différence 

Lu  =  F(x  +  h,  y    !    h,  z  -f  l)  —  Fur.  //,  i) 

un  signe  constant  quels  que  soient  h,  k  et  /,  le  signe  -f-  dans  le 
cas  d'un  minimum,  le  signe  —  dans  le  cas  d'un  maximum.  Or  133 

\u    -    l    (h  f  +*|  +1  ~YF(*,y.*)  +  Ri 

1 . 2  \    dx  oy  oz  J 

doue  le  signe  de  lu,  pour  les  valeurs  suffisamment  petites  de 
Ji,  k,  /,  es1  celui  de  la  quantité 


Mo    - 


Posons,  pour  abréger, 


d-F  d'2F  dzF 

—  —  A  -A'  A" 

0a?2  cj//-  ds* 

<)2F  d'-F  <)2F 

B  — —  =  B'  =  B" 


dyds  dsd»  dxdy 


alors 


rf*M  ==  l\kr-  -f  A'u2  4-  A"  4-  2B"À!i.  -4-  2BfÀ  -h  2Bjjl) 
=  Z2(AX2  -f  2(BV  +  B')X  -4-  A'-i.2  -f-  2Ba  -f  A";. 

Pour  que  le  polynôme  entre  crochets,  considéré  par  rapport 
à  la  variable  À  seulement,  ait  un  signe  constant  (ce  signe  sera 
celui  de  A),  on  doit  avoir,  quel  que  soit  ;;., 

(B"u-  f  B')2  —  A(AV2  +  2B;jl  -f  A")  <  0, 

ou  (B"2  —  AA  V  +  2(B'B"  —  AB)u.  +  B'2  —  AA"  <  0,  (Ij 

condition  qui  entraîne  les  suivantes  : 

B"2  —  AA'  <  0,  (2) 

(B'B"  —  ABj2  —  (B"2  —  AA')  (B'2  —  A  A")  <  0.  (3) 

Si  celles-ci  ont  lieu,  les  valeurs  considérées  de x,  y, z  correspon- 
dant à  un  maximum  ou  à  un  minimum  suivant  que  A  <  0  ou  >  0. 

Si  l'inégalité  (3)  se  change  en  égalité,  on  a  le  cas  douteux.  Il 
existe  alors  un  système  de  valeurs  de  À,  [x  annulant  d~u  ;  pour  ce 
système  également,  An  devrait  avoir  le  signe  de  A,  ce  qui  exige 
que  d3u  s'annule  et  que  d4u  soit  de  même  signe  que  A. 

Lorsque  toutes  les  dérivées  du  2e  ordre  de  u  sont  nulles,  sans 
que  celles  du  3e  le  soient,  il  n'y  a  ni  maximum  ni  minimum.  Si 
celles  du  3e  sont  nulles,  on  étudie  le  signe  de  d4u,  etc. 

166.  Exemples.  —  I.  Etant  donnés  dans  V espace  n  points 
A15  A2,  ...,  An,  trouver  un  point  M  qui  rende  maximum  ou 
minimum  la  quantité 

2  2  ï 

u  =  &J .  MAi  -f-  a2  .MA2  -f-  ...  +  #n.MAn, 
a1}  a2, ... ,  an  étant  des  nombres  donnés. 

Xeuberg    —  An   inf.,  I.  10 
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Soient  (x,  y,  z),  (.v,,  yt,  2^),  (.v,,,  y2,  s2),  ...  les  coordonnées  rec- 
tangulaires des  points  M,  Al5  A2,  ...;  nous  aurons 

w  =  SûjKj?  — a?,)2  -f  (y  —  y,)2  -h  C-  —  -i)'2.i=> 
ofa  =  2la1[(a?  —  œ^ote  -f  (y  —  ^W//  +  (5  —  z,)dz], 
dru  =  2(ete2  -f  rfy2  -f-  cfc^Sa,. 

La  différentielle  du  doit  être  identiquement  nulle;  donc 

la^x  —  .t,)  —  0,     Sa^y  —  yj  =  0,     Sa^s  -  s^)  =  0, 


d'où 


.r 


S  '  ' 


// 


Sa, 


'1*1 

la. 


Supposons  Saj  >  0.  Les  valeurs  de  x,  y,  z  définissent  le 
centre  de  gravité  des  points  A{,  A2,  ...,  An  pour  les  masses 
u^,  n2,  ...,  an  ;  elles  correspondent  à  un  minimum  de  u,  car 
d*n  >  0. 

II.  u  =  a?î/s(l  —  #2  —  //2  —  s-). 

Les  valeurs  cherchées  de  a%  y  z  satisfont  aux  équations 

u\  =  yz  (\  —  3x~  —  y2  —  z~)  =  0, 
n'y  =  zx  (\  —  x-  —  3j/2  —  ~2)  =  0, 
u'z  =  xy(l  —  x2  —  y1  —  3c2)  =  0. 

Il  nous  suffira  d'examiner  les  solutions  suivantes  : 

1°  x  —  0,     y  =  0,     Z  quelconque  : 
2°  x  -=  0,     y  et  s  vérifient  l'équation  ?/2  -f-  z2  —  1  ; 
1    . 

75  ' 

1 

r  1  5  ' 


3°   .t  —  ?/  =  Z 
4°  x  —  y  —  — 


Les  délivres  du  second  ordre  de  u  ont  pour  valeurs 

A    =A'  ==  A"  =  —  6xyz, 
B    =a?(l  —  a?2  —  3,r  -  3c2), 
B'   =//(!  —  y-  —  3c2 
B"  =  s(l  ~  ~2  — 3x2 


Jar 


Les  deux  premières  solutions  ne  correspondent  ni  à  un  maxi- 
mum ni  à  un  minimum  ;  car  on  trouve 

d-u  =  2#  (l  —  y2  —  3c2j  hl  -f  2c  (1  —  c2  —  3</3)  M, 

de  sorte  que  d2u  change  de  signe  avec  h. 
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La  solution  x  =»  y       :  =     _    donne 


A  =  A'  =  A"  = 


G 
5i  5 


I!         :    B'   =    B"    = 


5  i  5 


r/-?f  = 


6 


On  peut  écrire 

G 


h*     !     /'-     |     /-     h   n(W+  M    +  M 


r/-V  =  — 


o  i   o 


?(#-f  *»  +  **)  + I  (^  +  *  +  *)•-] 


(/2/z  étant  constamment  négative,  on  a  un  maximum  de  u. 

La  solution  x  =  y  =  —  0  =  — =  correspond  à  un  minimum  de 

1/0  x 

z*  ;  car  »  ne  fait  que  changer  de  signe  avec  z. 


Maximum  et  minimum  relatifs. 


167.   Soit  à  chercher  le  minimum  d'une  fonction 

u    =  F(a?,,  ...  a?,n,  .rin  k ,  •••  a?i„+i,)  (1) 

de  m  -f-  iî  variables  lices  entre  elles  par  m  équations  de  condition 


fm   ^i>   •    •  ^"nij  ^ni+lj    ■••  ^m-j-ii; 


0. 


(2) 


La  valeur  cherchée  de  u  prend  le  nom  de  maximum  ou  mini- 
mum relatif,  par  opposition  au  maximum  ou  minimum  absolu 
qui  ne  suppose  pas  d'équation  de  condition. 

Si  l'on  tirait  de  (2)  les  valeurs  de  xlt  .v.,,  ...,  xM  pour  les  por- 
ter dans  l'équation  (1),  u  deviendrait  une  fonction  de  n  variables 
indépendantes  xm+lt  .  .  xm\-n,  et  la  différentielle  totale  de  la 
nouvelle  expression  de  u  devrait  être  identiquement  nulle. 

On  peut  calculer  cette  différentielle  sans  faire  les  éliminations 
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indiquées.  Car  de  (1)  et  (2)  on  déduit,  /)  étant  mis  pour  m  j-  n, 

i         dF    i        ,           i     dF    ;i               ()F    i  /<* 

du  =    ~  dxx  +  . . .  +  ^  **»  +  ...+_  d^ ,  (3) 


A  ^?1        7  1  !        ^?1       7  I  I        <tyl      7 

0  =  ^  rfr'  +  -  +  ùXmdx<»  +   -  +  ta.**» 


0  --    ,r"'  dœ1  H-  ...  +  T^'"  dxm  -f  ...  +  y'"  fltep. 


(4) 


dr,  r).rm  cb?p 

Tirons,  des  équations  (4),  les  valeurs  de  dx\,  dxz,  ...  dxm  pour 
les  substituer  dans  l'équation  (3)  ;  le  résultat  aura  la  l'orme 

du  =--  kYdxm  |_j  +  k.2dxm  |  .,  +  ...  -f  Anflfcp. 

Les  valeurs  cherchées  de  a'j,  a.,,   ...  xp  devront  vérifier  les 

équations 

A1==0,     A2  =  0,     ...,     A„  =  0, 

auxquelles  on  joindra  les  équations  (2). 

L'élimination  des  différentielles  dxx,  ...  dxm  se  fait  égale- 
ment par  la  méthode  des  multiplicateurs  indéterminés.  En  effet, 
ajoutons  à  l'équation  :3)  les  équations  (4)  multipliées  respective- 
ment par  des  facteurs  indéterminés  Xl5  À.,,  ...  Xmj  et  choisissons 
ceux-ci  de  manière  que  dans  la  nouvelle  expression  de  du 
les  termes  en  dx\,  .  .  dxm  disparaissent;  le  maximum  ou  le 
minimum  exigent  que  les  coefficients  de  dxm-\,  dxp  dans  l'ex- 
pression de  du  s'annulent.  Nous  aurons  ainsi  les  équations  : 

,      +  Ai  ,    -4-  *2  iir  +  •••  +  '-.n  , -  -  =  0, 

<)j\  OJ'i  ôxx  oxl 

—    -4    )    ')?1     U    ^  4-        4-)      r)'rm   -0 

dxt  +    l  ùx2  "*"    2  dr2  4"  -  -t-  A-  t)a?8  -  -  u,  (5) 


dF        ,    cb,  d©2  ^cpm 

Les  équations  (2)  et  (5)  serviront  à  déterminer  les  inconnues 
auxiliaires  Xf,  X2,  ...  Àm  et  les  valeurs  demandées  de  a,,  ...  xm+n. 

168.  Remarques.  —  I.  Les  équations  (5)  conduisent  à  la  règle 
suivante  : 

Pour  trouver  le  maximum  ou  le  minimum  d'une  fonction  F 
de  ni  +  n  variables  liées  par  ni  équations  de  condition 

rj>i  =  Oj      ç>2  ==s  Oj       •••      <pm  ===  ^> 
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on  exprime  que  la  fonction  auxiliaire 

F  +  Vfi  +  Kfi  +  •••  +*m?m 
jiasse  par  un  maximum  ou   un    minimum  absolu.   On  obtient 
ainsi  m  -f-  n  équations  que  l'on  joindra  aux  équations  de  condi- 
tion. 

II.  Pour  voir  si  une  solution  des  équations  (2)  et  (5)  corres- 
pond à  un  maximum  ou  à  un  minimum  il  faudrait  étudier  le 
signe  de  d2u.  La  nature  du  problème  rend  souvent  cette  étude 
inutile. 

169.  Cas  général  des  fonctions  implicites.  —  Pour  fixer 
les  idées,  considérons  le  système  d'équations 

f[x,  y,  z,  t,  u)  =  0,     fx[x,  y,  z,  t,  u)  =  0,     f,(x,  y,  z,  t,  u)  —  0, 

et  proposons-nous  de  déterminer  le  maximum  ou  leminimum  de  u . 
Si  l'on  éliminait  „y  et  y,  il  resterait  une  équation  ¥(z,  t,  u)  =  0, 
d'où  l'on  tirerait  une  valeur  de  du  de  la  forme 

du  =  kdz  -f  Bdl, 

et  l'on  poserait,  pour  le  maximum  ou  le  minimum  de  u,  A  =  0 
et  B  —  0.  Mais  on  peut  obtenir  la  différentielle  du  en  éliminant 
dx  et  dy  entre  les  équations 

dx  dy  ôz  dt  du 

f  dx  +  f  dy  +  f    dz  +  f   d(  +   f  du   _  0, 

dx  dy    J       dz  dû  du 


f  dx  +  f  dy  +  f  dz  +  f  di  +  f  du  =  o. 

dx  dy  dz  dt  du 

Pour  cela,  ajoutons  ces  trois  équations  après  avoir  multiplié 
les  deux  dernières  par  les  indéterminées  Xt,  X2,  et  exprimons 
que  dans  le  résultat  les  coefficients  de  dx  et  de  dy  sont  nuls. 

Pour  le  maximum  ou  le  minimum,  les  coefficients  de  dz  et  de 
dt  devront  être  nuls;  donc  on  a  définitivement  : 

àl  +  X  dJl  +  X  dù  _  o 

dx         l  dx         z  dx 


*1  +  X  d-f-i  4-  >  dCt  -  n 
dl  +  >  tÙ  +  )  dJt  -  o 


^  +  x1^  +  x8^  =  0 

du  du  du 
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0:i  joindra  ces  équations  aux  égalités  f=  0,  f\  —  0,  /*,  =  0. 

170.  Exemples.  —  I.  Déterminer  les  axes  de  la  section  faite 
dans  un  ellipsoïde,  par  un  plan  diamétral  donné. 
L'ellipsoïde  et  le  plan  diamétral  ont  pour  équations 


rz  ?/J  *i 

+  --+—  =  1 


«?  +  ?y  4-  y*  =  o. 


(1) 

(2) 


Un  demi-axe  de  la  section  étant  la  distance  maximum  ou  mini- 
mum du  centre  à  un  point  de  la  courbe,  la  question  revient  à 
chercher  le  maximum  ou  le  minimum  de  la  fonction 


u~ 


m2  4-  y2  +  s8, 


(3) 


où  A*,  y,  z  satisfont  aux  équations  (l)  et  (2). 
Eu  différentiant    on  trouve 

'''.  dx  -f  ■'  du  -f    %  ds  =  0, 

a-  b"     '  c~ 

%dx   }    %dy  -|-  ydz  =  0, 
."'v/,>;  -j-  ydy  -f-  Sûfe  —  Moftt. 

Ajoutons  ces  équations  après  avoir  multiplié  les  deux  pre- 
mières par  des  indéterminées  À,  ;j.;  dans  l'expression  ainsi 
obtenue  pour  udu,  nous  égalons  à  zéro  les  coefficients  de  dx  et 
de  dy,  à  l'effet  d'éliminer  ces  différentielles.  La  condition  de 
maximum  ou  minimum  étant  du  =  0,  le  coefficient  de  dz  doit 
également  s'annuler.  Nous  aurons  ainsi  le  système 


a  a? 


a- 


,  -f-  fxa  -f  x 


0,    ^  4-  rf  +  y  =  0,     -£  4-  R  +  s  ==  0.       (4) 


Si  l'on  combine  par  addition  les  équations  (4),  après  multipli- 
cation par  x,  y,  Z  et  que  Ton  ait  égard  aux  relations  (1),  (2),  (3), 
on  trouve  À  ~|-  u-  =  0.  Remplaçant  À  par  -  u-  dans  les  égalités  (4) 
et  résolvant  ensuite  par  rapport  à  x,  y,  z,  on  obtient 


x 


i'~  —  a2 


y 


u* 


b- 


c.-ay 
u2  —  c- 


Ces  valeurs  étant  substituées  dans  l'égalité  (2),  on  trouve 

.  =  0. 


(l-x- 

>r'  _  (i- 


v-  -  b* 


a-  —  c 
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Cette  équation  bicarrée  détermine  les  demi-axes  de  la  section. 

171.  II.  Trouver,  dnns  le  plan  d'un  triangle  donné  ABC,  un 
point  K  dont  la  somme  des  carrés  des  distances  aux  côtés  du 
triangle  soit  un  minimum. 

Soient  x>  y,  z  ces  distances,  et-  a,  b,  c,  S  les  côtés  et  l'aire  du 
triangle  ;  il  faut  chercher  le  minimum  de 

u*  =  œ*+y*  +  z*,  (1) 

sous  la  condition 

2S  =  ctx  -f  by  +  cz.  (2) 

En  différenciant  ces  équations,  on  trouve 

itdu  =  xdx  -f-  ydy  -\-  zdz ,  (3) 

0  =  adx  +  bdy  +  cdz.  (4) 

La  méthode  des  multiplicateurs  indéterminés  donne  ensuite 

x  —  aX  =  0,     y  —  6X  =  0,     xr  —  cX  =  0  ;  (5) 

d'où  -  -=  \  =  -  =  X.  (G) 

Le  point  cherché  jouit  donc  de  la  propriété  que  ses  distances 
aux  côtés  du  triangle  sont  proportionnelles  aux  longueurs  de 
ces  côtés. 

Si  l'on  remplace  x,  y,  z  par  aX,  [>X,  cl,  les  égalités  (1)  et  (2) 
deviennent 

u*  =  X2(a2  -f  è2  -f  c2),     2S  =  X(ft2  +  b-   |-  c*). 

On  a  donc 

2S  2Sa  0  4S2 

07=  — — : — rr — : r->  ...,  W 


"  a*  +  62  4-  c-  "  a2  +  62  4  c2  a2  4-  ^2  4  c2 

Soit  ABC  le  triangle  formé  par  les  tangentes  menées  en 
A,  B,  C  au  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC  ;  les  droites  A  A', 
BB',  CC  (symédianes  de  ABC)  se  coupent  au  point  K  {centre 
des  symédianes  ou  point  de  Lemoine). 

L'existence  d'un  minimum  de  u  est  évidente.  D'ailleurs,  si  on 
différentie  les  égalités  (-3;  et  (4)  en  considérant  x,  y  comme 
variables  indépendantes  et  z  comme  fonction  de  .v,  y,  on 
trouve,  à  cause  de  du  =  0, 

iul-ii  —  dxz  4  dy~  4  dz~  4  ~dzz<     0  —  cd2z, 

de  sorte  que  d~u  >  0. 
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On  peut  traiter  le  même  problème  en  s'appuyant  sur  l'identité 
(oc-  +  y"  +  ^)  (cr  +  62  _|_  C2)  =  (aaj  +  hy  +  w)«  _|_  ^  _  te), 

4-  (^  —  cy)~  4-  (c-^  —  a<s)2  : 

<7.v  4-  &v  h  cz  ayant  une  valeur  constante,  le  minimum  de 
a:2  4-  !/'  4  z'z  a  lieu  lorsque  les  trois  derniers  carrés  s'annulent, 
etc. 

Exercices  et  notes. 


1.  a  =  2x3  —  15a;2  ~f  36a;  -}-  100. 
Maximum  pour  x  =  2,  minimum  pour  x 


2.  a  =  3a;4  —  2x'3  -\~  24.  (  Minimum  pour  x  =  - 

3.  u  =  3a:5  _  65a-3  4-  540a;  +  1 . 

Maximum  pour  x  =  —  3  ou  2  :  minimum  pour  x  =  —  2  ou  3. 

4.  u  =  (a;  —  ax)  (.r  —  a2)  .  .  (x  —  an),     at  <a2  <  ...  <  an. 

D'après  le  théorème  de  Rolle  (87),  l'équation  u'  =  0  a  une  racine  dans 
chacun  des  intervalles  (alt  as),  (aif  a3\  ...,  (an— l,  a»).  Si  /i  est  pair,  ces 
racines  correspondent  alternativement  à  un  minimum  et  à  un  maxi- 
mum, etc. 

5.  u  =  [x  —  aY(x  —  b)'2 f.r  —  c) ,     « < 6 < c. 

L'équation  u' =  0  a  une  racine  double  a,  une  racine  simple  b,  deux  ra- 
cines simples  bu  cj  comprises  respectivement  entre  «  et  6,  6  et  c.  Les 
racines  ftx,  b,  c  correspondent  respectivement  à  un  minimum,  à  un  maxi- 
mum, à  un  minimum. 

(x  —  aY 
Si  «>  b,  u  est  maximum  pour  x  =  46  —3a,  minimum  pour  .v  =  a. 


7.   w  = 


tg3  r 
tg  3a; 


La  dérivée, 


a  = 


0  tg-  x  cos  4a1 


cos2  a-(3  —  4  sin2  a;)2 


change  de  signe  pour  x  =  n~,  x  =  (2)1  -\-  1)  -,   la;  =  (2«  4~  1)  ^  ' 
On  en  déduit  la  variation  de 

tg2  x{\  —  3  tg2 .'/) 


w 


3  —  tg2  x 


u  est  positif  dans  l'intervalle  (0,    ,  )'  U11  minimum  correspond  à  .v  — 0,  un 
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r:  tz  - 

maximum  a  x  —„•  «  s'annule  pour  x       ,  et  est  infini  pour  x       .,;  dans 
o  G  II 

l'intervalle  (     >      1,  il  est  négatif  et  eroit  constamment  en  valeur  absolue. 

Entre  x  =  -  et  x  =  -  5  a  est  positif;  il  est  infini  aux  extrémités  de  l'intér- 
im %£ 

t-    ir\  3tt 

valle  (  •-■>  -  )  et  passe  par  un  minimum  pour  ac  =        >  etc. 

S-  w  =  —  .  (Maximum  pour  #=cosa?,  minimum  pour  #=— cos  a;). 

l+a?tga? 

9.  «  =  sin  x(i  -f-  cos  a?). 

^Ç  oj  JC  /"  OS 

On  a      zt  =  4  sin  -  cos3  - ,      w'  =  2  cos2  -[  1  —  4  sin2  - 
2  2  2\  2 

donc  un  maximum  de  u  a  lieu  pour  „v  =      -,  etc. 

O 

10.  k  =  cos  x  -f-  cos  2x  -h  cos  3#. 

On  trouve  u'  =  —  2  sin  #(6  cos2  a?  -f-  2  cos  o?  —  1)  ;  donc,  si  a,  [5  sont 

±i/7  —  l 

les  plus  petits  arcs  positifs  avant  pour  cosinus  -        >    u   est    maxi- 

G 

muni  pour  x  =  0  et  x  =  fi,  minimum  pour  x  =  »,  etc. 

11    On  donne  xi-{-  j1  -  4xy  =  0.  Démontrer  que  y  est  maximum  pour 
8  j-  8/~ 

a;  =  y  3,  minimum  i)our  x  =  —  /o  . 

li*.  Par  un  point  P  donné  sur  la  tangente  en  G  à  un  cercle  O,  mener  une 
sécante  PAB  telle  que  l'aire  du  triangle  ABC  soit  minimum. 

Si  PE  est  la  seconde  tangente  issue  de  P,  on  a  tg  BPE  =  -  tg  CPB. 

o 

13.  Trouver  :  1°  la  tangente  d'une  ellipse  dont  le  segment  compris  entre 
les  axes  soit  un  minimum  ;  2°  la  normale  la  plus  éloignée  du  centre. 

Le  point  cherché  de  l'ellipse  correspond  à  l'égalité  y2  :  x2  =  Z>3  :  n:i. 

14.  On  appelle  déviation  en  un  point  d'une  ellipse  l'angle  de  la  tangente 
en  ee  point  avec  la  tangente  au  point  correspondant  du  cercle  principal. 
Trouver  le  point  de  déviation  maximum.  (Même  réponse  que  pour  l'exer- 
cice i3). 

15.  L'écart  normal  en  un  point  d'une  ellipse  est  l'angle  formé  par  la 
normale  en  ce  point  avec  le  diamètre.  Trouver  l'écart  normal  maximum. 

Cela  revient  à  chercher  l'angle  minimum  de  deux  diamètres  conjugués. 

16.  Maximum  ou  minimum  de  la  somme  de  deux  diamètres  conjugués 
d'une  ellipse. 

Si  2z,  îz'  sont  les  longueurs  de  deux  diamètres  conjugués,  on  a 

z-  -f-  z  -  —  a~  -\-  b~ . 


L'expression  le  =  z  -f-  y  ci~  -f-  b2  —  z2  est  maximum  pour 

cr  +  &2 


\ 
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Cctie  solution  n'est  pas  complète  parce  que  la  variable  z  elle-même  est 
susceptible  d'un  maximum  a  et  d'un  minimum  b.  Si  l'on  prend  pour  coor- 
données d'un  point  de  l'ellipse  a  cos  o,  b  sin  ç>,  on  a 


a 


\  et1  cos2  ©  -(-  b2  sin2  <p  -j™  \#2  si11*  ?  H-  ^2  cos2  -f 


rfw  „    .  /  1  l 

:-  ■=  —  C"  Slll  CO  COS  £ 


d<?  '  \\a2~cos2<?  -f  &2sin2<p       V/a2sin2<p-f-62cos2œ 

d'où  un  minimum  pour  ©  =  0  et  u>  =  -  tt,  etc. 
17.  Maximum  ou  minimum  de 

1  1 


u  = 


\  a2  cos2  o  -\-  b2  sin2  «p       \  a2  sin2  o  +  b2  cos2  o 


18    Etant  donné  un  tétraèdre,  trouver  le  point  dont  la  somme  des  carrés 
des  distances  aux  faces  soit  un  minimum. 
Ces  distances  sont  proportionnelles  aux  aires  des  faces. 

19.  Maximum  ou  minimum  de  x*  -\-  ?/4  —  5?(a?2  -J-  y2)  -J-  Axy. 

Un  minimum  pour  a-  =  rb  |/2,  y  =  ±  l  2;    un  maximum  pour   5C  =  0, 
y  =  0. 

20.  Maximum  ou  minimum  de  azx  +  b2y -f-  c2z,  avec  la  condition 

On  cherche  le  maximum  ou  le  minimum  absolu  de 

U  =  a-x  -f  b-y  4-  c2*  —  ~  (x3  -f  y3  +  s3  —  1); 

o 

ce  (pii  donne 

rt  &  c 

X  résulte  de  (1)   On  substitue  les  valeurs  (2)  dans 

û?2U  =  —  2^{xdx2  -f-  J/^//'  4~  so?s2j,  etc. 

On  aura  un  maximum  si  les  trois  inconnues  sont  positives,  et  un  mini- 
mum si  une  seule  est  positive. 

21.  De  toutes  les  pyramides  triangulaires  de  même  base  et  de   même 
hauteur,  quelle  est  celle  qui  a  la  plus  petite  surface? 

Soient  n,  b,  c  les  côtes  delà  base,  h  la  hauteur  et  a,  3, y  les  dièdres  à  la  base; 

il  faut  rendre  minimum  h  =  -  /iS    —  —  >  sous  la  condition  1"  a  cotir  x=const. 

2        sin  x 

On  trouve  a  =  3  =  v. 

22.  Trouver  un  point  Z  dont  la  somme  des  distances  aux  sommets  d'un 
triangle  donne  ABC  soit  un  minimum. 
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Soient  (x,  y),  (xlt  y^,  (x^y-^),  (a-3,  y3)  '©s  coordonnées  rectangulaires  des 
points  Z,  A,  B,  C    On  trouve  les  équations  de  condition 


-  \  u.  __  Xiy  +  (J/  _yi)2  "  y/  (<r  __  ^  _f.  (^  ._ yiy 

Si  «x,  x2>  as  sont  les  angles  de  Z.V,  ZB,  ZC  avec  l'axe  OX,  ces  équations 

donnent 

cos  <*!  -\-  cos  a.,  -\-  cos  a3  =  0,     sin  al  -j-  sin  a2  -f-  sin  a3    ^  0; 

d'où  cos  (a1  —  -;2)  =  —  -  ■  Donc  les  angles  AZB,  BZC,  CZA  sont  égaux  à  120°. 

Z  est  le  centre  isogone  de  ABC.  (Comparer  Journal  de  Liouoille,  t.  VIII). 

23.  Trouver  un  point  Z  dont  la  somme  des  distances  aux  sommets  d'un 
tétraèdre  ABCD  soit  un  minimum. 

Les  angles  AZB  et  CZD,  AZC  et  BZD,  AZD  et  BZC  sont  égaux. 

24.  Par  un  point  M  intérieur  au  triangle  ABC,  on  mène  trois  droites 
parallèles  aux  côtés  et  limitées  par  les  angles  opposés.  Déterminer  le  point 
M  de  manière  que  la  somme  des  trois  parallélogrammes  formés  par  ces 
droites  et  les  côtés  du  triangle  soit  un  maximum. 

25.  Trouver  la  perpendiculaire  abaissée  de  l'origine  des  coordonnées 
sur  un  plan,  les  axes  coordonnés  faisant  entre  eux  les  angles  a,  [3,  y. 

On  cherche  le  minimum  absolu  du 


X' 


4-  y~  +  -s 2  +  2a -y  cos  y  -f  2yz  cos  a  -f  2zx  cos  (3  +  \koc  -f-  By  -fC*  -f-D) 


20.  Trouver  les  longueurs  des  axes  d'une  conique  représentée  par  l'équa- 
tion Ax*  +  2B.vj  f  Cy2  =  1. 

On  cherche  le  maximum  ou  le  minimum  de  a2  =  x'1  -\-  2xy  cos  0   |-  y2, 
u  est  racine  de  l'équation 

(AC  —  B2)w4  —  (A  +  C  -  2B  cos  6)w2  f  sin2  0  =r  0. 

27.  Circonscrire  à  un  triangle  donné  ABC  la  plus  petite  ellipse  possible, 
Si  a,  3  sont  les  coordonnées  du  centre,  l'ellipse  a  pour  équation 

AO  -  a)2  -f  2B(œ  -  a)  [y  -  (3)  +  C(y  -  ?r  -  1, 


sur- 


et le  produit  des  carrés  des  demi  axes  a  pour  expression  •  La 

question  revient  à  chercher  le  maximum  de  AC  —  B~.  Prenant  pour  axes 
le  côté  BC  et  la  médiane  correspondante  A  A',  on  a  les  conditions 

Aa2— 2B<m— P)+C(m  — p)2=l,  kU  ±  ^aX +2bU  ±  Ia)p+Cp8— I. 

On  en  déduit  que  le  centre  de  l'ellipse  est  le  centre  de  gravité  du  triangle 
ABC. 

28.  Soient  A',  B',  C  les  projections  d'un  point  M  sur  les  côtés  du  triangle 
ABC.  Trouver  le  maximum  de  l'aire  du  triangle  A'B'C  (triangle  podaire 
de  M). 


—  156  — 

Si  x,  y,  z  désignent  les  distances  MA',  MB',  MC,  on  cherche  le  maximum  de 

2w  =  yz  sin  A  -f  zx  sin  B  -f-  xy  sin  C, 

sous  la  condition  x  sin  A  -f-  y  sin  B  -f-  z  sin  C  =  const. 
Le  point  cherché  est  le  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC. 


CHAPITRE  X. 


TANGENTE     ET     NORMALE. 


Coordonnées  kectilignes. 

172.  Tangente  et  normale.  —  Une  courbe  (fig.  23)  étant 
rapportée  à  deux  axes  OX,  OY,  la  tangente  MT  en  un  point 
M(A',  y)  a  pour  coefficient  angulaire  la  dérivée  y'  de  l'ordonnée 

Fig.  1-. 


y  considérée  comme  fonction  de  l'abcisse  x  (36).  Par  suite,  si 
X,  A"  sont  les  coordonnées  courante-,  l'équation  de  MT  est 

Y-y-j^X-*).  (1) 

La  normale   MX   a  pour   équation   en    coordonnées   rectan- 
gulaires 

Y  -  -  y  =  -  \  (X  --  x)  ;  (2) 


y  =  — ^r(x  — ^); 

si  l'angle  XOY-0,  le  coefficient  angulaire  m  de  MX  résulte  de 
1  -|-  my1  -{-  (w  4-  y')  cos  8  =  0. 
La  courbe  est  généralement  définie  par  une  équation  de  la 
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l'orme  F(x,  y)  =  0.  On  a  alors  (72)  F'.,  -f  F'y  y'  ==■  0,  et  les  ('^na- 
tions (1)  et  (2)  deviennent 

(X  _  x)  F',  +  (Y  -  y)  F'y  =  0,  (3) 

X— x       Y— y 
"PT  =      F'y     *  (4) 

L'équation  (3)  est  illusoire  lorsque  Frx  =  0,  F'y  =  0  ;  M  est 
alors  un  point  singulier  de  la  courbe.  Nous  reviendrons  sur  ce 
cas. 

La  courbe  est  quelquefois  définie  par  deux  équations  para- 
métriques 

x  =  fit),   v  =  ?W> 

La  tangente  et  la  normale  ont  alors  pour  équations 

(Y  —  y)dx  ==■  (X  —  a?)û?y,  (5) 

(X  —  x)dx  +  (Y  —  y)dy  =  0  {6} 

où  ofo  =  /*(*)cft,     dy  =  o'(i)dt. 

173.  Sous-tangente,  sous-normale.  —  Soient  (fig\  77)  MP 
l'ordonnée  d'un  point  M  d'une  courbe,  T  et  N  les  points  où  la 
tangente  et  la  normale  rencontrent  l'axe  Ox.  Les  segments  Pï, 
PN  sont  appelés  sous-tangente,  sous  normale  ;  on  les  considère 
comme  positifs  ou  comme  négatifs  suivant  qu'ils  sont  dirigés  à 
partir  de  P  dans  le  sens  des  abscisses  positives  ou  dans  le  sens 
contraire.  Les  segments  MT,  MN  sont  les  longueurs  de  la  tan- 
gente et  de  la  normale. 

Soit  a  =  XTM  =  NMP  l'angle  de  la  tangente  avec  Taxe  OX. 
L'inspection  de  la  figure  donne  : 

Sous-tangente     PT  =  -  PM  cotg  a  =  —  -v,, 

Sous-normale      PN  =  PM  tg  a  =  yij . 


MT  =  \  P  T2  +  P  M2  =  y-,  \]l  -\-  y'2 ,     MN  =  y  \j\  +  y'2  • 

174.  Applications.  —  I.  Parabole.  L'équation  y2  =  2px  donne 
yy'  =  p,  d'où  y'=f,  et: 

y 

y 

Sous-tangente     = ~  =  —  2a?  ; 

Sous-normale     —  yy1  =  p. 
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Ainsi,   1"  la  sous-tangente  est  double  de  l'abscisse  du  point  de 
contact  et  de  signe  contraire  ;  2°  la  sous-normale  est  constante. 

II.  Ellipse.   On  trouve  facilement 

b2x 

((- 


sous-normale 


y  y 


Si  la  normale  coupe  l'axe  OY  en  X',  l'égalité  précédente  donne 


NP 


&2 


-  OP,      ou 


NP        MN 


a*  OP  "  "  MIN 
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Ainsi,  le  rapport  des  segments  de  la  normale  compris  entre 
le  point  d'incidence  et  Vun  ou  Vautre  axe  est  constant. 

III.   Logarithmique.   Cette  courbe  (fig.  iS)  a  pour  équation 

y  =  «*• 

Fig:  18. 


Nous  supposons  a  >  1  ;  lorsque  x  croit  de  —  oo  à  -\-  oo,  y  croît 
de  0  à  oo  ;  donc  la  courbe  s'étend  à  l'infini  des  deux  cotés  de 
l'axe  OY  et  est  asymptote  de  l'axe  OX,  du  côté  des  a*  négatifs. 
On  a 


sous-tangente 


il 

U 


la 


Ainsi,  la  sous-tangente  est  constante. 

175.  Tangente  en  coordonnées  cartésiennes  homogènes. 
Soit  F(.v  y)  =  0  l'équation  d'une  courbe  algébrique  d'ordre  m. 

Il  est  souvent  avantageux  de  remplacer  x,  y  par.-i^;  l'équa- 
tion de  la  courbe  sera  F  (      >-  )  =  0,  et  si  on  chasse  les  dénomi- 


nateurs, on  obtient  une  équation  entière  homogène  en  .y,  y,  z 
de  degré  m,  que  nous  représentons  par  F(.v,  ?/,  z)  =  0.  On  dit 
que  x,  y,  z  sont  les  coordonnées  cartésiennes  homogènes. 
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Soient  a-,  //,  z  ctX  =  .Y  -f/?,  Y  =y  -\-k,rA  =z  ■-}-  Mes  coordon- 
nées cartésiennes  homogènes  de  deux  points  M,  M',  infiniment 

voisins  sur  la  courbe.  Nous  aurons 

F(a?,y,*)  =  0,     F(a?   \-  h,  y   \    k,  z   \    1)  -    0. 

Si  on  applique  le  théorème  de  Taylor  (133),  la  seconde  équa- 
tion, eu  égard  à  la  première,  devient 

Elle  se  réduit  sensiblement  aux  termes  du  premier  ordre  en 

A-,  A-,  /  : 

,  ôF       ,  dF   ,    JF      n 

*to  +  *^  +  /s  =  0'  l2) 

ou  à  (X_,)g  +  (Y_y)g  +  (Z-,>g=0.  (3) 

On  en  conclut,  eu  considérant  maintenant  X,  Y,  Z  comme  des 
coordonnées  courante?,  que  dans  le  voisinage  du  point  M  la 
courbe  se  confond  sensiblement  avec  la  droite  représentée  par 
l'équation  (3).  Cette  droite  est  donc  la  tangente  en  M. 

L'égalité  F(x,  y,  z)  =  0,  si  on  applique  le  théorème  des  fonc- 
tions homogènes  (116),  prend  la  forme 

<)F  dF  dF 

da?  cty  <vc 

on  peut  donc  réduire  l'équation  (3)  à 

x£  +  Y?  +  z£-Q.  (4) 

eto;  d-s  cJs 

Cette  équation  est  illusoire,  et  le  point  (.y,  3*,  2)  est  un  point 
singulier  de  la  courbe  si 

dx  '       ch/  ds 

Exemple.  —  L'équation  d'une  conique  rendue  homogène,  est 
aif  -f  2bxy  -f  ex2  -f  2rfjA5  -h  2ea?5  +  /s2       0; 
la  tangente  a  donc  pour  équation 

[by  -f-  ex  -h  c:)  X  -|-  («j/  +  bx  -f  rfj)Y  +  ('('/  +-  ce  -f-  /ï)Z    -  0. 
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Pour  passer  aux  coordonnées  ordinaires  on  fait  z  =  1,  Z  —  1. 

176.  Tangente  par  un  point  extérieur.  —  Soit  à  mener  une 
tangente  à  la  courbe  ayant  pour  équation  F(x,  y,  z)  =1  0,  par  un 
point  P  dont  les  coordonnées  homogènes  sont  a,  3,  y.  Les  coor- 
données (x,  y,  z)  du  point  de  contact  vérifient  les  deux  équations 

*F'X  +  PF'X  +  yF'z  -  0,     F(ar,  y,  *)  =  0.  (1) 

Ce  point  est  donc  situé  à  l'intersection  de  la  courbe  proposée 
avec  une  courbe  d'ordre  m  —  1  ;  par  suite,  les  tangentes  issues 
de  P  sont  au  nombre  de  nvin  —  1). 

Nous  admettons  que  deux  courbes  algébriques  dont  les  ordres  sont 
m  et  n,  se  coupent  en  mn  points,  réels  ou  imaginaires,  à  distance  finie 
ou  infinie. 

Un  point  singulier  annule  les  trois  dérivées  F'x,  F'y,  F'z;  il  est  donc 
situé  sur  la  courbe  d'ordre  (m  —  1)  représentée  par  la  première  des 
équations  (1).  Mais  la  droite  joignant  un  tel  point  à  un  point  quelconque 
du  plan  est  ordinairement  une  tangente  impropre.  On  en  conclut  que  le 
nombre  m{m  —  1)  subit  une  diminution  lorsque  la  courbe  possède  des 
points  singuliers. 

177.  Tangente  en  coordonnées  plurilatères.  —  Si  l'équa- 
tion d'une  courbe  algébrique  se  présente  sous  la  forme 

F(a1,a,,  ...,ocn)  =  0,  (1) 

où  «!,  a2,  ...,  an  désignent  des  fonctions  du  premier  degré, 

l'équation  delà  tangente  peut  être  écrite  ainsi  : 

(A,-a1)g+(A!-«jJ  +  -  +  (A»-g|  =  0;       (2) 

les  quantités  alf  a2,  ...,a„  se  rapportant  au  point  de  contact 
(x,  y)  et  les  quantités  Alf  A,,  ...,  An  à  un  point  quelconque 
(X,  Y)  du  plan. 

La  démonstration  est  analogue  à  celle  du  §  175  :  on  considère 
les  deux  équations 

F(al5  a2,  ...,  an)  =0,      F^  -f  hx,  a2  -f  h2,  ...,  an  -f  hn)  =  0, 

dont  on  développe  la  seconde  par  le  théorème  de  ïaylor  (133),  etc. 
Si  l'équation  (1)  est  homogène  en  *lt  ...,  an  et  de  degré  m,  on  a 

<?F  ,         oF        A 


-  un  - 

l'équation  (2)  se  réduit  donc*  à 

A,  ,       |    A,         -f  ...    |-  A„  -       =0. 

()ol1  <)%.î  ()y.n 

Les  quantités  an  *2,  ...,  an,  rapportées  à  un  point  M(#,  y), 
forment  un  système  de  coordonnées  (plurilatères)  de  M  ;  elles 
sont  proportionnelles  aux  distances  de  M  aux  droites  ayant  pour 
équations 

ayx  -f  bxy  -f  cA  =  0,     ..  ,     «n^  -f  6n?/  +  cn  =  0. 
Coordonnées  polaires. 

178.  Angle  de  la  tangente  avec  le  rayon  vecteur.  —  Soient 

0  le  pôle  et  OX  l'axe  polaire  (fig.  ig).  La  tangente  TD  en  un 

Fig.  ii). 


r 

point  M  d'une  courbe  représentée  par  une  équation  r  =  F(8),  est 
déterminée  par  l'angle  CMD  ==  V,  que  le  prolongement  du 
rayon  vecteur  OM  fait  avec  la  tangente  du  côté  des  0  croissants. 
Désignons  par  r,  0  les  coordonnées  de  M,  et  par  r  -j-  À\  0  +  h 
les  coordonnées  d'un  point  M'  infiniment  voisin  de  M  sur  la 
courbe.  Quand  M'  tend  vers  M,  la  limite  de  l'angle  OM'M  est 
OMT  =V.  Or,  en  menant  MP  perpendiculaire  à  OM',  on  obtient 
par  les  triangles  rectangles  PMM',  PMO  : 

MP  MP  rsin// 

tg  -M     "  M,p  =  ~-  0M-,  _  ()p  =-  r  A_  k_r  {.os  h 

r  sin  h 


/i  +  2rsin2^ 

Pour  passer  à  la  limite  pour  h  =  0,  on  peut  remplacer  sin  h 
Neuberg,  An.  inf.,  i  11 
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par  h,  et  négliger  le  ternie  du  second  ordre  2r  sin"  0    30)  ;   on 
trouve 

tg  V  =  r  1  mi  -  =  r  :  lini 

Or,  si  Ton  considère  le  rayon  vecteur  r  comme  une  l'onction  de 


k 


dr 


l'angle  0,  lini       est  la  dérivée    ,.  ou  /•'  ;  donc 


h 


(10 


tgV.= 


r 


179.  Sous-tangente  et  sous-normale.  —  Soient  T  et  M  les 
points  où  la  perpendiculaire  menée  par  le  pôle  sur  le  rayon 
vecteur  OM  rencontre  la  tangente  et  la  normale.  Les  segments 
OT,  OM  sont  appelés  sous-tangente,  sous-normale  ;  ils  sont 
positifs  ou  négatifs  suivant  qu'ils  sont  portes  sur  le  rayon  OM 

tourné  de  £  dans  le  sens  des  8  croissants  ou  dans  la  direction 

opposée. 

On  trouve  aisément  : 


Sous-tangente 


/■- 


OM  tg  V  =  —    -j 


Sous-normale  =  OM  cot&'V 


r 


Ainsi,    la    dérivée  du    rayon    vecteur  par  rapport   à   V angle 
polaire  est  égale  à  la  sous-normale. 

Mï  et  MX  sont  les  longueurs  de  laltangente  et  de  la  normale. 
On  a  : 


r> 


MT  =  \  OM*  -f  OT2 


'',  \Jr*  +  r*\      MN-V^  +  r" 


180.   Spirales.  —  Les  coordonnées   polaires  se  prêtent  très 

Fiiï   2<>-  Fia\  -ji. 


bien  à  l'étude  des  spirales  :  on  appelle  ainsi  des  courbes  qui  font 
une  infinité  de  révolutions  autour  d'un  point  fixe. 
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I.  Spirale  d'Archimède  (ou  deConon).  —  Celle  courbe (fig. 20) 
est  décrite  par  un  point  qui  se  meut  uniformément  sur  une  droite 
pendant  que  eelle-ei  tourne  uniformément  autour  de  l'un  de  ses 
points.  Si  l'on  prend  ee  point  fixe  pour  pôle  et  que  l'axe  polaire 
coïncide  avec  la  position  de  la  droite  mobile  où  le  point  généra- 
teur  est  en  (),  l'équation  de  la  courbe  est 

/•  =  «(). 

On  a  r'  =  a;  donc  la  sous-normale  esl  coiiskuile. 
La  courbe  est  symétrique  par  rapport  à  une  perpendiculaire 
OE  à  OX;  la  figure  20  est  à  compléter  dans  ce  sens. 

II.  Spirale    hyperbolique.    —    L'équation    de    cette    courbe 

{fig.  21)  est 

a . 
r6  =  «,     ou     r  =  - > 

elle  est  analogue  à  celle  de  l'hyperbole  rapportée  à  ses  asymptotes. 
Lorsque  0  croît  indéfiniment,  r  décroît  sans  cesse;  donc  la 
courbe  fait  une  infinité  de  révolutions  autour  de  O  en  se  rap- 
prochant tant  qu'on  veut  de  ce  point;  O  est  donc  un  point 
asymptote.  Si  l'on  fait  tendre  0  vers  zéro,  r  croît  indéfiniment 
et  la  courbe  se  rapproche  sans  cesse  d'une  asymptote  HH'  paral- 
lèle à  OX;  car  si  l'on  abaisse  d'un  point  M(r,  6)  une  perpendicu- 
laire MP  sur  OX,  on  a 

a.t,  •     ,       «  sin  0 

MP  =  r  sm  ft  =  ;    hm  MP  =  a,  pour  0  =  0. 

r2 

La  sous-tangente  est  constante,  car  —  T  =  a. 

III.  Spirale  logarithmique  (ou  équianglé).  Cette  courbe  a 
pour  équation 

Lorsque  l'angle  6  varie  en  progression  arithmétique,  le  rayon 
r  varie  en  progression  géométrique.  Cette  remarque  permet 
d'obtenir  une  infinité  de  points  quand  on  connaît  le  pôle  O  et 
deux  points  M,  M\  de  la  spirale  :  on  construit  une  suite  de 
triangles  OM1M2i  OM2M3,  ...  directement  semblables  à  OMM^ 
les  sommets  M,,  M3,  ...  appartiennent  à  la  courbe. 

La  courbe  coupe  sous  un  angle  constant  tous  les  rayons  issus 

de  O.  En  effet,  tg  V  =   ~  =  7     • 
0  r'        /a 
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181.  Conchoïdes.  —  Etant  donnée  une  eourbe-A  [fig-,  22), 
portons  sur  chaque  rayon  vecteur  OM,  dans  un  sens  et  dans 
l'autre,  une  longueur    constante  MM'  =  MM"  ==  b;  les  points 

Fi  g     22. 

I 


M1',  M"  décrivent  deux  nouvelles  courbes  A',  A",  qu'on  appelle 
conchoïdes  de  A.  Si  l'équation  de  A  est  r  =  F(6),  eclles  des  deux 
conchoïdes  sont 

r  =  F(Ô)  -4-  ô,     r  =  F(6)  —  b.  (1) 

Souvent  une  seule  des  équations  (l)  suffit  pour  représenter 
les  deux  lignes  A  et  A'. 

En  des  points  correspondants  M,  M',  M",  les  trois  courbes  ont 
même  sous-normale  polaire  ON  ;  car  la  dérivée  r'  est  la  même. 
Cette  propriété  permet  de  construire  la  tangente  à  la  conchoïde 
quand  on  connaît  la  tangente  à  la  courbe  primitive. 

Conchoïde  de  Nicomède.  —  On  appelle  ainsi  la  conchoïde 
d'une  droite  CI)  (fig.  23).  Soit  OA       a  la  distance  du  pôle  O  à 


Fier.  23. 


Fig.  i>^. 
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la  directrice  CD.   L'axe   polaire   étant  OA,  les   deux   branches 
C'A'D',  EM"À"F  sont  représentées  par  la  même  équation 


cos  0 


+  à, 


m 
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pourvu  que  l'on  admette  les  rayons  vecteurs  négatifs.  On  peut 
distinguer  trois  eas  : 

1°  b  >  a,  conchoïde  crunodale  ; 

'2°  b       a,  conchoïde  cuspidale;  • 

3°  b  <  a,  conchoïde  acnodale. 

La  figure  se  rapporte  à  la  première  hypothèse  ;  la  courbe  a 
un  point  double  en  ()  ;  les  deux  tangentes  en  ()  sont  les  obliques 
OC,  01)  égales  à  b.  CD  est  une  asymptote  commune  aux  deux 
branches. 

Si  b  -—  a,  O  devient  un  point  de  reb  rousse  ment ,  et  OA  est  la 
tangente  en  ce  point. 

Si  b  <^  a,  O  est  un  point  isolé;  il  appartient  aux  deux  obliques 
imaginaires,  de  longueur  b,  menées  de  O  vers  CI). 

Limaçon  de  Pascal.  —  La  conchoïde  d'une  circonférence 
AMOXJ  par  rapport  à  l'un  O  de  ses  points  est  appelée  limaçon 
de  Pascal.  Soit  OA  =  a  le  diamètre  du  cercle  directeur;  l'équa- 
tion de  la  courbe  est 

r  —  a  cos  0  -\-  b. 

Nous  distinguons  encore  trois  cas  : 
1°  b  <  a,  limaçon  crunodal  ; 
2°  b  =  a,  limaçon  cuspidal  ou  cardioïde; 
3°  b  >  a,  limaçon  acnodal. 

La  figure  24  représente  un  limaçon  crunodal  ;  les  tangentes 
au  point  double  O  sont  les  cordes  OT,  OV,  égales  à  b. 

Lorsque  b  =  ~  a,   la  courbe  devient  le   limaçon   trisecteur  : 

l'angle  MIA  =  3MNI,  I  désignant  le  centre  du  cercle  directeur. 

Exercices  et  notes. 

1.  Si  y  =  nxm,  il  existe  un  rapport  constant  entre  la  sous-tangente 
et  l'abscisse. 

2.  Sur  un  rayon  vecteur  quelconque  <)M  d'une  courbe  S,  on  porte  une 
longueur  OM^  =  k.  OM;  le  point  M]  décrit  une  courbe  Sl5  homothétique  à  S. 
Démontrer,  géométriquement  et  analytiquemeiit,  que  les  tangentes  en 
detix  points  homologues  M,  Mj  sont  parallèles. 

Deux  cordes  homologues  MN,  M^Nj  sont  parallèles:  passons  à  la  limite, 
etc.   —  Entre  les  coordonnées  rectilignes   de   M,  M1(   on   a   les  relations 

Vi  =  kv,  a*i  =  kx  :  d'où   ;  '  =   ,    .—Les  équations  de  S  et  Si,  en  coordonnées 

J'     l  dx^       (Lx  L 

polaires,  sont  r  =  F(Oj,  r}  =  kY  (Q);  d'où     ,  =    ,'  • 

v         l' i 
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3.  Sur  le  rayon  OM  de  S,  on  porte  la  longueur  OMf  =  k  :  OM;  le  point 
M]  décrit  une  courbe  Sj,  dite  inverse  de  S.  Etablir,  par  la  géométrie  et  par 
l'analyse,  que  les  tangentes  en  deux  points  correspondants  M,  Mj  sont 
également  inclinées  sur  OM,  mais  en  sens  contraire. 

4.  Soient  S,  Sj  deux  courbes  telles,  que  les  ordonnées  qui  corres- 
pondent à  une  même  abscisse  soient  dans  un  rapport  constant  A*;  ces 
courbes  sont  dites  homologiquement  ii/fines.  Démontrer  que  les  tangentes 
en  deux  points  homologues  M,  M]  se  coupent  sur  Taxe  d'affinité  OX. 

5.  Soient  M,  MH  M2  les  points  de  trois  courbes  S,  Sl5  S2,  qui  corres- 
pondent à  une  même  abscisse;  désignons  par  y,  ylt  y.,  leurs  ordonnées. 

1°  Si  l'on  a  constamment  y\  =  y2  -\-n-,  les  normales  on  M,  M2  se  coupent 
sur  l'axe  OX.  2°  Si  yx  =  kym,  les  sous-tangentes  en  M,  Mt  ont  un  rapport 
constant.  3°  Si  M2  divise  MM[  dans  un  rapport  constant,  les  tangentes 
menées  en  M,  Ml9  M2  concourent  en  un  même  point.  4°  Supposons  yi—yy]  • 
alors  la  sous-tangente  de  S2  est  une  moyenne  harmonique  entre  les  sous- 
tangentes  de  S  et  Sj.  5°  Lorsque  le  produit  M2M.M2Mi  est  constant,  les 
tangentes  en  M  et  Mj  déterminent  sur  la  tangente  menée  en  M2  deux 
points  symétriques  par  rapport  à  M\>. 

6.  La  conchoïde  d'une  spirale  d'Archimède  par  rapport  à  son  pôle  est 
une  spirale  égale  à  la  première.  Une  spirale  d'Archimède  est  sa  propre 
conchoïde. 

7.  Dans  deux  courbes,  les  rayons  vecteurs  qui  correspondent  à  une 
même  valeur  de  0  vérifient  la  relation  r  \- 1\  =2a\  démontrer  que  les 
sous-normales  polaires  sont  égales  et  opposées. 

Si  l'on  a  =  -,  les  sous-tangentes  polaires  sont  égales  et  opposées. 

r        i\       a 

8.  La  tangente  au  point  (r,  0)  d'une  courbe  a  pour  équation 

£  -  l  COS  (9,  _  6)  +  Q'sin  (»,  -  0), 

r1?  Oi  étant  les  coordonnées  courantes. 

',).  En  un  point  quelconque  Mi.wy)  d'une  courbe  donnée  V,  on  mène  la 
tangente,  qui  coupe  les  axes  OX,  OY  en  A,  B.  Le  sommet  C  du  parallélo- 
gramme construit  sur  OA,  OB  décrit  une  courbe  V.  Démontrer  que  la 
tangente  en  C  a  pour  équation 

Yydx2  -f  Xxdy*  —  {ydx  —  xdy)*  =  0; 

en  déduire  les  points  où  elle  coupe  OX  et  OY. 
L'équation  de  AB  étant    Y  — y)dx  =(X —  x)dy,  les  coordonnées  de  C  sont 

ydx  —  xdy  xdy  —  ydx 

7 -^—  >  X,     ==    OA    =    -       * ; 

dx  dy 


y.-QB^*""1^,       .r.-OA 


On  en  conclut  : 


,  x.dxd2y — dydzx)        ,  y(dxd~y —  dvd-x) 

dy}  =  —  '  :    ,    "  >     dx,  = - 

'  '  dx2  '  dyt 


dy]  x  fdy 

dx}  y  \dx 


etc. 
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10.  Les  courbes  représentées  par  l'équation 

r"  —  a  sin  n§ 

ont   reçu    le  nom  général    de    spirales    sinusoïdes.    Les    valeurs    les   plus 

remarquables  de  n  sont  /j      1  (cercle),  n  —  —  1  (droite),  h     ■■  2  (lemniscate  de 

1  ■•      ,  !, 

Bernoulli),  w  =  —2  (hj'perbole  equilatere,  n    -}  cardioide), n  =  —  -(para 


1  > o  1  e  ,  / i    =- (podaire  du  centre  d'une  lemniscate  (*),  n 

O 


antipodaire  du 

centre  d'une  hyperbole  équilatèrê).,  n        -^  (caustique  par  réflexion  d'une 

parabole  pour  des  rayons  perpendiculaires  à  l'axe),  etc.  (Nouv.  Ami.,  1876, 
p.  97  et  1886,  p.  3(.»7i. 

Démontrer  les  propriétés  suivantes  : 

L'angle  de  la  tangente  avec  le  rayon  vecteur  est  égal  à  n  lois  l'inclinaison 
de  ce  dernier  sur  Taxe  polaire. 

La  projection  du  rayon  vecteur  sur  la  normale  est  proportionnelle  a  la 
puissance  l-\-n  du  rayon  vecteur. 

La  podaire  et  l'antipodaire  sont  également  des  spirales  sinusoïdes. 

11.  Lorsqu'une  courbe  représentée  par  l'équatien  F(r,  6)  =  0  passe  par 
l'origine  O,  l'angle  que  fait  la  tangente  en  ce  point  avec  l'axe  OX  est 
donné  par  l'équation  F(0,  0)  =  0. 

Appliquer  ce  principe  aux  conchoïdes  de  la  droite  et  de  la  circonférence. 

12.  Construire  la  tangente  à  la  courbe  r  —  a  sin11  0. 
On  a  la  relation  tg  Y  =     tg  0 

13.  Même  problème  pour  les  rosaces  (rhodonées)  ayant  pour  équation 
r  —  a  sin  mô.jVoir  Journal  de  Math,  spéc.,  1893,  pp.  173-178.) 

14.  Même  problème  pour  les  épis,  inverses  des  rosaces,  dont  l'équation 
polaire  est  r  sin  mû  —  a. 

15.  Même  problème  pour  la  courbe  d'équation  polaire  r  —  a  tg  0,  et  plus 
généralement  pour  les  courbes  représentées  par  r  =  a  tg  mO. 

Dl   sens  de   la  CONCAVITÉ . 

182.  Définitions.  —  Si  en  un  point  M  d'un  arc  de  courbe  AMB 
(fig.  25)  la  tangente  A'B'  n'est  pas  parallèle  à  l'axe  OY,  et  que 
Fig.  20.  Fig".  26. 


B"      X 


La  podaire  d'une  courbe  est  le  lieu  des  projections  d'un  point  fixe  sur 


les  tangentes. 
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dans  le  voisinage  de  ee  point  la  courbe  se  trouve  constamment 
du  même  côté  de  Âc'B'  que  la  partie  indéfinie  de  l'axe  des  y  po- 
sitifs, on  dit  que  la  courbe,  au  point  M,  est  concave  vers  le  haut 
ou  convexe  vers  le  bas.  Si,  au  contraire,  la  courbe  est  du  même 
côté  de  A'B'  que  l'axe  des  y  négatifs,  elle  est  dite  concave  vers 
le  bas  ou  convexe  vers  le  haut. 

On  appelle  point  d'inflexion  un  point  où  la  tangente  traverse 
la  courbe  (fig.  26)  ;  en  un  tel  point,  la  concavité  change  de  sens. 

183.  Théorème.  —  Si  la  dérivée     "0  est  positive  en  un  point  M, 

la  courbe  est  concave  vers  le  haut  ;  si  cette  dérivée  est  négative, 
la  courbe  est  convexe  vers  le  haut. 

En  effet,  soient  (a-,  y)  les  coordonnées  de  M,  et  y  =  F(x) 
l'équation  de  la  courbe  AMB.  Prenons  sur  la  courbe,  de  part  et 
d'autre  de  M,  deux  points  A  et  B  infiniment  voisins  de  M. 
Leurs  ordonnées  A'A,  B"B  sont  plus  grandes  que  les  ordonnées 
correspondantes  A'A',  B"Br  de  la  tangente  si  la  courbe  est 
concave  vers  le  haut  ;  elles  sont  plus  petites  si  la  courbe  est 
concave  vers  le  bas.  Or,  l'équation  de  A'B'  étant 

Y  —  y  =  F'(x)(X  —  x), 

l'ordonnée  y,  de  cette  droite  (A"A'  ou  B"B')  qui  correspond  à 
l'abscisse  x  -f-  h  (OA'  ou  OB')  a  pour  valeur 

/A  =  y  +  hF\x)  ; 

l'ordonnée  y,  (A  A'  ou  B.B')  de  la  courbe  a  pour  expression 

y%  =  F(r  +  h)    -  F(x)  -f  hF'(oo)  -f  y^  F"(x  +  6/*). 


11  en  résulte 


//,-</,  =  /' 2  f"(*  +  <<>0; 


par  suite,  comme  F"(x  -f-  6/1)  a  le  signe  de  F'uv)  pourvu  qu'on 
ait  F"(.v)  ^=  0  et  que   |  h  |    soit  suffisamment  petit,  la  différence 
y 2  —  yx  a  le  signe  de  W(x).  Le  théorème  est  donc  démontre. 
184.   Théorème.   —   En  général,  en  un  point  d'inflexion  la 

dérivée     ;.,  s'annule  ou  devient  infinie  en  changeant  de  signe. 

Car  le  sens  de  la  concavité  changeant  en  un  tel  point,  la  dérivée 

d'Y 
;.,  doit  changer  de  signe  (183),  ce  qui  exige  qu'elle  devienne 

nulle,  infinie  on  discontinue  par  saut  brusque. 
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Remarques.  —  I.  Si  la  dérivée    ,  '  ,  s'annule  en  un  point  M,  il 
n  (lx- 

i'aut  encore  qu'elle  change  de  signe  pour  que  M  soit  un  point 

d'inflexion.  Pour  le  voir,  on  peut  recourir  à  la  première  dérivée 

qui  ne  s'annule  pas  en  M.  En  effet,   supposons 

F"(x)  =  0,     F'V)  =  0,     ...,     Fta-H(a?)=Q,     Fu^(x)  /■  0  ; 

nous  aurons  en  reprenant  les  notations  du  §  183  : 

y,  ==  y  +  AF'(.r),     y,  =  F(a>  +  h)  =  F(x)  +  AF»  +  ^,F"<.r    h  0/,)  ; 


d'où 


hn 


». 


Pour  |  /z  |  suffisamment  petit,  ¥n(x  -f-  0/z)  a  le  signe  de 
F  n\x).  Donc,  si  n  est  impair,  y2  —  yl  change  de  signe  avec  h, 
et  M  est  un  point  d'inflexion  ;  si  n  est  pair,  y2  —  yx  a  le  signe 
de  F^(.y),  et  la  courbe  est  concave  vers  le  haut  ou  vers  le  bas 
suivant  que  Ftn-(ac)  >  0  ou  <  0. 

II.  En  un  point  d'inflexion  à  tangente  parallèle  à  OY,  la  déri- 

vee  —■  devient  infinie  sans  changer  de  signe;  la  dérivée  .  -2  est 

(IX  (IX  ~ 

infinie  (96). 
185.  Applications.  —  I.    y  =  smx. 

La  courbe  représentée  par  cette  équation  est  appelée  sinu- 
soïde [fig.  27).  Pour  la  construire  par  points,   on  prend  une 

Fisc.  2Z. 


abscisse  OP  égale  à  un  ave  rectifié  de  la  circonférence  trigono- 
métrique  ;  l'ordonnée  correspondante  PM  est  égale  au  sinus 
de  cet  arc.  La  courbe  se  compose  d'une  infinité  d'arcades  égales 
OAB,  BCD,  DEF,  .... 

On  a  y"  —  —  sinsr;  donc  y"  s'annule  en  changeant  de  signe 
lorsque  x  =-  0,  -,  2-,  .. .  Les  valeurs  correspondantes  de  y'  sont 
+  1,  —  1,-hL  —  !,-••;  doire  la  sinusoïde  a  une  infinité  de  points 
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d'inflexion  sur  l'axe  OX,  et  les  tangentes  en  ces    points   font 
avec  OX  un  angle  de  45°,  dans  un  sens  ou  dans  l'autre. 

L'équation  y  =  cos  x  représente  la  même  courbe,  déplacée  de 

la  longueur ~  dans  le  sens  OX. 

La  sinusoïde  générale  a  pour  équation  y  =  m  ainnx,  ni  et  n 
étant  des  constantes. 

il  x*  +  r-^i.  iflg.28.) 


On  a 


.'/' 


','• 


(i) 

(2) 


X~  n 

,  '    y   =  —    . 
y  y 

L'équation  (1)  ne  change  pas  quand  on  échange  a*  et  y;  la  bis- 
sectrice OI)  de  l'angle  XOY  est  donc  un  axe  de  symétrie  de  la 
courbe.  Cette  droite  coupe  la  courbe  en  un  point  C  pour  lequel 

x—y-      .,     ;  la   tangente  en  C  est  perpendiculaire  à  OC,  car 

y/ 2 

r'  =  -i. 

Pour  tracer  la  courbe,  cherchons  les  coordonnées  de  quel- 
ques points  : 

1 

9 


07  =  0,  -,    1,         2,  3,       ... 

... 

</  =  i,  y  y-  0,  v— 7,  V-26,  .... 

On  \ oit  que  y  tend  à  devenir  égal  à  —  x  à  mesure  que  x  croit  ; 
donc  la  bissectrice  UU'  de  l'angle  XOY  est  une  asymptote. 

La  tangente  en  C  étant  parallèle  à  l'asymptote,  l'existence  de 

Fier.  28. 

Y 


deux  points  d'inflexion  est  manifeste.  La  dérivée  y"  s'annule 
en  changeant  de  signe  pour  x  =  0;  B  est  donc  un  point  d'in- 
flexion à  tangente  horizontale.  A  cause  de  la  symétrie  de  la 
courbe,  A  est  un  point   d'inflexion,  à  tangente  verticale;  d'ail- 
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leurs,  en  ce  point  la  dérivée  y'  devient  infinie  sans  changement 
de  signe. 

186.  Coordonnées  polaires.  —  Une  courbe  AMB  est  dite  concave   ou 

connexe  vers  le  pôle  au  point  M  selon  que  dans  le  voisinage  de  M  elle  est 
constamment  du  même  cote  de  la  tangente  en  M  que  le  pôle  ou  du  côté 
opposé. 

Soient  (r,  0  les  coordonnées  de  M,  (;•  |-A\  0  f-  /n  celles  d'un  point  M' 
infiniment  voisin  de  M  sur  la  courbe  {fig  ig,  p.  liil)  :  désignons  par  1)  le 
point  de  rencontre  de  OM'  avec  la  tangente.  Si  l'on  pose 

8        _1  1 

"  OM'       Oh 

la  courbe  sera  concave  ou  convexe  vers  le  pôle  selon  que  o  >  ou  <  0. 
Le  triangle  OMl)  donne 

OM      sin  (V  —  h)  ,  .    v    .     , 

ïïjz  =  -       .    ^t—  -  =  COS  //  —  cote;  \  sin  //  ; 

01)  sin  V 

d'où,  à  cause  de  tg  V  =  r  :  r', 

11        h      r'  .  1  /rv .    . 

01)  =  r  COS  A  ~~  ï*  S1U      =  r  ('°S      +  l^J  bin  h' 
Si  l'équation  de  la  courbe  est    ■=  ce  (Q),  on  a 

8  =  om'  ~~  m  =  * (0  +  /()  ~~  ■  ('° cos  /(  ~  •' (0j  sin  /( 

I)évelop])ons  ©  (8  -f/o,  cos  /i,  sin  /i  en  série  ;  il  vient 
8  =  rf»)+Aj'(0)  +  '|  ?"(6)  +  JJ  ,"'  (0)  +  J|  »iv(0!  +  ... 

-?l")(l-2!  +  4!-...)-'V('»i(/^-3!  +  ... 

-  g!  [?(•)  +  ?"(9)]  +  ^î'W  +  *"W1  +  il  !  r'V(")  -  *(•)]— 

Pour  |  //  |  suffisamment  petit,  le  signe  de  r>  est  celui  du  premier  ternie 
de  son  développement  ;  donc  : 

Si  ©(G)  -{-  ©"(8}  >  0,  la  courbe  est  concave  vers  le  pôle: 

Si  co(6)  -f-  ©"(8)  <  0,  la  courbe  est  convexe  ; 

Si  i(Q)-f  cp"(8)  =  0  et  ©'(6)  +  'f '"(8)  =£  0,  M  est  un  point  d'inflexion. 

Plus  généralement,  M  est  un  point  d'inflexion,  si  le  premier  terme  du 
développement  de  3  est  d'ordre  impair  en  h. 

On  a  supposé  le  rayon  vecteur  de  M  positif;  s'il  était  négatif,  la  règle 
pour  reconnaître  le  sens  de  la  concavité  serait  renversée. 

On  trouve  facilement  : 

1         fl\"        r-  4-  2r'z  —  rr" 
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Remarque.  —  Si  la  tangente  en  M  passe  par  le  pôle,  on  a  recours  à 
d'autres  méthodes  pour  étudier  la  courbe  dans  le  voisinage  du  point  M. 

Exemple.  —  On  nomme  spirale  parabolique  ou  de  Fermât  la  courbe  ayant 
pour  équation  v-  —  aQ.  Nous  allons  étudier  l'inverse  de  cette  spirale,  (pion 
appelle  litmis ,  cette  ligne  est  représentée  par  l'équation  r2  —  a  :  0. 

Nous  ne  considérerons  que  les  valeurs  positives  de  r. 

Quand  0  croit  indéfiniment,  r  tend  vers  zéro  :  la  courbe  {fi  g.  sg)  fait  donc 

Fig.  sg. 


une  infinité  de  révolutions  autour  du  pôle,  qui  est  un  point  asymptote. 
Quand  0  tend  vers  zéro,  r  croit  indéfiniment.  La  distance  d'un  point 
M  à  l'axe  polaire  est 


MI}  -  rsinQ 


N  %ino_y«o  sinfj 


8 


on  a  donc  lim  MP  =  0  pour  0  =-0.  Par  suite  OX  est  une  asymptote. 
L'existence  d'un  point  d'inflexion  est  manifeste.  Comme 

M'Y-    \  (^-.), 

48  \  uh 


v 


<-c  point  correspond  a  0  - 


Exercices  et  notes. 


Construire  les  courbes  ayant  pour  équations  : 

1.  y  =  x3.  (L'origine  est  un  centre  et  un  point  d'inflexion). 


2.  y  =■-  sin2  x.     Points  d'inflexion  pour  a?  =  (2n  -j-  1)  -  j . 

3.  y  —  sinn  x.  (Points  d'inflexion  pour  x  =  n~  et  tg  x  =  -±  1/2). 

4.  y  =  x-  -x4.{  Points  max.  pour  x  =  ±  i  2:  inflexion  pour  a;  —  ± 

\  ^  h 

5.  //  =  tg  x.  (Asymptotes,  points  d'inflexion  . 
ij.  y2=  x2  —  xA.  (Courbe  de  la  forme  oo1. 

5 

7    y  =  ic3#  (L'origine  est  un  centre  et  un  point  d'inflexion  . 

8.  y  =  (a?  —  a)  (x  —  b)  [x  —  c).  (Point  d'inflexion). 

<).  Lorsque  m  est  impair  et  >  1,  la  courbe  ayant  pour  équation 

y       (.,.  _  a™fKx) 
a  un  point  d'inflexion  correspondant  à  x  =a,  ;y  =  0, 


-  m 


lu.  Les  points  d'inflexion  de  la  courbe  définie  par  x     -f(t),  y  =  o(t) 
sont  généralement  donnes  par  l'équation  /"'  t  f"  t  —  /  "  /  r'  t)      0. 

0- 

11.  Points  d'inflexion  de  la  courbe  représentée  par  r  .(6       b|    '■'<  ■ 

12.  On  donne  une  circonférence  A,  un  diamètre  AH  ==a  et  nue  perpen- 
diculaire A'  dont  la  distance  au  point  A  est  égale  à  h  (fig.  3o).  Une  sécante 


quelconque  menée  par  A  coupe  A  on  M,  A'  en  X  ;  on  construit  le  triangle 
rectangle  MNP  dont  le  côté  XP  est  parallèle  à  AP>.  Le  lieu  de  P  est  une 
courbe  ayant  pour  axe  de  symétrie  AB,  pour  asymptote  la  tangente  en  A 
au  cercle  A 

Si  /  désigne  l'angle  MAB,  les  coordonnées  de  P  sont 


x 


a  cos2  t,     y  =  h  tg  l  ; 


1 


les  points  d'inflexion  correspondent  i\t-~  ±  -, ,~  . 

Lorsque  A'  passe  par  le  centre  du  cercle  A,  la  courbe  est  appelée  courbe 
d'Agnési,  du  nom  d'une  mathématicienne  du  XVIIIe  siècle. 

13.  Une  sécante  quelconque  menée  par  A  {fig.  Soi  coupe  en  M  la  circon- 
férence A,  en  X  une  droite  fixe  A",  parallèle  à  AB. 

On  construit  le  triangle  MNQ  dont  les  côtés  MQ,  XQ  sont  l'un  parallèle, 
l'autre  perpendiculaire  à  AB;  le  lieu  du  point  Q  est  défini  par  les  formules 

x  =  h  cot  /,     y  =  a  siu  t  cos  t, 

abx 


ou  par  l'équation  y 

A  est  un  centre  di 
correspondent  à   t  = 


.,,  h  étant  la  distance  de  A  à  A". 
\  AB  une  asymptote  ;  deux  poil 
La  courbe  est  appelée  serpentine  (Voir  Jour 


X°-  -f  b* 

A  est  un  centre  de  symétrie,  AB  une  asymptote  ;  deux  points  d'inflexion 


ual  des  Mathématiques  spéciales,  1SS5,  p.  2(>1'. 

14.  Dans  l'exercice  12,  on  prend  sur  AX  une  longueur  AB  -  MX  ;  le  lieu 
de  R  est  une  cissoïdale,  ayant  pour  équation 


h 
cosO 


Cl  COS  0. 


A'  est  une  asymptote. 

Si  A'  rencontre  A  en  deux  points  réels  E  et  F,  A  est  un  point  double 
ayant  pour  tangentes  AE,  AF.  Si  A'  touche  A  ou  est  extérieure,  A  est  un 
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point  de  rebroussenient  ou  uu  point  i^ole.  Dans  le  dernier  êas3  des  points 

2b       a 

(l'inflexion  correspondent  a  cos  20        ,,     ' 

\b  —  n 

Lorsque  b  =  a,  on  a  une  cissoïde  de  Diodes  :  l'hypothèse  b~=-  a  donne 

une  strophoïde  droite  ;  la  trisectrice  de  Mac-Laurin  correspond  à  b  =     a. 

4 

15.  On  donne  deux  axes  rectangulaires  <>X.  OY  et  une  droite  A  perpen- 
diculaire à  OX.  Par  un  point  quelconque  A.  de  A,  on  mène  sur  OA  une 
perpendiculaire,  rencontrant  OX  en  B,  OY  en  ('.  Le  milieu  de  1>C  décrit 
une  cubique  mixte. 

La  courbe  a  pour  équation 

a 

r  = 


2sin2  8  cos  0 

<\v*  points  d'inflexion  correspondent  à  tg  9  =•  ±  \j     • 

16.  Les  points  d'inflexion  de  la  conclioïde  de  Niconiède  sont  donnes  par 
a  cos-  0  -f  M  cos2  0  —  2b  =  0. 

17  Soient  M  un  point  d'inflexion  d'une  courbe.  M'  un  point  infiniment 
voisin  de  M.  Si  la  corde  MM'  est  du  premier  ordre,  la  distance  de  M'  à  la 
tangente  d'inflexion  MT  est  du  troisième  ordre  et  l'angle  des  tangentes  en 
M,  M'  est  du  second  ordre. 

On  prend  pour  origine  M,  pour  axe  des  x  la  tangente  MT  :  l'équation  de 
la  courbe  est  de  la  forme 

y  -  A;/:3   f  B#4  -f  ... 
car  pour  x  —  0  on  doit  avoir  y  —  0,  y' =0,  y"=Q,  etc 


CHAPITRE  XI. 

NOTIONS    DE    CALCUL    INTÉGRAL 


I  )  l':  F  INITIONS.  I  NT  KGRALES  FONDA  M  ENTALES. 

187.  Fonction  primitive.  —  Etant  donnée  une  fonction  f  (x), 
on  peut  se  proposer  de  trouver  une  fonction  F(x)  dont  f(x)  soit 


(*)  Ces  notions  sont  développées  ici  à  cause  de  la  relation  qui  existe  entre 
la  signification  de  l'intégrale  définie  et  la  définition  "de  l'aire  ou  de  l'arc. 
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la  dérivée  ou  dont  f(x)dx  soit  la  différentielle;  relie  nouvelle 
l'onction  est  appelée  fonction  primitive  de  /'(.y)  ou  intégrale  de 

f(x)dx,  et  est  représentée  par  |  /ï.yW/.y.    Le  signe  |  est  énoncé 
intégrale  de  ou  somme  de. 

Ainsi  les  égalités 

ont  la  même  signification.  On  en  déduit 

d  \  f(x)dr  «-  /■,./; )tfa?,       j"  dV(.r)  =  F(#)  : 

en  sorte  que  les  signes  |  et  </  se  détruisent  mutuellement. 

188.  Intégrale  générale.  —  Si,  par  un  procédé  quelconque, 

on  a  trouvé  une  fonction  F(x)  dont  la  différentielle  soit  f(x)dx, 
la  fonction  la  plus  générale  qui  jouisse  de  la  même  propriété 
est  F{x)  |-  C,  C  étant  une  constante  arbitraire.  En  effet,  deux 
fonctions  qui  ont  même  dérivée  ne  peuvent  différer  que  par  une 
constante  (90). 

F(x)  -f-  C  est  l' intégrale  générale  de  fx)dx;   F(x)  en  est  une 
intégrale  particulière. 

189.  Intégrale  indéfinie  ou  définie.  —  On  appelle  intégrale 
définie  de  a  a  b  de  f(x)dx  la  différence 

[F[b)  +  C]  -  [F(a)  -h  G]  =  FKb)  -  F  (a) 

des  valeurs  de  l'une  quelconque  des  intégrales  de  f\x)dx  pour 
x  -  b  et  a*  =  a.  Les  nombres  a,  fr  sont  respectivement  la  limite 
inférieure  et  la  limite  supérieure  de  l'intégrale. 

Une  intégrale  définie  de  a  à  /;  est  indiquée  par  le  signe  \)  ; 

la  différence  F(ô)  —  F(a)  est  souvent  représentée  par  fF(.v) "]J. 
Ainsi 

J^/I*)6te  f=  [F(o?)  +  C]ï  =  F(ô)  -Fva). 

Si  la  limite  inférieure  est  un  nombre  donné  a,  et  si  la  limite 
supérieure,  considérée  comme  variable,  est  désignée  par  x,  l'in- 
tégrale représentée  par  \*  f(x)dx  prend  le  nom  d1 intégrale  indé- 
finie ou  celui  d'intégrale  à  partir  de  a. 
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Par  exemple,  la  différentielle  de  sin  x  étant  eus  xdx,  on  a 

ç  .  (LT  .    1 

(•os  xdx  =  si n  .r  -f-  C,        2     cos  .iv/.r  ==  sin     -  —  sin  0  =  1. 


IJ  cos  a%fcc  =  sin  x. 

190.  Intégration  de  af(x)dx.  —  Si  a  est  indépendant  de  x, 

\  af(x)dx  =  a  |  f(x)dx  -\-  C. 

En  effet,  les  deux  membres  ont  pour  différentielle  af(x)dx. 

On  peut  donc  faire  sortir  un  facteur  constant  de  dessous  le 
signe  d'intégration;  un  facteur  constant  placé  devant  le  signe 
peut  entrer  sous  le  signe.  Par  exemple, 

|  3  eos  xdx  =  3  |  cos  xdx  =  3  sin  x  -j-  C, 

C  lf  am+1 

x*dx  =         —     (w+  lta?mûfa?  -      -— -  -f  C.        (m  4-1-^0) 

J  m  -\-  1 J  >n  -f  1 

La  dernière  égalité  donne  la  règle  suivante  :  Pour  intégrer 
une  puissance  de  x,  on  ajoute  une  unité  à  iexposant  et  on  divise 
le  résultat  par  le  nouvel  exposant  (*) 

191.  Intégration  d'une  somme. —  On  a 

i  (  u  4-  r  —  %o)dx  =  \  udx  -\-  \  vdx  —  )  icdx  ; 

car  les  différentielles  des  deux  membres  sont  égales. 

Ainsi,  l'intégrale  d'une  somme  est  égale  à  la  somme  des  inté- 
grales des  parties.  Par  exemple 

|  (x  —  a)(x  —  b)dx  =  (  x-dx  —  [a  -f-  b)  I  xdx  -f-  ab  \  dx 

192.  Intégration  immédiate.  —  Eu  renversant  les  règles  de 
la  différentiation,  on  forme  le  tableau  suivant  qui  comprend  les 
intégrales  auxquelles  on  cherche  à  ramener  une  intégrale  pro- 
posée. 


(*)  Nous  soiis-entendrons  souvent  la  constante  arbitraire. 
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C  Xm+l 

x^dx  -  :  (m    (-  1  7^0) 

î}?    -X-     1  '  y 


W2       -   1 


—  =  Ix 

X 


\  sin  a?efa?  =  —  cos  a?,  f  cos  xdx  =  sin  a:  ; 

I ô     =  te;  07,  .  —  —  cotg  a?  ; 

J  cos2a;         °  J  sin2  a?  6 

Ç         dx  r       ,1™ 

Nous  complétons  ce  tableau  des  intégrales  fondamentales  par 
les  formules  suivantes  qui  sont  d'un  fréquent  usage  et  que  le 
lecteur  vérifie  facilement  par  différentiation  : 

f    dx         _  À     x        Ç    dx  At    .   x\ 

f       rto  1   7#  — a        f        dx  /  „-- — 

193.    Intégrale   d'une   puissance   de   .v.    —   Considérons    la 

formule 

a;mû?aj  =  —     -I  (m  =£  —  1) 

J  m  + 1 

lorsque  m  =  —  1,  l'intégrale  est  Ix. 

Dans  les  applications,  il  convient  souvent  de  recourir  aux 
exposants  négatifs  ou  fractionnaires.  Par  exemple  : 


C  :!/  C    -  3^3     3/~ 

I   \x2dx  =      x3dx  =  -  x3  —  -oc\x2  I 

o  o 


x3dx  =  -  x3  =  -  a?v 
'  o  o 

f       _-3  I  4 

1  x    Adx  —  4x*  =  4 Y  .r 


J 


~  dx 


x2 


Y 


Les  cas  de  m  =  —  -i  /zz  =  —  2  se  présentent  souvent  : 


\7T 


Neuberg,  .4/z.  m/*.,  /.  12 
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Plus  généralement,  si  u  et  /'(.y)  désignent  des  fonctions  de  x, 

C  du  ,  .       C  f  (x)  ,_   _ 

r**         1     /Y'(^)  1 

J  h-  ~        u     )f\x)  ~       f{œ) 

Ainsi,  l'intégrale  dune  fraction  dont  le  dénominateur  est  un 
radical  carré  et  dont  le  numérateur  est  la  dérivée  de  la  quantité 
placée  sous  le  signe  radical,  est  égale  au  double  du  dénomina- 
teur. Par  exemple, 

C      xHx  1   f       3x*  2K  ;  -s  -  .      , 

i  -  =  ô  dœ        \  x3       a3. 

Si  ?/  est  une  fonction  de  xf  on  a 

J    u 

Donc,  i intégrale  d'une  fraction  dont  le  numérateur  est  la 
différentielle  du  dénominateur  est  égale  au  logarithme  népérien 
du  dénominateur.  Par  exemple, 

f    °°3dx       _  1   Ç  4x3dx      _  1  .  4 
J  x4  +  â4  =  -1  J  5*  +  â*  ==  4 ^     h  a  j' 

f,        ,  fsin&Y&c  fdeo&x 

te  xdx  —  I  -  =  —      -  ■  =  —  /  cos  x. 

J    c  J     cos  ^  J  eos  a? 

MÉTHODES    D'INTÉGRATION. 

194.  Pour  ramener  une  intégrale  proposée  aux  intégrales 
fondamentales  du  §  192,  on  a  recours  à  des  artifices  dont  le 
choix  est  suggéré  par  l'habitude  du  calcul,  mais  qui,  dans  la 
plupart  des  cas,  se  rattachent  aux  procédés  suivants  : 

1e  Intégration  par  décomposition; 

2°  »  substitution  ; 

3°  »  parties  ; 

4°  )>  réduction  successive. 

195.  Intégration  par  décomposition.  —  On  partage  la  diffé- 
rentielle proposée  en  plusieurs  autres  dont  les  intégrales  sont 
connues. 
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Exemples. 

iq  ç  (3^  -  1)  (4,-  +  7)^  f  12^-f  21**  -4,-7  dx 

ri  i  L  _2 

s=      (12^  +  2la?:5  —  4,:!  —  7,   :iW.r 


18    10  -  4  - 

=  ~  ce3  4-  9a;3  —  3,:j  —  21a?3 . 
5 


/*  /*  i  cos'  5;  *"     doc  C 

2°  I  tft-2  xdx  = „'        tfa?  —  I  — -5 \  dx  —  tff  a?  —  a?. 

J    &  J       cos2  a?  J  cos~a?       J 

»/if?-/,4î^*-/('-i^>— '«+->■ 

Ç       dx         ,    C     ondœ  .  .  /- 

=       -, 4-1     -  ■=  htc  sin  a?  —  VI  —  x~. 

J\l\—x~      }\Jl-x* 

196.  Intégration  par  substitution.  —  Ce  procédé  consiste  à 
opérer  un  changement  de  variable.  En  posant  x  —  ®(t),  on  a 

(f(oc)dx  =  \  f\v[t)]v'(t)dt; 

si  l'on  connaît  la  seconde  intégrale,  on  y  remplace  t  par  sa  va- 
leur tirée  de  x  =  »(£). 

Pour  employer  avec  succès  cette  méthode,  on  compare  la 
différentielle  proposée  à  celles  que  l'on  sait  intégrer,  pour  la 
ramener  à  l'une  de  celles-ci  au  moyen  d'une  substitution  conve- 
nable. Le  changement  de  variable  se  fait  souvent  mentalement. 

Ainsi,  la  substitution  f(x)  =  z  ramène 

j*  lf{oc)}™f(x)dx    à     f  z*dz. 

Exemples. 

1°       sin3  x  cos  x  dx  =*      sin3  x  .  d  sin  x  =  7  sin4  x . 

2°        (ccx™  4-  b)Vxm~ldx  =  j  (axm  4-  b)vd(axm  4-  6) 

(ûa?m  -j-  Ô)P+1  ] 

tt,-V       ou     -       /«x">  4-  6  , 
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suivant  que  j>    ■         1  ou  «= —  1. 


3"    I  (*»)*—  =  [\lx)™dlx  =  [lx 

1  x         }   v  m 


m  -j-  1 


197.  Les  formules  fondamentales  du  $192  admettent  les  gêné 
ralisations  suivantes  qui  sont  d'un  usage  continuel  : 


f/        ■    n     ,  (ax-+-b)m+l 

(ax  +  b)*dx  =ï         '    /        ,  (wî        -1) 

a(w  -j-  1) 

I  a 


i(m  -f  1) 

dx  1 

aa?  -f-  6       a 


s 


sin   a#  -|-  b)dx  =  —     COS  (ax    \    b); 


cos  (a#    -  b)dx  =  —  -  sin  (<7.r  4-  £>)  ; 


dx  1 

=       -  -tg   ax  --  b); 

'   cos-  (ax  4-  b)       a   ' 


s 

J 


i'„. 


cotg  [ax  -\-  b) 


sin2  (aa?  -j-  b)  a 

dx  .    x, 

=  are  sin-  » 


\  «2  — 


./:■ 


cfo?  1  X 

-  =  -arc  tg 


Pour  démontrer  ces  résultats,  on  l'ait,  dans  les  deux  dernières 
intégrales,  x  =  nt  :  dans  les  autres,  ax  -\~  b  =  t. 

198.  Voici  des  exemples  qui  familiariseront  le  lecteur  avec 
les  formules  précédentes  ou  avec  les  substitutions  les  plus 
fréquentes. 

1°  Pour  intégrer  sin2  xdx  et  cos-  xctx,  on  remplace  sin-  x  et 
cos2  x  par  des  fonctions  du  premier  degré  : 

.    0      ,  |"1  —  Cos  2x  ,         x       sin  2x. 

sur  xdx  =  j  —  dx  =  -  — 


f        o     7         f  1  -I-  cos  2a?  . 

cos-  o:aaj  =  dx  = 

J  J 
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De  même 


s  in 


ax  cos  bxdx 


_   fsin 


[a   |-  b)x  +  sin  («  —  //m' 


efo» 


cos  (a  4-  b)&       cos  (a  —  &)# 
2(a  +  ï)"  2(a  —  *) 


J  siu.t         I    9 


r/jt* 


i, 


dx 
cosa? 


sm  -  cos  - 


?'2" 


■  I  9  —  « 


1  ftuV  i  ' 

=  /  ti{  r 

tg-  2  cos-  - 


Z71       x\       ,  i     I-       X 


3°  o    ,    ,      .      -Le  dénominateur  a  l'une  des  formes 

* 


dx 
ax2  -\-  bx  -\-  c 


a(œ  —  x')  (x  —  x"),     a(x  —  x')~,     a[(x  —  a)2  -f-  (32 
Dans  le  premier  cas,  en  observant  que 


1 


(x  —  x')  (x  —  xr) 
on  ramène  l'intégrale  à 


1 


1 


/y» t*  /y* /v* 


l 


1  C  f     %  7x'     \ 

a;f  —  a?")  J  \a;  —  #'       °°  —  &"J 


a( 


Dans  le  second  cas, 


06  (  i/y      "~ " ""    X     j       X    ~~~   X 


S 


dx 
a(x — x')2 


1 


a(x  —  x') 
Dans  le  troisième,  on  pose  x  —  %  —  (te,  d'où  dx  =  $dz;  il  vient 

Ç  dx  1  f       (3ote  1  r  a;  —  a 

!  ax-  -\-bx  +c  ==  â  J  P8(l+**.)  =  âp  arC  tg  S  " =  âp  arC  g  '  ? ~ 


i       x-  dx 

1°        , •  La  substitution 

J  V«2  —  a;2 

,r  =  o  sin  z,     dx  =  a  cos  zdz 
ramène  l'intégrale  à 


(a2i 


sin2  zdz  =  a2 


r 


—  cos  2z 


dz   - 


a- 


sin  2z 
2 


Or,         sin  c 


œ 
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»     sin  2s  =  2  sin  c  cos  a 


a 


a   \  a- 


l'intégrale  proposée  est  doue  égale  à 


ô  a2  are  sm     —  ,.  jj  \  a-  —  ar. 


a 


tA    lÀ/tXj 


•  La  substitution  se2  —  a2  =  s2  donne 


|  \/(#2  _  a2)  (62  —  x2) 

xdoc  —  sofe,     //2  —  a?2  =  &2  —  a2  —  z2  ; 
l'intégrale  proposée  devient 

ote  .  ~  .     \l x2  —  a- 


I      .  r  —  are  sin    ,  .  "*         =  arc  sin 

J   \  //;  _  a-  —  s2 


\  62  —  a2 

On  peut  traiter  le  même  exemple  en  posant 
y-  —  a-        b2  —  x2       (x3  —  a- 1  -f  (£2  —  a?2) 


COS' 


sin2  »  -}-  cos-  cp 


y-ô«  — a* 


=  &2  —  a2  ; 


sur  cp 
il  en  résulte 

x2  —  a2  =  (b2  —  a2)  sin2  ©,     //-'  —  a?2  =  (ô2  —  a2)  cos2  ©, 

./v/.r  =  (b2  —  a2)  sin  œ  COS  'f  r/o. 

L'intégrale  proposée  se  réduit  à 


|  dr 


cd  =  arc  te: 


a;-  —  a- 


*  V 


Les  deux  valeurs  trouvées  sont  égales,  car 
arc  sin  a  =  arc  tg  -  .     - 

Vi  —  «* 

199.  Intégration  par  parties.  —  Soient  iz,  v  deux  fonctions  de 

x  ;  on  a 

d(i(v)  —  udv  -  {-  vdu, 
d'où  udv  =  d(uv)  —  vc/u, 

|  <^/r  —  ?(r  —  |  vdu.  i  A) 

Telle  est  la  formule  servant  de  base  à  l'intégration  par  parties. 
Une  différentielle  étant  donnée,  on  la  décompose  en  deux  fac- 
teurs u,  dv,  dont  le  second  soit  la  différentielle  d'une  fonction 
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connue;  la  relation  (A)  ramène  alors  l'intégrale  de  udv  a  celle 
de  velu. 

200.  Exemples.  —  Nous  désignons  par  y  l'intégrale  proposée. 

\o  y  —  \xHxdx.  Intégrons  par  parties  en  posant 

dr  =  x2dx .     u  =  Ix,     d'où     v  =  -r  >     dit  —  --  • 

4  a; 


x4,  7  Ç  x*  dx       a;4  a?4 

y  =   ■■    (x  —  I  -—  -  •  =  --  lx 
J    4    x 


Il  vient 

4  J    4    x         4  16 

2°  y  ==  f  xexdx.  Nous  faisons  rfy  =  cx<7a,  u  —  a;  il  vient 

y  =  ^*(?x  |   <?xc/o;  =  Jrex  G,x. 

3o  y  =  |  #  sin  av/a.  Si  Ton  pose  du  =  sin  a<7a,  h  =  a,  on  trouve 

y  =  —  a?  cos  x  -\-  \  eos  a?  dx  =  —  a:  cos  a.1  -j-  sin  a?. 

4°  y  =  (  ,v  arc  sin  xdx.  Cette  intégrale  se  ramène  à  la  précé- 
dente en  posant  arc  sin  x  =  z  ou  a  =  sin  z,  ensuite  2z  =  t;  on 
obtient 


y  =  I  z  sin  z  cos  z  dz  —  -      s  sin  25  ete  —  -      /  sin  / 


cfc. 


D'après  l'exemple  3°, 

y  =  Q  (—  t  cos  ^  -f-  sin  £) 

o 

= arc  sin  x  A--x-  arc  sin  x  4-  -  x  V  1  —  ^>2« 

4  2  4 

5°  y  =  ("  ex  sin  a  t/a.  Posons  du  —  exdx,  u  =  sin  a  :  il  vient 
y  —  ex  sin  a?  —  j  ex  cos  a?  rfa?. 

Appliquons  de  nouveau  la  formule  (A)  à  la  dernière  intégrale 
en  faisant  du  =  e*dx,  u  =  cos  a*;  nous  aurons 

(  e*  cos  a?  dy=ex  cosa?-|-  J  ex  sin  a-  dx. 

Comme  on  retombe  sur  l'intégrale  proposée,  ou  paraît  tour- 
ner  dans  un  cercle  vicieux.  Cependant  il  n'en  est  rien  ;  car  on  a 

y  =  6>x  sin  x  —  e*  eos  x  —  y, 
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et  en  transposant  le  dernier  ternie  on  obtient 

1       ,  . 

y  =  -  ex  (Sin  x  —  eos  x). 

6°  y  =  |  arc  tg  *y  rf*\\  Posant  do  =  (foc,  «  —  arc  tg  .y,  on  trouve 

/*    occlx 
y  =  x  arc  tg  a?  —  -  =  x  arc  tg  a?  —  - 1(  1  -h  a?2). 

'    1   ~~ p"  X  £ 

201.  Intégration  par  réduction  successive.  —  Si  la  diffé- 
rentielle proposée  dépend  d'un  paramètre  m,  on  parvient  sou- 
vent à  ramener  l'intégrale  cherchée  à  une  autre  qui  n'en 
diffère  que  par  le  changement  de  m  en  m  —  1  ou  m  —  2  ...  ;  le 
même  artifice  réduit  encore  le  paramètre,  et  ainsi  de  suite, 
jusqu'à  ce  qu'on  arrive  à  une  intégrale  connue. 

Exemple.  —  ym  =  \  exxmdx,  m  étant  entier  et  positif. 

Intégrons  par  parties  en  prenant 

dv  —  exdx,     u  =  xm,     d'où     v  =  cx,     du  =  nixm~ldx\ 
nous  aurons 

ym  =  cxxm  —  |  //?;/;m_1  exdx  =  cxxm  —  mymZx. 

Telle  est  la  formule  de  réduction.  On  en  déduit 

y  m  =  '>X^m  —  »^m-i, 

ym_j  —  e*o;m-i  _  (m  _  l)ym_2> 


>/1  =  <?\/.'  —  //0  =  e*x  —  ex. 


Eliminons  les  quantités  auxiliaires  ym-\,  •••  )':'■>  il  vient 
//„,  =  ex  [xm  —  ^M-m-1  -f  m[m  —  l)a?m-2 . ..  +(—  l)m  m(w  —  1) ...  2  . 1 

Exercices  et  notes. 

1.  I  (x  —  a)  (x  —  V)  (x  —  c)dx  —  -  x4  --  œ*£a  -\-  -  xzï»ab  —  abex. 

Ç  (x  —  a)  (x  —  b)   .         1    „       ,     ,   ,         v      ,   /  w         ,%-f 

2. — -  dx  =  -xz  —  [a  +  b  —  c)x  -\-(c—  a)  (c  —  b)  l{x  —  c) 

'  x  —  f- 


X  —  c 

dx  1  .     bx 

-  arc  sm      ■ 
J  \Jaz  —  bzx*       h  a 


\. 


dx 


a2  +  b2x°      ah 


bx 
arc  tg 
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Ç      ocdx           1            .     x2  Ç  (a  —  x)dx        .  i 

5.         «              ==   :arc  si îi     -■  o.         ,                      V/2 

J  ya«— ar*       2                a-  J  y/2a*  —  x2 

-    r         .,      ,  ,     fsina?da;         1 

r.     cotera;  aa?  =  —  a?  —  cote;  a*.  ». 

J    COS2  a?        cos./' 

9 


f  r .  '  ■    .  /   ""    , 


I  da?  2  2a;  —  1 

1  ^;2  —  a?  4-  1        /3  &      i/3 


m. 


dx 


\  ax  —  x'1 


arc  si n 


2a?  —  a 
a 


_  0      .         sin  6a;       sin  4a?       sin2a;       a- 

11.  I  cos  x  cos  2a?  cos  3x  dx    --      — r \-     —      -j ^— 

24  10  o  1 


12 


2 


14 


\/a>  4  a  +  \^  4  ô  "  3(a  --6) 

/*  s  in  (a?  4  a) 
3. 
J         sin  x 

Ç  sin2  (a?  +  a) 


[(x  -f  a)2  —  (a?  +  6)2 


si  n  a? 


c&c  =  a;  cos  a   h  sin  «  /  cos  x. 
'1  dx  =  —  cos  x  cos2  a  -f-  sin  x  sin  2a 


a? 


4  sin2  a\l  tg  -  4  cos  a?]  =  —  cos  (2a  4  #)  +  smîJ  a  l  tg 


# 


J  cos2  ^  \!a 
Ç       sin  £ 
J  (« 

,,  f. 


15 


16 


=  t  Va  +  6tga7• 


-4ôtga;       6 

a1  (/a*  1 


cos  a?)2  //a  —  fi  cos  a*) 

dx  \a2  -\-  x- 


19. 


20. 


a;2  y  a2  4-  a2 
dx 


alx 


Ç         dx 

'  1S-      v7  i 
j  x  y  x  - 


a< 


1  a 

—    arc  sin    • 
a  x 


la  4  Va*  —  ^2 

J  x\Ja-  —  x2  "         «  # 

fa;  arc  sin  a1   .  4  /—     - 

cfcc  =  a?  —  \  1  —  x-  arc  sm  x, 

J  V1  — ^2 


Intégrer  par  parties  en  prenant  r^; 


ocdx 


\j\-x2 


21. 


I  a^  sin2 


1  /  .  I 

a?  dx  =  -  (  a:2  —  a-  sin  2a*  —  -  cos  2a1 


1 


Remplacer  sin2  x  par  -  (1  —  cos  2a-). 
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J  a;-  — 


c&c  1  a-  —  cos  a 

ô T    i  =  ■  •■     ■    {U'C  t& 

2a*  cos  a  -\~  1       snift  sm  a 
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C  /3  1  \      3  1 

2:5.       .'•  cos3  x  dx  =  x  -  sin  x  -f-  -  -  sin  ox  )  -f  -  cos  x  4-  —  cos  3./' . 
J  \4  12  /        1  3b 

Remplacer  cos3  x  par  -  cos  x  -f  -  cos  3  x  et  intégrer  par  parties. 

4  4 

f1     dx  17.  r~    xdx  12,5 

24-  J  05  +  2a?  "  2   5  '        J  lT+  ô*         2 

26'  J0^=T4F+5  =  arCtg2— 4' 


J  0  y  1 


sinajofa?  _ 

=  2.      (0<a<l 


—  2a  COS  a?  -h  a2 

,*~    sin  x  dx       -  1                 ,'~    .    .,  x  .        -       3/3 

28     M  =—  ,     =  : — arc  te*       •       29.    U'sm-     dx= rt 

J  0  1  -h  cos2  a?      4  ^  i/2               J  0           3            4          8 

f4                  £&C                           71  f6              0?O7                        1   ._ 

30.             ,                                     .,-  31.             ,    7-            10  =  =  12.  1. 

Jo\^12  +  4x  —  x2       3  J4a?2-f-a?— 12       / 


CHAPITRE  XII. 

DIFFÉRENTIELLES  DE  L'AIRE  ET  DE  L'ARC, 
COURBURE    DES  LIGNES. 


Aire  d'un  segment  de  courbe  plane. 

202.  Expression  analytique  de  l'aire.  —  Soit  y  I  x 
l'équation  d'une  courbe  plane  rapportée  a  deux  axes  rectan- 
gulaires. Considérons  un  are  continu  AM  de  cette  ligne  et 
menons  les  ordonnées  A' A,  M'M  de  ses  extrémités.  Nous  sup- 
poserons d'abord  que  l'are  AM  soit  situé  au-dessus  de  OX,  que 
l'abscisse  OM'  de  M  soit  plus  grande  que  l'abscisse  OA'  de  A  et 
que  l'ordonnée  d'un  point  parcourant  Tare  varie  toujours  dans 
le  même  sens,  par  exemple  en  croissant  (fig'.  3i). 
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Nous  nous  proposons  d'évaluer  l'aire  AA'M'.M     -  CF. 
A  cet  effet,  divisons  A'M' en  n  parties  par  des  points  IV,  C, ...  L' 
Fig.  3i.  Fig.  3a, 

n        N 


A'    B'  C     TV  L'     M'     N'    X 

et  menons  les  ordonnées  B'B,  C'C,  .  .,  L'L.  L'aire  U  est  divisée 
en  n  parties  que  nous  appellerons  a,,  a2,  ...  an;  on  a  évidemment 

al  +  a2  +  •••   +  an  "  "  U. 

Par  les  points  A,  B,  . ..,  L  menons  des  parallèles  Aa,  Bb L/ 

à  l'axe  OX  jusqu'à  la  rencontre  avec  l'ordonnée  suivante; 
désignons  par  px,  p2,  ....,' pn  les  rectangles  AA'  B'a,  BB'C'6,  .... 
LL'M'/  ainsi  formés. 

Nous  allons  démontrer  que 

U  =  lim{P1  +  pi  +  .,.+pi) 

quand  n  augmente  indéfiniment  et  que  toutes  les  divisions  de 
A'M'  tendent  vers  zéro. 

En  effet,  comparons  par  exemple  les  aires  CC'D'D,  CC'D'c; 
si  c/D  coupe  C'C  en  d',  on  a 

CC'D'D  —  CC'D'c  <  CcDr/'. 

On  peut  supposer  les  divisions  de  A'M'  suffisamment  petites 
pour  que  les  différences  aB,  bC,  ...,  /M  de  deux  ordonnées 
consécutives  soient  moindres  qu'une  quantité  donnée  e;  alors 

CC'D'D  —CC'D'c  <  CD',  e. 

Ajoutons  membre  à  membre  toutes  les  inégalités  analogues, 
à  savoir 

a,  -  ^  <  A'B'.  e,      a,  -  p,  <B'C  .  e,  ...,      an  -  P„  <  L'M'.  e  ; 


nous  aurons 


u--(P1  +  P,  +  ...  -f  PoXA'm'.e. 
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Comme  e  est  une  quantité  aussi  petite  qu'on  veut,  la  somme 
variable  $x  4-  3.,   |- ....  4-  3n  a  bien  pour  limite  la  quantité  fixe  U. 

Le  eas  où  l'ordonnée  de  l'are  A  M  est  constamment  décrois- 
sante, se  traite  d'une  manière  analogue;  011  a  maintenant 

(Pi  +  P2  +  ...  +  Pn)~U<  A'M'.s. 

Si  l'ordonnée  [flg\  32)  ne  varie  pas  toujours  dans  le  même 
sens,  on  mène  les  ordonnées  maximum  ou  minimum  et  les  rai- 
sonnements précédents  sont  applicables  aux  aires  partielles 
AA'D'D,  DD'E'E,  ....  déterminées  par  ces  ordonnées;  donc 
l'aire  totale  est  encore  la  limite  de  la  somme  des  rectangles 

Q  O  0 

Pu  ,J2>    •••>   Pn« 

Appelons  maintenant  a,  xu  xz,  ...,  xn~\,  x  les  abscisses  des 
points  A,  B,  C,  ... ,  L,  M;  les  bases  des  rectangles  3^  p2,  ...,  3n 
seront 

A  1  )    ===  X 1  ••— •  Cl ,        I>  L      — -  00a  ~~~  QG 1  j        .  •  •  .        i  j  -M    — —  OC  —  J.'u  _  1  1 

et  leurs  hauteurs, 

A'A  -  F(a),     B'B  =  F  fo),     ...,     L'L  =  F(a?M). 
Xous  pourrons  écrire 
U=lim  [(xl — a)  F(a)-\-(x2 — a;,)  F(j?1)4*  •  •+(#  —  ^n— 1)  F(#n-i)]>  (1  ' 
ou  sous  forme  abrégée 

U  =  limSÏP(a>)  A». 

Dans  cette  égalité,  x  est  supposé  recevoir  successivement  la 
valeur  a  et  une  suite  de  valeurs  xlt  «v.2,  ....  xn—1  insérées  entre 
a  et  x;  A.v  est  l'accroissement  de  .y,  de  la  valeur  substituée 
dans  F(x)  à  la  suivante. 

La  formule  (1)  est  fondamentale;  elle  sert  à  définir  l'aire 
AA'M'M  dans  les  cas  qui  n'ont  pas  encore  été  considérés. 

Si,  x  étant  plus  grand  que  a,  l'arc  AM  est  entièrement  situé  au- 
dessous  de  l'arc  OX,  les  produits  (Xy  —  a)  F(a),  (x,  —  xx)  Ffjcj, 
.  .  ,  sont  négatifs  ;  ils  représentent  les  aires  des  rectangles 
3j,  3.,,  ....  changées  de  signe.  Par  conséquent  la  formule  (1)  est 
encore  applicable  pourvu  que  l'on  regarde  l'aire  AA'M'M 
comme  négative. 
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L'arc  AM  peut   couper  L'axe  OX;  en  ayant  égard  aux  signes 
des  produits  F(x)  Ai  a)  on   voit  que  lini  I'F(a-)  A  a*  représente  la 


Fie.  33. 


Fig:  34 


Y       M 


différence  entre  les  aires  des  segments  situés  au-dessus  et  les 
aires  des  segments  situés  au-dessous  de  OX.  Ainsi,  dans  la 
figure  33, 

U  =  AA'O  —  CED  -f  DM'M. 

Supposons  ensuite  x  <  a  {fig.  3/f).  Les  différences  x1  —  a, 
xt  —  xlt  ...  étant  négatives,  les  aires  des  rectangles  à  ordonnées 
positives  entrent  dans  ÏF(a)Aa  avec  le  signe  — ,  les  autres  avec 
le  signe  -f-î  par  suite  la  limite  de  cette  somme  est  la  différence 
entre  les  aires  inférieures  et  les  aires  supérieures. 

Remarque.  —  L'aire  U  est  aussi  la  limite  de  la  somme  des 
rectangles  tels  que  C'D'Dd'  (fig.  3i)  que  l'on  obtient  en  menant 
par  les  points  F>,  C,  ...  M  des  parallèles  à  XO  jusqu'à  la  ren- 
contre avec*  l'ordonnée  qui  précède;  elle  est  aussi  la  limite  de 
la  somme  des  trapèzes  inscrits  AA'B'U,  BB'C'C,  ....  En  effet, 
on  remplace  ainsi  les  rectangles  infiniment  petits  pt ,  32,  ...  par 
d'autres  aires  qui  en  diffèrent  seulement  par  des  infiniment 
petits  d'ordre  supérieur  (29). 

Pour  la  même  raison,  si  a',  x'13  x'2,  ...,  A'n-i  sont  des  nombres 
quelconques  appartenant  respectivement  aux  intervalles  (a,  x{), 
(a,,  a%),  ...  ,  (xn-i,  a),  on  a 

U    =lim[(o7,  —a)F(a')  +  [œ%  —  œl]F(œ\)    \-  ...  -f  (a?  —  #n-i)F(a?'n  .])]. 

203.  Différentielle  du  segment.  —  L'aire  AA'M'M  (fig.  3i) 

peut  être  considérée  comme  une  fonction  de  la  dernière  abscisse 
OM'  x.  Si  l'on  attribue  à  x  l'accroissement  M'N'  =  Aa,  l'aire 
U  prendra  l'accroissement  AU  =  MM'X'N,   compris  entre  les 
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rectangles  M'N'm M  et  M'N'N/i;  doue  si  l'on  appelle  y  la  der 
nière  ordonnée  M'M,  on  a 

>/\x  <  AU  <  (y  -f  Ay)A^, 


d'où 


y  <  -fe  <  y  +  A//' 


y  t     dU  --=  y  dx  =  ¥[x)dx 


et  en  passant  à  la  limite  : 

dU 

dx 

Il  est  facile  de  voir  que  ce  résultat  est  applicable  à  tous  les 
cas.  Donc,  la  dérivée  d'un  segment  par  rapport  à  la  dernière 
abseisse  est  égale  à  la  dernière  ordonnée. 

204.  Aire  d'un  segment.  —  Soit  f{x)  une  fonction  ayant 
pour  dérivée  F(x).  La  différentielle  de  U  étant  F(x)dx,  la  valeur 
de  U  est  comprise  dans  Vintégrale  générale  de  F(x)dx,  et  l'on 
peut  poser 

U=/'(*)  +  l\ 

pourvu  qu'on  donne  à  la  constante  d'intégration  C  une  valeur 
convenable.  Or,  si  l'on  fait  coïncider  l'ordonnée  finale  M'M  avec 
l'ordonnée  initiale  A'A,  l'aire  U  s'annule;  on  doit  donc  avoir 

f(a)  -r-C  =  0,     d'où     C  =  —fia). 

Ainsi  U  =  f(x)  —  f(a). 


ou  (189) 


r 


-  pF(*) 

*    n 


dx. 


Applications.  —  I.  Segment  de  parabole  (fig.  35).  Xous  dési- 
gnons par  U  l'aire  comprise  entre  l'axe  AX,  l'ordonnée  FM  et 
Fig1.  3:").  Fig.  3(j 


it  y 
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l'air  AM  commençant  au  sommet.  Les  coordonnées  de  M  étant 
.v,  y,  on  n  : 

lT   =  I    y  dx  =       \l  2p  x  dx  =  V/  2p  I    aêtdso 


.'    0 


.    r~2       3~|x         2     /  2 

=  V %}>  ô x %    =  ô V %ï> x-x  =ô A,y • 

2 
L'aire  APM  vaut  donc  les  ~  du  rectangle  construit  sur  AP  et  I\M 

2 
ou  les  x\  du  triangle  TPM  formé  par  l'axe,  l'ordonnée  PM  et  la 
o 

tangente  MT. 

1 1 .  Hyperbole  équilaière  (fig.  36).  Soit  U  l'aire  comprise  entre 
une  asymptote  OX,  l'ordonnée  A'A  qui  correspond  à  l'abscisse 
OA'  —  1,  une  ordonnée  quelconque  M'M  et  l'arc  AM.  Si  l'équa- 
tion de  l'hyperbole  est  sçy  =  k,  on  a 

Y        \     ii  dx  —  \  =\klx]f       klx. 

J  i  J  i     x 

Cette  valeur  de  U  est  négative  pour  x  <^  1,  ce  qui  est  conforme 
à  la  convention  sur  le  signe  de  l'aire  (202). 

Intégrale  définie. 

205.  Si  l'on  rapproche  les  deux  expressions  trouvées  pour  U 
(202,  203),  on  peut  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Soit  F(x)  une  fonction  continue  dans  l'intervalle  (a,  x).  Insé- 
rons entre  a  et  x  des  moyens  x1?  x2,  ..  ,  xn_1  d'après  une  loi 
permettant  de  rendre  la  différence  de  deux  termes  consécutifs 
de  lu  suite 

ce  j      «x- 1  j       ju  oy       ••>  n — 1? 

aussi  petite  quon  veut  :  lorsque  n  croit  indéfiniment,  la  somme 
(a?j  —  a)¥{u)  -f  (x2  —  J?t)F(.r  J  +  [xz  —  #8)F(tf8)  +. . .  +  (x  —  #n-i)F(#n-i) 

tend  vers  une  limite  déterminée,  indépendante  du  mode  d'inser- 
tion des  moyens.  Cette  limite  considérée  comme  fonction  de  la 
dernière  valeur  x  a  pour  dérivée  F(x)  et  est  égale  à  V intégrale 
définie  jx  F(x)dx. 
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Ce  théorème  démontre  l'existence  de  l'intégrale  d'une  fonc- 
tion F  (.y)  continue  dans  un  intervalle  donné  (a,  x)  et  donne  le 
moyen  de  définir  graphiquement  cette  intégrale  comme  l'aire 
d'un  segment  de  la  courbe  y  =  F  ,v  . 

206.  Remarques.  --  I.  Le  théorème  précédent  peut  s'énon- 
cer ainsi  : 

L'intégrale  définie  f*F(x)dx  est  In  limite  de  la  somme  des 
videurs  que  prend  la  différentielle  F(x)dx  lorsque  In  variable  x 
passe  de  la  limite  inférieure  n  In  limite  supérieure  de  V intégrale 
par  un  nombre  indéfiniment  croissant  de  valeurs  intermé- 
diaires. 

On  suppose  ici  (pie  dans  F(x)dx  on  donne  à  a*  successivement 
les  valeurs  a,  ,v,,  x.2,  . ...  A:n_j  et  (pie  dx  est  l'accroissement  de  la 
valeur  substituée  quand  on  la  compare  à  la  valeur  suivante. 

II.  Plus  généralement  (202,  Remarque) 

CF(o;)doc=\im[(x1^ a)F(a') -f  (a?2— xJFÇxJ -{-...-]- (x— x'n-JFix'n-i)], 

où  a',  x\,  x'.2,  . ..,  .v',.,-!  sont  des  nombres  quelconques  apparte- 
nant respectivement  aux  intervalles  (a,3Ci),  (x^x^,  (x2 — .v3).  ... 

(tfn-i.tt). 

III.  Si  Von  renverse  les  limites  d'une  intégrale  définie,  elle 
ne  fait  que  changer  de  signe;  autrement  dit, 

f*  F(x)dx  =  —  f*  F(x)dx. 

Cette  proposition  résulte  de  la  remarque  précédente,  car  le 
facteur  dx  de  chaque  élément  F(x)dx  de  l'intégrale  définie 
change  de  signe;  elle  se  déduit  aussi  de  la  première  définition 
de  l'intégrale  définie  (189). 

IV.  Soit /(.Vf  une  fonction  ayant  pour  dérivée  F(x).  On  pose, 
pnr  définition, 

|        F(oc)doc  —  lim  |    F(x)dxf  pour  b  =  oo. 

.h  «b 

l         F(x)dx  =  lim  )    F(x)dxf  pour  a       —  oo. 
Ces  égalités  prennent  la  forme 

|'^°  F(œ)dx  =  /"(oo)  -  f(a), 
CoQF{x)dx  =A^)-A-oo)> 
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si   l'on  convient  de  représenter  par  foa),   f( — oo)   les   limites 
vers  lesquelles  tend  f(x)  pour  x  =  oo  ou  x  =  —  oo. 

Il  est  sous-entendu  que  la  fonction  F(x)  est  continue  à  l'inté- 
rieur de  l'intervalle  d'intégration. 

Aire  d'un  secteur. 


207.  Coordonnées  polaires.  —  Soit  r  —  F(o)  l'équation 
d'une  courbe  A  M  en  coordonnées  polaires  {flg.  3y).  Désignons 
par  U  l'aire  d'un  secteur  AOM,  compris  entre  un  rayon  vecteur 
fixe  OA  et  un  rayon  variable  OM;  si  r,  0  sont  les  coordonnées 
de  M,  on  peut  considérer  U  comme  une  fonction  de  0 

Soient  r  +  Ar,  6  -f  A6  les  coordonnées  d'un  point  X  infiniment 


voisin  de  M.  L'accroissement  AO  =  MON  fait  prendre  à  U  l'ac- 
croissement AU  =  MON.  Si  de  O  comme  centre  on  décrit  les 
arcs  de  cercle  M/î,  N/ii,  AU  est  compris  entre  les  secteurs  cir- 
culaires MO/i,  mON.  Or,  les  arcs  de  cercle  M/i,  /?iX  sont  égaux 
à  rA6,  (r  -j-  Ar)A6;  donc  les  aires  des  secteurs  MO/i,  mOX  sont 

ir2Ae,i(r  +  Ar)2A6,et 

i  r°Aô  <  AU  <  i  (r  +  Ar)*A6  ; 


d'où 


1 


AU 


<  -Â7r<ô(*-  +  ^)2 


2       "    A0     "  2 
Faisons  tendre  Aô  vers  zéro;  le  rapport  -.--  aura  pour  limite 


AU 

AO 


la  dérivée  -^-  >  et  comme  il  est  compris  entre  ~  r2  et  une  quan- 


tité qui  tend  vers  -  r2,  on  a 


dX_       1    2 
^6        2f  ' 


^U=^r2^6=^  lF2(ryô. 


Xeuberg    —  An.  inf ,  /. 
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Soit  a  l'angle    YOX  :  en  raisonnant  comme  an  §  204,  on  trouve 

c  J  a 

Application.  —  Un  secteur  de  la  spirale  logarithmique  r  =  aO 
a  pour  aire 

rt26-6       ]  az6_tt2a 


1   re  1 


•> 

~  .   a 


2  fa 


/a 


208.  Coordonnées  rectangulaires.  —  Entre  les  coordonnées 
rectangulaires  x,  y  et  les  coordonnées  polaires  r,  0  du  point  M, 
on  a  les  relations 


r2  =  x2-\-y2,     tgO  = 


x 


Ecrivons  la  dernière  ainsi 


0  =  arc  tg  -  ; 
6  a?' 


en  différentiant  on  trouve 

xdy  —  ydx      xdy  —  xdy 


d$-= 


On  en  conclut 


x2  +  y2  r2 

d\J  *=-{xdy—  ydx), 

1   r™ 
2, 


i  rM 

l   =  -  j  |  (xdy  —ydx). 


Xous  indiquons  ici  les  limites  de  l'intégrale  en  écrivant  les 
extrémités  de  l'arc. 

Si  les  équations  de  la  courbe  sont  x  ==  f(t),  y  =  o(fJ  et  si  t0,  t 
sonfe  les  valeurs  de  t  aux  points  A,  M,  on  a 


U 


Longueur  d'dn  arc  de  courbe. 


2G9.  Coordonnées  rectangulaires.  —  Par  définition,  la  lon- 
gueur d'un  arc  de  courbe  AM  (fig.  31)  est  la  limite  du  périmètre 
d'une  ligne  brisée  inscrite  ABC  ...  LM  dont  les  côtés  diminuent 
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indéfiniment.  Nous  allons  démontrer  que  ce  périmètre  tend  vers 
une  limite  indépendante  du  mode  d'inscription  de  la  ligne  brisée. 
Soient  c  la  longueur  d'un  côté  quelconque  de  cette  ligne,  et 
(x,y),  (x  4-  A#,  y  -j-  ày)  les  coordonnées  des  extrémités  de  ce 
côté  ;  on  a 

c  =,  s/lïïyTïïvr  -àœ^i+   || )2  • 

Si  l'équation  de  la  courbe  est  y  =  F(.v), 

lim  ^  -  F»,     d'où     ^=»p'(»)+., 
s  étant  infiniment  petit  avec  A.v  ;  par  conséquent 

c  =  Ax  X  1  +  ÎF'(tf) -h  e]2  =  A.r(\/ 1  -f  Fr*(a?;  +  t\), 

où  ï)  désigne  une  quantité  qui  tend  vers  zéro  avec  hx. 

Appelons  a,  xx,  x2,  ...  xn—\,  x  les  abscisses  des  sommets 
A,  B,  C,  ...,  L,  M  de  la  ligne  brisée.  Le  périmètre  de  cette  ligne 
a  pour  expression 

XA^VT+F^W-f-n),  (1) 

x  recevant  successivement  les  valeurs  a,  xx,  x2,  ..  xn-\,  et  Ax 
représentant  les  différences  xt  —  a,  x2  —  xu  ...,  x  —  xn  _f.  Quand 
les  côtés  du  contour  polygonal  AH  ...  LM  diminuent  indéfini- 
ment et  que  l'on  passe  à  la  limite  de  la  somme  (1),  on  peut  négli- 
ger les  termes  de  la  forme  i\&xt  qui  sont  infiniment  petits  d'un 
ordre  supérieur  (29);  la  somme  des  autres  termes  a  pour  limite 
l'intégrale  définie  \*\J  1  +  F'2(x)dx.  Donc  si  s  désigne  la  lon- 
gueur de  l'arc  AM  et  qu'on  écrive  y'  au  lieu  de  F'(.v),  on  a  (205) 

ds  =-.  \jV+i/2dx  =  \jdx^~-\-~dy-. 

210.  Remarques.  —  I.  La  limite  du  rapport  d'un  are  indéfini- 
ment décroissant  à  sa  corde  est  égale  à  limité. 

Soient  (fig.  31)  s  l'arc  AM,  (x,  y)  les  coordonnées  de  M, 
(x  4-  &x),  y  -f-  Ay)  celles  d'un  point  N  infiniment  voisin  de  M, 
As  l'arc  infiniment  petit  MN  et  c  la  corde.  On  a 

As  ds 

'    .     As      ,.  As  ,.  A  r  Sx 

lim  —  =»  hm    , =^=^-  =  lim  — =  =  =-  =  1 . 


\A+(S)° 
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II.  Soient  M  P,  XQ  les  ordonnées  des  points  M,  X  ;  en  menant 
Mm  parallèle  à  OX  et  désignant  par  B  le  point  de  rencontre  de 
QX  avec  la  tangente  MT,  on  a  (36) 


Fie    38. 


Y 

B/. 

h 

^^^ 

N 

m 

'     (\ 

\ 

\ 

/M 

\ 

T       0 


P       Q    N    X 


Mm  =  dx,     mB  =  rfy,     MB  =\  Mm  "  -f  mB"  =  \!dx2  +  d?/2; 

donc  la  différentielle  c/s  est  égale  a  a  segment  MB  de  la  tangente 
qui  se  projette  sur  OX  suivant  dx. 

III.  Appelons  a  l'angle  MTX  ==  BMm.  Le  triangle  rectangle 
MBm,  dont  les  côtés  sont  égaux  à  dx,  dy,  ds,  donne 


t°'  a 


dy 

dx 


COS  a 


dx 
ds 


sm  a  = 


dy 

ds 


211.  Coordonnées  polaires.  —  On  vient  de  trouver 

ds  =  \dx'2  -f-  dy2. 
Des  formules  de  transformation 

x  =  r  cos  6,     y  =  r  sin  6, 

on  déduit 

ofo;  —  cos  6  dr  —  r  sin  0  dO, 

dy  =  sin  0  dr  -f-  r  cos  6  c/0  ; 
par  conséquent,  à  cause  de  ds  —  y  cfoc2  +  dy2 > 

ds  =  \ldr2  +7W 


Î-VS*T* 


Soient  a  et  0  les  angles  polaires  des  extrémités  d'un  arc  AM 
d'une  courbe  ayant  pour  équation  r  =  F(8);  on  voit  facilement 

que 

■0 

-  a  '  «-'a 

Exemple.  —  L'arc  de  spirale  logarithmique  a  pour  expression 

■0  \!T+l2a 


s=  f  y/r'2_|_r2rf6=  feVF,2(6)  +  F2(6>/0. 


f   a6\;l  -f  l2adù  =  (aï  —  a*) 


la 


197  — 


Courbure  des  lignes. 


212.  Angle  de  contingence.  —  L'angle  de  contingence,  en 
un  point  M  d'une  courbe  MB  (fig.  39),  est  V angle  que  fuit  la 
tangente  en  ce  point  avec  une  tangente  infiniment  voisine;  plus 
exactement,  c'est  la  partie  principale  de  V angle  de  ces  tangentes. 

Soient  (x,  y)  les  coordonnées  de  M,  (x  -f-  Aac,  y  4-  A//)  celles 
du  point  infiniment  voisin  M',  a  et  a  -f-  Aa  les  angles  MTX,  M'T'X 
des  tangentes  en  ces  points  avec  l'axe  OX.  L'angle  de  ces  tan- 

Fig.  3g. 

Y 


gentes,  égal  à  Œt',  a  pour  valeur  absolue  Aa  ;  en  prenant  pour 
l'angle  de  contingence  la  partie  principale  tfa  de  Aa  on  attribue 
à  cet  angle  un  signe  :  il  est  positif  ou  négatif  suivant  que  l'angle 
MTX  croît  ou  décroît  avecx,  c'est-à-dire  suivant  que  l'arc  MM' 
est  concave  vers  le  haut  ou  vers  le  bas  (*). 

Si  x  est  la  variable  indépendante,  on  trouve  en  dérivant  les 
deux  membres  de  l'égalité  a  =.  arc  tg  y'  : 


doi 

dx 


y 


dos. 


y"dx 

ïTy5 


(i) 


Lorsque  la  courbe  est  représentée  par  deux  équations  de  la 
forme  x  =  f[t),  y  =  ©(£),  on  a 

dy 

dx 


a  =  arc  tg 


où  dy  =  y\t)dt,  dx  =  f\t)dt;  on  tire  de  là  : 

,dy 
dx  dxd'2y  —  dyd2x 

dy 

dx 


d 


dix  =  — 


i  + 


dx2  -f-  dyli 


(*)  On  sous-entend  que  A-v  est  positif  ou  que  labscisse  de  M'  est  plus 
grande  que  celle  de  M. 
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Enfin,  en  coordonnées  polaires,  si  on  désigne  par  a  l'angle  de 
la  tangente  avec  l'axe  polaire  et  par  V  l'angle  de  cette  tangente 
avec  le  prolongement  du  rayon  vecteur,  on  a 


e-f  v 


0  -f  arc  tg  -jt 


Par  conséquent 

do.  ■—  dti  4 


r 


ua 


r9  =  dt>  + 


—  r? 


.*." 


r  -  -f-  r- 


tfO 


r°~  -f-  2r'2 


rr 


r2  -f> 


.'2 


dO.  (3) 


213.  Définition  de  la  courbure.  —  On  appelle  courbure  totale 
d'un  arc  de  courbe  MB  (fig\  39)  l'angle  des  tangentes  à  ses 
extrémités  :  c'est  l'angle  dont  la  tangente  Mf  tourne  quand  elle 
roule  d'une  manière  continue  sur  l'arc  MB. 

La  courbure  moyenne  de  l'arc  MB  est  le  quotient  de  la  cour- 
bure totale  divisée  par  la  longueur  de  l'arc. 

La  courbure  d'une  ligne  MB  en  un  point  M  est  la  limite  de  la 
courbure  moyenne  d'un  arc  MB  dont  la  seconde  extrémité  se 

rapproche  indéfiniment  de  M;  on  la  représente  par  -  —  •  Pour 

h 

passer  à  la  limite,  il  suffit  de  remplacer  la  courbure  totale  par 

l'angle  de  contingence  c?a,  et  l'arc  MM'  par  la  différentielle  ds 

de  l'arc  AM.  Par  conséquent 


1 
R 


d'J. 
ds 


R 


ds 
d<x 


Ainsi,  la  courbure  en  un  point  d'une  courbe  est  égale  au  quo- 
tient de  l'angle  de  contingence  par  la  différentielle  de  Varc. 

Fig.  4o. 

X' 


214.  Centre  et  rayon  de  courbure.  —  La  courbure  moyenne 
d'un  arc  de  cercle  M  M'  Cflg.  4°)  est  égale  à  l'inverse  du  rayon  R  : 
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car  si  s  représente  l'angle  des  tangentes  MT,  M  T',  l'angle  au 
centre  MOM'  est  égal  à  s  et  par  suite  l'arc  MM'  a  pour  mesure 
1U.  La  courbure  moyenne  étant  indépendante  de  la  longueur  de 

l'arc,  la  courbure  en  chaque  point  a  la  même  mesure       • 

K 

On  appelle  cercle  de  courbure  en  un  point  M  d'une  courbe  un 
cercle  qui  touche  la  courbe  en  ce  point,  tourne  sa  concavité  du 
même  côté  et  a  même  courbure  que  la  ligne  donnée.  Le  rayon 
et  le  centre  de  ce  cercle  portent  les  noms  de  rayon  et  centre  de 
courbure.  Ce  ra3ron  est  précisément  la  quantité  R  de  la  for- 
mule (213) 

1         dy.  ds 

R        ds  d% 

On  a  trouvé  par  ds  les  expressions  (209,  211)  : 

\Ji  +  yl2dx,     \Jdx2  +  dy2,    \lr-  +  r'2  c/0 
et  pour  rfa  : 

y"dx         dxd2y  —  dyd2x        r1  -f  2r'2  —  rr" 


1-f  y'2  dx2  +  dy2  r*  +  r* 

par  conséquent  : 


(70  ; 


R 


R  = 


(l  4-  i/r 

(dx-  +  di/-Y 
dxd2y  —  dyd2x 


■     .(r»  +  r")« 

215.  Applications.   —  I.   Parabole.   En  prenant  l'axe  de   la 
parabole  pour  axe  des  y,  on  a 

par  suite 

p2  p2 


a? 

,i       ^ 

—  > 

y    =  - 

JM 

P 
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II.  Ellipse.  Nous  représentons  la  courbe  par  les  formules 
x  =  a  cos  t,     y  =  b  sin  t; 
alors  dx  —  —  a  sin  t  di,        dy  =  b  cos  t  dt 

d°-x  =  —  a  cos  t  dt~,     d'2y  ==  —  b  sin  t  dt~, 
et  la  seconde  valeur  de  R  donne 


(a2  sin2 1  -f-  £2  cos2  ^2 

K  = — ; 


ab 
III.  Spirale  logarithmique.  —  On  a 

r  =  a^,     r'  =  a®  la,     r"  =  cfîlza  ; 

il  en  résulte 

1  1 

R  -  a\\  -h  Ihif  =  r(ï  +  £2a)2. 

Donc,  te  rayon  de  courbure  est  égal  a  la  normale  polaire. 

216.  Théorème.  —  Le  centre  de  courbure  en  un  point  M 
d'une  courbe  est  :  1°  la  limite  du  point  de  rencontre  de  la  normale 
en  M  avec  la  normale  au  point  infiniment  voisin  M';  2°  la  limite 
du  point  de  rencontre  de  la  normale  avec  la  perpendiculaire  au 
milieu  de  la  corde  MM'. 

Prenons  pour  axes  coordonnés  la  tangente  M£  et  la  normale 
Mœ  (fig.  3g).  Si  l'équation  de  la  courbe  est  y  —  F  (a*),  on  a  F(o)=0, 
F'(o)  =  0,  et  le  rayon  de  courbure  en  M  a  pour  expression 


R 


y"        '  F» 


1°  Soient  a*,  y  les  coordonnées  de  M';  la  normale  en  ce  point 
a  pour  équation 

Y-y  =  -ir(X«-<t). 

Appelons  0)  le  point  où  elle  coupe  la  normale  menée  en  M;  la 
distance  Mw  est  la  valeur  de  Y  qui,  dans  l'équation  précédente, 

x 

correspond  à  X  «=  0.  Donc  Mw  =  y  -\-  —  >  et  si  M'  tend  vers  M, 


lim  M 10  =  lini 


x 


.'/ 
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Or,  le  théorème  de  Mac-Laurin  donne 

ij  =,  F'(x)  =  F'(o)  -f  scF"(ba)  =  xF"(0r). 
En  portant  cette  valeur  de  y'  dans  l'égalité  (1),  on  trouve 

lim  M»  =  -L  _  R. 

2°  Désignons  maintenant  par  w  le  point  où  la  normale  menée 
en  M  est  rencontrée  par  la  perpendiculaire  élevée  au  milieu  de 
la  corde  MM'.  Si  l'on  fait  Mw  =  Y,  l'égalité  u,M  =  wM'  donne 

Y2  =  (Y  -  yf  +  x\      d'où       Y  =  ~  + 1  • 

On  en  conclut  en  faisant  tendre  M'  vers  M  : 

oc 
lim  Mw  =  lim  —  •  (2) 

2y 

Or,  la  formule  de  Mac-Laurin  donne 

y  =  F(x)  =  F(o)  +  t¥\o)  +  |-  F"(e*), 

a;2 

ou  simplement  ?/  =  -,y  F''(0a*).    Cette    valeur    étant    substituée 

dans  l'égalité  (2),  on  trouve 

lim  Mu.  =  p,,-  -  R. 

217.  Corollaire.  —  La  dernière  proposition  est  équivalente  à 
celle-ci  : 

Le  cercle  de  courbure  en  M  est  la  limite  du  cercle  qui  touche 
la  courbe  en  M  et  passe  par  un  point  M'  infiniment  voisin  de  M. 

Exercices  et  notes. 


1.  La  cubique  y  =  x  [x  —  l)(x  —  2)  coupe  Taxe  des  x  eu  O  et  eu  deux 

autres  points  A  et  B  ;  trouver  l'aire  limitée  par  la  courbe  et  par  la  corde 

t  1  1  \ 

OA,  ou  par  la  corde  AB»  (  Réponse  :  —  j  —  -  ]. 

/  4\ 

2.  La  courbe  y-  =  x-  —  .x*4  a  la  forme  oo  :  trouver  l'aire.     Réponse  :  -  |  . 
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3.  Trouver  l'aire  limitée  par  l'axe  des  x  et  l'arc  de  la  courbey  =  oc2  —  xA 

f  4\ 

situé  au-dessus  de  1  axe  O.v.  i  Réponse  :  —     . 

v  loy 

4.  Trouver  l'aire  d'une  arcade  de  la  sinusoïde  y  =  sin  x.  {Réponse  :  2). 

5.  Trouver  la  longueur  d'un  arc  de  la  courbe  y  =  -  (e*  -\-  e~%). 

6.  Trouver  l'aire  d'un  secteur  de  la  spirale  d'Arcliimède  (r=aQ.),  ou  de 
la  spirale  hyperbolique  I  r  =  -  1,  ou  d  une  foliole  de  la  courbe  r  =  à  sin  20. 

7.  Si  les  axes  OX,  OY  font  entre  eux  l'angle  6, 

ds~  =  dx2  +  dy2  -f-  2dxdy  cos  9, 

3 

(1  +  y'2  +  2y'  cos  6)2 


R 


y"  sin  0 


8.  Le  rayon  de  courbure  de  la  courbe  ~F(x,  y)  —  0  est 


3 


R  .  ^2    !"  F'ï>2 


F"  F'2  —  2F"  F'  F'  4-  F"  F"2 

x  xx1  y  ^■L  xyx  x1  y  n^  -1-  yyx  x. 


9.  Prenons  pour  axes  coordonnés  la  tangente  MX  en  un  point  M  d'une 
courbe  et  une  droite  quelconque  MY.  La  limite  du  rapport  --  est  égale  à 

y 

la  corde  interceptée  sur  MY  par  le  cercle  de  courbure;  le  rayon  de  cour- 
bure est  égal  à  la  limite  de : 

2ysinXMY 

Conclure  de  là  l'expression  du  rayon  de  courbure  en  un  point  M  d'une 
conique,  connaissant  le  diamètre  passant  par  M  et  le  diamètre  conjugué. 

10.  Une  courbe  est  définie  par  les  équations  x  =  f(s),  y  =  <o(s),  où  s  est 
l'arc  de  la  courbe  depuis  un  point  fixe  jusqu'au  point  M.(x,  y).  Soient  a 
l'inclinaison  de  la  tangente  sur  OX,  R  le  rayon  de  courbure,  (X,  Y)  les 
coordonnées  du  centre  de  courbure.  Démontrer  les  formules 

COS  a  =  f,      sill  a  =  <p',      /"-  -f  tp'2  =  1  ; 
sin  a  =  -  Rf",      COS  a  =  Rp",      f"2  -f  cp"2  =  i-  • 

11.  La  différence  entre  un  arc  infiniment  petit  et  sa  corde  est  du  troi- 

ds3 
sième  ordre;  elle  a  pour  partie  principale     -  w-   • 
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Soient  x  =  f(s),  y  =  ©(5)  les  équations  de  la  courbe  ;  on  a 

\x  =  f(s-\-ds)-  f(s)  =  f(s)ds  + 1  f"(s)ds2  4-  l  f"(s)ds*  4-  • .  • , 

Ay  .  -  ?(S  4-  rf»)  —  r(^y  —  r  s)ds  +  ô  ?"(*)**  +"  ^  ?'"  s)rfs3  +  •  •  • 
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Soit  c  la  corde  de  l'arc  As;  on  trouve  facilement 

c2==(Aa?2)+(Ay>2-=f/,'2+cp'2)^2+(/y/,"+<p'cp'Vs3+ 


3~'         1_      4' 


cfe44-. 


Mais  on  a  Z"'2  -}-  rf '2  =  1  ;  d'où 

/y  _|_  ?y/  =  0,    f'2  4-  cp "2  4-  /7,f"  4-  cp'cp"' 


0, 


1 

R2' 

/V'2      !      „J'2  . 

=  /      -r  ?    » 

c/s4 
Ï2E*+  "" 

"    flfe< 

f/6             G  

GTS  +  C 

Ll2R2 

inlf»  de  r/<î  —  /? 

pst  doue • 

on  en  conclut 
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12.  La  distance  d'un  point  M'  d'une  courbe  à  la  tangente  au  point  infini- 
ment voisin  M  est  égale,  aux  termes  du  3e  ordre  près,  au  carré  de  l'arc 
MM'  divisé  par  le  double  du  rayon  de  courbure. 

14.  Dans  l'hyperbole  équilatère,  le  rayon  de  courbure  vaut  la  moitié  do 
la  corde  normale  ;  il  est  égal  à  la  normale  polaire,  le  pôle  étant  au  centre. 

oG 

15.  Trouver  le  rayon  de  courbure  de  la  cardioïde  r  =  2a  COS2  -  • 

16.  Lorsqu'on  un  point  d'une  courbe  on  aj/"  =  0,  l/'"  =  0,  ...  y(n~ ^  =  0, 
z/{n)  ^4  0,  l'angle  de  la  tangente  en  ce  point  avec  la  tangente  infiniment 
voisine  a  pour  partie  principale 


yWdx;*-1 


1.2...(n— l)(l-  +  y'8J 

17.  Le  rayon  de  courbure  de  la  spirale  rn  =  a  sin  nO  est  égal  à  la  fraction 
, — - —  de  la  normale  polaire. 

1 4-  ?* 


CHAPITRE  XIII. 


CONTACT  DES  COURBES  PLANES, 


GÉNÉRALITÉS. 

218.  Définition  du  contact  d'ordre  n.  —  Soient  A,  A'  (fig.  41) 

deux  courbes   qui   ont  un   point   commun    M.    Supposons    que 
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d'après  une  loi  donnée  {*)  on  fasse  correspondre  à  tout  point  N 
de  A  un  point  déterminé  N'  de  Af;  cette  loi  peut  être  quelconque, 
sauf  que  le  point  M  doit  être  son  propre  homologue  sur  les  deux 
courbes.  Si  la  distance  MX  devient  infiniment  petite,  il  en  est 
de  même  des  distances  MX'  et  XX'.  Ces  trois  distances  sont,  en 
Fig.  41. 


général,    du   même   ordre   infinitésimal.    Car,    si   l'on   appelle 
M,  X,  X'  les  angles  du  triangle  MXN', 


MX' 

MN 


NN' 
MX 


sin  M 
sin  N' 


(1) 


Lorsque  X  tend  vers  M,  les  directions  MN,  MN'  ont  pour  limites 
les  tangentes  MT,  MT';  la  direction  XX'  tend  vers  une  limite 
déterminée  MU.  On  a  donc 


lim 


MX'       sin  UMT 


MX        sin  UMT' 


lim 


XX'       sinTMT' 


MX 


sin  UMT' 


(2) 


par  suite,  MX'  et  XX  sont  du  même  ordre  infinitésimal  que  MX. 
Si  A  et  A'  se  touchent  en  M  lfig.  Ça),  les  égalités  (2)  deviennent 

..      MX'  NN' 

lim  =  1,    hm  -vr^  ==■  0. 


MX 


MX 


MX'  est  encore  de  l'ordre  de  MX,  mais  XX'  est  d'un  ordre  supé- 
rieur. 

Cela  posé,  deux  courbes  A,  A',  qui  ont  môme  tangente  en  M, 
sont  dites  avoir  en  ce  point  un  contact  d'ordre  \\,  quand  la  dis- 
tance de  deux  points  homologues  X,  X',  infiniment  voisins  de  M, 
est  d'ordre  u-f  1  par  rapport  à  la  distance  MX.  Dans  cette  défi- 
nition, on  suppose  établie  entre  les  points  des  deux  courbes  une 
correspondance  telle  que  le  point  M  soit  son  propre  homologue. 


O  Par  exemple,  les  points  X  et  N'  sont  sur  une  droite  passant  par  un 
point  fixe;  ou  l'arc  MN'  est  égal  à  l'arc  MN,  etc. 
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L'ordre  du  contact  est  indépendant  du  mode  particulier  de 
correspondance  des  points  X,  X'.  En  effet,  si  une  autre  loi  l'ait 
correspondre  à  N  le  point  N„  le  triangle  NX  X\  donne 


NN,        sin  NNfN1 
NN'  ~  sinNNiN' 


(3) 


Or,  lorsque  X  tend  vers  M,  les  droites  NN',  NN,  tendent  vers 
des  positions  déterminées  MU  et  MU!  ;  N'N,  a  pour  limite  la 
tangente  commune  MT.  L'égalité  (3)  devient 


lim 


sin  UMT 


NN, 

NÏV  =  =  sin  U,MT 


Donc  NN",  et  NN'  sont  du  même  ordre. 

219.  Conditions  du  contact  d'ordre  n.  —  Soient  (fig.  £3) 
AMB,  A'MB'  deux  courbes  qui  se  touchent  au  point  commun 
M(x,  y).  Convenons  de  regarder  comme  points  correspondants 
des  deux  courbes  deux  points  situés  sur  une  même  parallèle  à 
OY  (ou  ayant  la  même  abscisse).  Alors  ces  courbes  auront  un 


Fig.  43. 
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contact  d'ordre  n  en  M  si  la  différence  BB'  des  ordonnées  DB, 
DB'  appartenant  à  une  même  abscisse  OD  =  x  -f-  h  est  d'ordre 
7i+l  par  rapport  à  la  corde  MB  ou,  ce  qui  revient  au  même  (37), 
par  rapport  à  PD  —  /7. 

Soient  y—f(pc),  y  =  v(x)  les  équations  des  deux  courbes.  On  a  : 
DB  =  f(x  +  h)=f(x)  +  hf\x)  +  ...+  £/-""(*)  +  (^j[fin+1)^+  •*), 
DB'-=çf«+A)  =  •{*)  +  hf'(x)  -f-  ...  +--  >)(.-<;)  +  ,—  '_,  n<*ln+1)(x+Qih); 

il  .  \lt     I      i.  J . 
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d'où,  en  posant  o  ==  B'B  =--  f(x)  -\-  h)  —  v(x  -f  h), 

o  =  h\f(x)  -  *'(*)]  +  ~  [f"(œ)  -  ?"(x)}  + ...  +  ~[f*\oc)  -  f)(œ)] 

+  r^j  [/n+1;(*  -f  6//)  -  ?(n+i)(^  +  O,/.)]. 

Pour  que  o  soit  d'ordre  jî  -f-  1  par  rapport  à  h,  on  doit  avoir 
f[x)  =  u'(x),     f"(x)  =  v"(x),  ...,     fW(x)  =  ^)(œ), 

Donc,  pour  que  deux  courbes  aient,  en  un  point  commun,  un 
contact  d'ordre  n,  il  faut  et  ii  suffit  qu'en  ce  point  les  dérivées 
de  leurs  ordonnées  par  rapport  a  l'abscisse  soient  égales  jusqu'à 
V ordre  n  inclusivement. 

220.  Différence  entre  le  contact  d'ordre  pair  et  le  contact 
d'ordre  impair-  —  On  vient  de  trouver 

o  =     *L^—  [/W(*  +  8A)  -  ?(»+D(*  +8^)]. 

Pour  toutes  les  valeurs  infiniment  petites  de  A,  positives  ou 
négatives,  la  quantité  entre  crochets  a  le  signe  defrn+l\x) — ©fr+^ac). 

Si  n  est  pair,  o  a  un  même  signe  pour  h  positif  ou  négatif 
et,  par  exemple,  DR  >  DB',  CA  >  CA'  (fi g.  43).  Donc,  deux 
courbes  qui  ont  un  contact  d'ordre  impair  s'embrassent  au 
point  commun. 

Si  n  est  pair,  o  change  de  signe  avec  h  et,  par  exemple, 
DB  >  DB',  CA  >  CA'  (fi g.  44),  les  deux  courbes  étant  AMB'  et 
A'MB.  Ainsi,  deux  courbes  qui  ont  un  contact  d'ordre  pair,  se 
traversent  mutuellement  au  point  commun. 

221.  Autre  méthode.  —  Considérons  deux  courbes  {fi g.  4%) 
définies  par  les  équations 

Aj  x  =  f(t),  A,  (  a?-F{T), 

I  y  =AW;  '  !  y-F,(T>- 

Nous  établissons  une  correspondance  entre  leurs  points  en 
considérant  comme  homologues  deux  points  dont  les  paramètres 
/,  T  vérifient  une  relation  donnée  T  =  ty(t).  En  remplaçant  T 
par  ty(t)  on  obtient  pour  A'  des  équations  de  la  forme 

#  =  <?(*},     y-?iW.  (A') 
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et  deux  points  homologues  correspondent  maintenant   à  une 
même  valeur  de  t. 

Le  point  M  commun  aux  deux  courbes  étanl  son  propre  homo- 
logue, il  correspond  à  une  môme  valeur  t    -  a  dans  les  équations 

de  A  et  A';  ses  coordonnées  sont  donc 

x  =  f(a)  =.  o(a),     y  =  f,(a)  =  ?1(a). 

Prenons  sur  les  deux  courbes  deux  points  homologues  X,  X', 
infiniment  voisins  de  M;  leurs  coordonnées  sont 

j  x  =  f(a  +  h),  j  x  -    ©(a  -f  h), 

/i  étant  infiniment  petit. 

La  distance  MX  est  du  premier  ordre,  car  ses  projections  sur 
les  axes  coordonnées  sont 

f(a  -|-  h)  —  f[a),     ©(a  -f  A)  —  cp(a), 

quantités  du  premier  ordre  en  h. 

Si  les  deux  courbes  ont  en  M  un  contact  d'ordre  n,  la  distance 
XX'  est  d'ordre  n  -f-  1  par  rapport  à  MET,  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  par  rapport  à  h.  Pour  cela  il  faut  et  il  suffit  que  les  pro- 
jections de  XX   sur  les  axes,  savoir 

fa  -f-  h)  —  ©(a  -f-  h),     f\  (a  -f  h)  —  v-(a  -f  h 

soient  d'ordre  n  +  1  (*).  En  raisonnant  comme  plus  liant  (219), 
on  trouve  que  les  conditions  cherchées  sont 

/»  =  ©'(«),         f"[a)^f(a),         ...     fW(a)  =  »!»){a), 

A(«)  =  ti(«).    AW  -  ?i'W.     •■•  /i(n)(«)  =  ?i(n)(«)- 

D'après  cela  :  Si  deux  courbes  ont  en  un  point  M  un  contact 
d'ordre  n,  les  différentielles  des  coordonnées  de  M  calculées  sur 
lune  et  Vautre  courbe  sont  respectivement  égales  jusqu'à  l'ordre 
n  inclusivement. 

Le  nombre  des  équations  de  condition  est  supérieur  à  celui 
qu'on  a  trouvé  dans  la  première  méthode  ;  la  différence  tient  au 
mode   particulier   de   représentation   des    courbes   A,   A'.    On 


(*)  L'une  des  projections  pourrait  être  d'un  ordre  supérieur. 
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retrouve  les  conditions  du  §  219  en  remplaçant  les  équations 
x  =  fit),  x  =  o(t)  par  x  =  t. 

222.  Remarques.  —  I.  Deux  courbes  qui  ont  en  M  un  contact 
d'ordre  n,  peuvent  être  considérées  comme  ayant n  autres  points 
communs,  infiniment  voisins  de  M. 

En  effet,  h  désignant  un  infiniment  petit  du  premier  ordre, 
appelons  points  consécutifs  de  la  courbe  A  deux  points  qui  cor- 
respondent aux  valeurs  /,  t  -f-  h  du  paramètre.  Les  coordonnées 
du  point  consécutif  au  point  M(x,  y)  seront  x  -f-  Aac,  y  -f-  Ay,  ou 
x  +  dx,  y  +  dy  en  négligeant  des  infiniment  petits  d'ordre 
supérieur.  Le  point  consécutif  an  point  (x  -f-  dx,  y  -j-  dy)  a  pour 
coordonnées 

x  ~\-  dx  -\-  d(x  -f-  dx)  =  x  -}-  2<r/.r  -j-  c?2#,     ?/  -f-  2<fy  -f-  c?2y  ; 

le  point  suivant  aura  pour  coordonnées 

x  -f-  2û?a?  -f-  d~x  -f-  o?(#  +  2ofo?  -f-  c?2#)  =  ^  +  3dx -\-3d*x -\- dzx,  etc.  ; 

ainsi  de  suite. 

Les  choses  étant  entendues  ainsi,  deux  courbes  qui  ont  en  M 
un  contact  d'ordre  n,  ont  en  commun  n  points  consécutifs  à  M. 

IL  Voici  une  interprétation  des  conditions  trouvées  au  §  219. 

Si  x  et  y  sont  les  coordonnées  du  point  M,  les  points  com- 
muns aux  deux  courbes  sont  déterminés  par  les  valeurs  de  h 
qui  vérifient  l'équation  f  x  -\-  h)  —  <&(x  -\-  h)  =  0.  Or,  cette 
équation  a  la  forme 

\fn+x{x  +  M)  —  yn+\x  -f  6,/*)]  =0; 


(»+l)! 


elle  admet  n  +  1  fois  la  racine  h  =  0.  Donc  (n  -f-  1)  points  d'in- 
tersection des  deux  courbes  sont  réunis  en  M. 


Courbes  osculatrices. 

223.  Soient  A  une  courbe  complètement  donnée,  A'  une  courbe 
seulement  donnée  d'espèce  (par  exemple  une  circonférence,  une 
parabole,  etc.).  Si  l'on  détermine  la  ligne  A'  par  la  condition 
qu'elle  ait  avec  A,  en  un  point  donné  M,  le  contact  de  1  ordre  le 
plus  élevé,  elle  prend  le  nom  de  courbe  osculatrice. 
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Soient 

F(a?,y)  =  0,     f{x,y,a,a„  ..  )  _-  0 

les  équations  des  deux  courbes;  la  fonction  F(x,y)  (>*i  entière- 
ment connue,  tandis  (jue  la  fonction  f(xiy,a1ali  ...),  bien  que 
donnée,  renferme  un  certain  nombre  de  paramètres  a,  alf  ... 
dont  on  peut  disposer.  Si  ces  paramètres  sont  au  nombre  de 
n  -\-  1,  on  peut  imposer  à  A'  un  contact  d'ordre  n. 
En  effet,  considérons  les  équations 

dx      dy 

():c2  dxdy*         dy~  ùy 


r)xn   '      dxn~ldy  J  <)yJ 

Si  Ton  y  remplace  .v,  y  par  les  coordonnées  de  M,  la  première 
exprime  que  A'  passe  par  M,  et  les  autres  donneront  les  valeurs 
de  y\  y",  ...  y'11  relatives  à  ce  point  de  A'.  Par  conséquent,  en 
substituant  à  ces  dérivées  leurs  valeurs  tirées  de  l'équation 
F(x,  y)  =  0.  on  exprime  que  A  et  A' ont  en  M  un  contact  d'ordre  n. 
Mais  on  a  ainsi  77  -{-  1  équations  de  condition  (A)  qui  peuvent 
servir  à  déterminer  un  égal  nombre  de  paramètres  a,  an  ... 

224.  Remarques.  —  I.  Parfois,  en  des  points  convenable- 
ment choisis  de  A,  la  courbe  A'  acquiert  un  contact  d'un  ordre 
plus  élevé  qu'aux  autres  points;  on  dit  alors  qu'il  a  sarosca- 
lation. 

II.  Pour  étudier  une  ligne  donnée  A  dans  le  voisinage  de  l'un 
de  ses  points,  on  lui  substitue  une  ligne  plus  simple,  ayant  avec 
elle  en  ce  point  le  contact  le  plus  élevé.  Si  une  question  n'em- 
ploie que  les  dérivées  des  n  premiers  ordres  de  l'ordonnée  par 
rapport  à  l'abscisse,  on  choisit  une  ligne,  de  nature  plus  simple, 
ayant  avec  A  un  contact  d'ordre  /?.  Par  exemple,  quand  les  déri- 
vées des  deux  premiers  ordres  interviennent  seules,  on  remplace 
A  par  son  cercle  oscillateur. 

Xeuberg.  —  An.  Inf.  I.  14. 
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225.  Droite  osculatrice.  —  Une  droite  ayant  pour  équation 

y  =  CLX  -\-  h,  |  1 

oïi  peut  lui  donner  un  contact  du  premier  ordre  avec  une 
courbe  A  en  un  point  (a\  y).  Les  paramètres  <i,  b  résultent  des 
équations  (223) 

y  ~  ccx  ■  I- fj,    y1  ~  ce, 

où  y'  est  remplacé  par  sa  valeur  tirée  de  l'équation  tle  A. 

Comme  l'équation  (1)  donne  y"  =  0,  la  tangente  ne  peut  avoir 
un  contact  du  deuxième  ordre  qu'eu  des  points  de  A  où  y"  =  0; 
tels  sont  les  points  d'inflexion.  Si  en  un  point  de  A  on  a  y"  =  0, 
y'"       (),..,  y"    =0,  v" ;1   ^=0,  la  tangente  a  un  contact  d'ordre /ï. 

(  !ercle  osculateur 

226.  Centre  et  rayon.  —  Cherchons  le  cercle  osculateur  en 
un  point  M  (.y.  y)  d'une  courbe  donnée  AMB  i/i^'-  +>). 

L'équation  d'un  cercle  est  de  la  forme 


(*-a)*  +  (y  — P)8«=RS; 


ni 


comme  elle  renferme  trois  paramètres  a,  p,  R,  le  cercle  peut  avoir 
un  contact  du  deuxième  ordre. 


Fi  g.  +>. 

Y 

N\ 

V 

/B 

\A        \j£ 

"T 

jj^>i 

0 

X 

Dérivons   l'équation  (1)  deux  fois  de  suite  en  considérant  y 

comme  l'onction  de  .v:  nous  aurons 


x  —  i  -f  (//  —  p  //'  -=0, 

1  -\-yn  ! -(//  — >y-o. 


(2) 
(3) 


Pour  exprimer  que  les  deux  courbes  ont  un  contact  du 
deuxième  ordre  an  point  M,  nous  remplaçons,  dans  les  équations 
(1),  2)  et  (3),  a*,  y  par  les  coordonnées  de  M,  et  y',  y"  par  leurs 
valeurs  tirées  de  l'équation  de  la  courbe  AMB  (223). 
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Les  .équations  de  condition  (3),  (2),  (1)  dé  terminent  successi- 
vement les  valeurs  des  quantités  inconnues  y  —  (3,  x  —  x,  II; 
on  trouve 

r        a-U     l!/"]//'        »         S  1     !    -?/"-  M. 


K 


(i  -kvv 


227.  Remarques.  —  I.  Dans  la  formule  (5)  on  prend  le  signe 
qui  donne  à  R  une  valeur  positive.  Si  l'on  écrii 

R       (1  +  //'-V; 

=      V     ' 

on  donne  à  R  le  signe  de  //",  de  manière  que  R  est  positif  ou 
négatif  suivant  (pie  la  courbe1  est  concave  vers  le  haut  ou  vers 
le  bas. 

En  un  point  d'inflexion,  on  a  généralement  y"  =  0,  par  suite 
R  =  oo  :  le  cercle  oscillateur  est  remplacé  par  la  tangente. 

II.  Le  cercle  oscillateur  se  confond  avec  le  cercle  de  courbure; 
car  il  a  le  môme  rayon  et  touche  la  courbe  donnée  en  M. 

III.  Le  cercle  oscillateur  traverse  en  général  la  courbe.  Excep- 
tionnellement, il  peut  avoir  un  contact  du  troisième  ordre.  Par 
exemple,  lorsqu'une  courbe  a  un  axe  de  symétrie  qui  la  ren- 
contre en  M,  le  cercle  oscillateur  en  ce  point  la  suroscule;  car 
s'il  est  intérieur  (extérieur)  à  la  courbe  d'un  côté  de  l'axe,  la 
symétrie  exige  qu'il  le  soit  aussi  de  l'autre  côté  de  l'axe. 

IV.  Soit  n  la  longueur  de  la  normale  arrêtée  à  Taxe  des  x. 

i 
On  a  trouvé  n  —  7/(1  4-  //2)2;  Par  suite 

y  y 

DÉVELOPPÉE    D'UNE    COURBE    PLANE. 

228.  On  appelle  développée  dune  courbe  plane  le  lieu  des 
centres  de  courbure  de  ses  différents  points.  Inversement,  si  une 
courbe  A'  est  la  développée  de  lu  courbe  A,  on  dit  que  A  est  la 
développante  de  A'. 
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Soit  Ki,\\  y)  —  0  l'équation  de  A.  On  obtient  celle  de  Af  en  éli- 
minant x  et  y  entre  les  équations 

F  x.  y)  =  0, 

oo  —  a  +  0/  —  p)y'  =  0, 

i  -f-2/'2  +  (.y  — i%"  =  o, 

où  l'on  remplace  y'  et  y'  par  leurs  valeurs  tirées  de  Fia*,  y)=0. 

229.  Propriétés  de  la  développée.  —  1°  Les  normales  à  une 
courbe  sont  tangentes  à  sa  développée.  2J  Un  arc  de  développée 
équivaut  à  la  différence  des  deux  rayons  de  courbure  menés 
pur  ses  extrémités  à  la  courbe  proposée. 

Les  coordonnées  (x,  y)  d'un  point  M  d'une  courbe  A  (fig.  Q6), 

Fig.  46. 
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les  coordonnées  (a,  (3)  du  point  correspondant  X  de  la  dévelop- 
pée A'  et  le  rayon  de  courbure  R  sont  liés  par  les  équations 

*  —  «)*  + (y- P)s  =  R2,  (i) 

X  —  a-f  (y  — py-0,  (?) 

i+y"  +  (y-P)y"  — o.  en 

1°  Si  l'on  dérive  l'équation  (2)  en  considérant  y,  3,  y,  y'  comme 
des  fonctions  de  .\\  on  trouve 

i-|  +  (y-P)y"+(y'-J)y  =  oi 

en  soustrayant  cette  relation  de  l'égalité  (3),  on  obtient 


r/oc        f/3     .  „  .,      d'à 

dx    l    S  ^        °'      <1(,U      ,/'a 


c/3 


Or,    .'    est  lé  coefficient   angulaire  de  la  tangente  en  X  à  la 

dx 

développée,  —     .  est  celui  de  la  normale  MX  en  M  à  la  courbe 

y 

donnée;  comme  ils  sont  égaux,  les  deux  droites  coïncident. 
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2°  Dérivons  l'équation  (l)  on  considérant  y,  x,  (3,  R  comme  des 
fonctions  de  .v  ;  il  vient 

en  soustrayant  cette  égalité  de  l'équation  (2)  on  obtient 

(#  _  ak/a  +  [y  _  3)r/3  =  _  RtfR.  (A) 

/,    Q  .70 

La  droite  MN  a  pour  coefficient  angulaire  L  et  aussi   /  ; 

X  —  y.  (h. 

par  suite 

oo—  a  _    //  —  p        \/^  —  a')2  +  ^  E"  *3j*        ? 

<*  désignant  l'are   IN  de   la   développée    compté    a  partir   d'un 
point  fixe  I  de  la  courbe.  Des  égalités  (5)  on  tire 

Portons  ces  valeurs  de  .v  —  a  et  y  --  (3  dans  l'équation  (4);  il 
vient 

Rc/f  -f.R^=— RdR, 

ou  simplement 

tfa=—  dR,      OU      cr-fR  _,.<', 

C  désignant  une  constante.  D'après  cela 

IN  -f  NM  -  IN'  +  N'Mr,     ou     arc  NN'  -  NM  -  N'Mf. 

Remarque.  —  Pour  démontrer  les  propriétés  de  la  déve- 
loppée, on  peut  inscrire  à  A  un  polygone  ABCDE  ...,  considérer 
le  polygone  qui  a  pour  sommets  les  centres  des  circonférences 
ABC,  BCD,  CDE,  ...  et  dont  les  côtés  sont  perpendiculaires 
aux  milieux  des  droites  AB,  BC,  CD,  ...,  puis  passer  à  la  limite 
en  faisant  tendre  les  cordes  AB,  BC,  CD,  ...  vers  zéro. 

230.  Corollaire.  —  La  somme  »  -f-  R  étant  constante,  suppo- 
sons qu'un  fil  flexible  et  inextensible  de  la  longueur  C,  attaché 
en  I  par  une  de  ses  extrémités,  soit  enroulé  sur  un  arc  de 
développée.  Si  l'on  déroule  le  fil,  il  restera  tangent  à  la  déve- 
loppée, et  son  extrémité  libre  décrira  la  développée. 


—  214  - 

Si  l'on  change  la  longueur  du  fil,  l'extrémité  libre  décrira 
une  autre  courbe  min'.  On  voit  qu'une  courbe  A  n'a  qu'une 
seule  développée  A',  mais  une  même  courbe  A'  a  une  infinité  de 
développantes  A.  Toutes  ces  développantes  coupent  normale- 
ment les  tangentes  de  A'  et  sont  des  courbes  parallèles  (*)  ; 
autrement  dit,  une  développante  d'une  courbe  donnée  A'  est 
une  trajectoire  orthogonale  de  ses  tangentes. 


Cercle  osculateur  des  coniques. 

231.  Ellipse.  — ■   Le  centre  et  le  rayon  de  courbure  résultent 
des  formules  (226) 


y  —  y  = 


1   \-ir 


R  =  ± 


.'• 


,_(•   I  !r)!/ 


il 


(1  -!-//r 


On  a,  dans  l'ellipse, 

o      9       i        7  o       0  07.1 

a-y  -j-  b-x-  —  a-u-, 
a*yyy  -f  ^  =  0,     a2//'2  +  a2^"   h  &'2  ==  0  ; 


d'où 


1  b~x       1 

"     —a}y     V 


b4 
a*y* 


(2) 
(3) 

(4) 


Portons  ces   valeurs   dans   la  première   des    formules   (1);    il 
vient 


=  y 


u\?r    h  à4œz  crb4  —  a4ij-  —  b*x2 


aHr 


.'/ 


aV/ 


y- 


Remplaçons  xz  par  sa  valeur  tirée  de  (3);  nous  aurons  pour  (3 
et,  par  analogie,  pour  y.  les  expressions 


<■'!/■' 


c'-cc 

â4 


(5) 


Pour  avoir  l'équation  de  la  développée,  nous  tirons  de  (5)  : 


bjy 

c2;  ' 


X 

(( 


n  ) 

\C2 


'Si,  sur  les  normales  (l'une  courbe  A,  on  porte  à  partir  de  cette  ligne, 
une  longueur  constante,  le  lieu  de  l'extrémité  est  une  courbe  Ai  ayant  les 
mêmes  normales  que  la  première.  Les  courbes  A  et  Ai  sont  dites  parallèles. 
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en  faisant  la  somme  des  carrés  nous  aurons 

■1  2  1 

[a%f  +  (6(3)3  __  c3. 
Cette  équation,  rendue  rationnelle,  devieul 

(asas    | .  &2|32  _  C4)3  _j_  27a262c4a2|32  -  0  ; 

la  développée  de  l'ellipse  est  doue  du  6e  ordre. 

Le  rayon  de  courbure  se  déduit  des  formules  (2)  et  (4)  : 

'.! 

En  remplaçant  y:  par  sa  valeur  tirée  de  (3),  on  obtient 


(6) 


Pv    - 


(g4  —  c*xzy 


< 


On  voit  que  R  croit  d'une  manière  continue  quand  le  point 
jV1(#,  y)  parcourt  l'arc  AB  (fîg.  $-).  En  A,  il  a  sa  valeur  mini- 

Fig.  4:-  Fier-  &. 


b2  a2 

muni       ;  en  B,  sa  valeur  maximum-,    •  Ainsi,  le  rayon  de  cour- 
a  l> 

bure,  en  un  sommet  de  l'ellipse,  est  une  troisième  proportion- 
nelle au  demi-axe  passant  par  ce  sommet  et  à  l'autre  demi-axe. Ç' 


(\i  Les  sommets  C,  C  de  la  développée  sont  situes  entre  les  deux  foyers 
de  l'ellipse:  les  sommets  D,  D'  sont  extérieurs  ou  intérieurs  à  l'ellipse 
ou  se  confondent  avec  les  extrémités  B,  B'  du  petit  axe  suivant  que 
a  >  b  v'2,  a  <  b  [  2,  a  =  b  v  '2. 

Soit  E  le  point  de  rencontre  des  tangentes  à  l'ellipse  en  A  et  B  ;  la  per- 
pendiculaire abaissée  de  E  sur  la  droite  AK  passe  par  les  'points  C  et  D'. 
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L'arc  CD  de  la  développée  a  pour  mesure  la  différence  des 

rayons  de  courbure  en  B'  et  A,  ou  \    

b        a 

232.  Parmi  les  expressions  de  R  nous  signalons  les  suivantes  : 
I.  Soit  (/  la  distance  du  centre  à  la  tangente  MT  ;  on  a 


<l  = 


.  -  >  d'où  (a  v  +  b'^2y  =   , 


La  valeur  (6)  peut  donc  prendre  la  l'orme 

K-ï-  («) 

II.  Soit  a!  la  longueur  du  demi-diamètre  OM'  parallèle  à  la 
tangente  MT.  Le  parallélogramme  construit  sur  OM  et  OM'  a 
pour  surface  a'd;  comme  il  est  équivalent  au  rectangle  ab, 
l'égalité  (8),  si  l'on  remplace  ab  par  a'd,  donne  la  formule  de 
Dupin  : 

Cette  valeur  se  construit  par  une  troisième  proportionnelle. 

\\\.  Soit  (fig.  ^.8)  il  la  normale  MX  arrêtée  au  grand  axe. 
On  a  trouvé  (227) 

R  n* 

y*y 

b2 

Remplaçons  y"  par  la  valeur  (4)  et  posons      ■  —  p  ;  il  vient 

ci 

R-JL.  (0) 

IV.  D'après  un  théorème  connu,  la  projection  MP  de  n  sur 
le  rayon  vecteur  MF  est  égale  à  /;;  doue,  si  À  désigne  NMF,  on 
a  p  =  n  cos  X,  et  la  valeur  (9j  peut  prendre  la  forme 

COS'  A  v        y 

De  là  cette  construction  très  simple  : 

Au  pied  N  de  la  normale,  mener  une  perpendiculaire  XII,  <?/ 
;<c/  point  II  oh  ce/fc  perpendiculaire  coupe  MF,  mener  sur  ce 
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rayon  vecteur  une  perpendiculaire  IF'»,  qui  coupe  la  normale 
en  w  :  oj  est  le  centre  de  courbure  en  M. 

233.   Hyperbole.  —   Il  suffit  de  changer  b-  en  —  bl  dans  les 
calculs  précédents. 


La  développée  (/?»•.  ft)  a  pour  équation 

2  2  4 

elle  a  deux  rebrousseuieiits  sur  l'axe  transverse. 
234.  Parabole.  —  On  a 

y*=2poc,    yy'=p,    yy"  +  y'z==0, 
d'où  y'  =  J,     •'--£■ 

Portons  ces  valeurs  dans  les  formules  (1)  et  (2);  il  vient 

y(yz  -V  ï>~)  ir 


y  — 


p-  i>- 


>r  4-  )>~ 

a  =  X  -\-  - =  3J3  -f-  j), 

3 

p       (y*+pV        »' 

P  J>~ 

n  désignant  la  normale  MX  arrêtée  à  l'axe. 
Les  deux  premières  égalités  donnent 

puis,  à  cause  de  y2  =  2px, 


p2  =  2^(*-*>S- 

La  développée  est    donc  une  parabole  semi-cubique,   dont  le 
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point   de   rebroussement    est    le    symétrique    du    sommet    par 
rapport  au  loyer  {fi g.  5o). 

La  relation  y.  =  -*Ja*  -f-  p  peut  prendre  la  forme 


/ 


P 


Or,  a  —  .v   est   la  projection  du   rayon  de  courbure   MX   sur 

l'axe,   et   x  --  %)  est   la   distance   de  M   à  la   directrice.    On   en 

conclut   que  le  rayon  de  courbure  est  double  du  segment  de  lu 
normale  compris  entre  tu  parabole  et  la  directrice. 


On  a,  comme  dans  l'ellipse,  11  =         r,  ;  la  construction  donnée 

cos-a 

ci-dessus  (232    IV)  est  encore  applicable. 

Exercices  et  notes. 
1.  Soit  Y(x,y)  =  0  l'équation  dune  courbe;  on  a  pour  le  cercle  oscula- 

3 


leur  : 


Pv 


F'î   '   V-;' 


y"  p'2 9p"  y1  p'  _i_  p"  p'2 

xx    y  xy    x     y    '         yv     x 


RF 


>T7l 


(F?  H 


X  Q 

y  —  ï 


RF 


î 


2.  L'équation  d'une  conique  étant  y2  =  2/>:v  +</',:,  on  a 


R  = 


.'/'-'  1  -!-  <r  +  P2]e, 


7  v/V 


71 
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Pour  g  =  0.  cas  de  la  parabole,  l'équation  de  la  développée  se  réduit  ;i 

g 

une  identité  :  on  peut  trouver  la  vraie  valeur  de  '    pour*/    -  0. 

P 

3.  Dans  l'hyperbole  équilatère  représentée  par  xy       m:. 


R  — 


2m2 


,      (a  +  p)*_(a--i3)~3  =  (4m)3 


4.  Dans  la  cissoïde  de   Diodes  (page   173,   exemple   14),  représentée  par 


y^m-x' 


R  = 


3     1 

a(8a  —  3x)2x2 
3;2«  — o?V2 


ax(px  —  12a)        0    _  &ay 

\\'>a  —  x)~  '  3x  ' 


3jT 
8 


h  6a2  f-8-J  -f  3a3a  =  0. 


5.  Trouver  le  cercle  oscillateur  et  la  développée   de  la  courbe   ayant 
pour  équation  day2  =  .v:\ 


R2 


(4  a  +  3a;  ,3^ 


9/ï2 


12a 


i      y.  —  - 


,     3  =  4(a  -h  a?)    r-  )  » 


2a 


o« 


81 32  4-  10  a2  -f  18a*  ±  a2(a  —  6a)2 


=  0. 


6.  La  lemniscate  de  Beriioulli  est  le  lieu  des  points  dont  le  produit  des 

1 
distances  à  deux  points  fixes  F,  F'  est  égal  à     FF'";  e'estaussi  lapodaireet 

4 

l'inverse  du  centre  d'une  hyperbole  équilatère.  Elle  a  pour  équation  (fig.  51) 

r  =  a  X  côs  20.     ou     (x°  +  jrf  =  a-(œz  -  y'1). 

Fisr.  Sx. 


Pour  le  cercle  oscillateur  on  a 

a2 


R  =  - 


3(072     h  ^/2)' 


a* 
3r 


« 


3(c.os2e)2 
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;  3(cos2B)2 

x(a2   f-  x-  4-  V~)        2a  cos3  G 

8(oos  26)2 

R  est  égal  au  tiers  de  la  normale  polaire. 
La  développée  a  pour  équation 

2  '2        2  2  J  p 

(«8  +  p3j  (a3  _.  ?3)2   __    £|  . 

/     H~  (       )     ~=1* 

1  (ab)m     fo:lm-~       i/-m~-\ï 

v  ~  "  m  —  1   (j?//)™--  ^  «2m      '~      />2™  j   • 

8.  Les  points  d'une  courbe  où  le  cercle  oscillateur  a  un  contact  du  troi- 
sième ordre  vérifient  l'équation 

3y"y— yH'(i+y'8)  =  o. 

9.  Trouver  l'équation  de  la  développante  du  cercle. 

Le  pôle  étant  au  centre  du  cercle  et  Taxe  polaire  passant  par  le  point 
commun  aux  deux  courbes,  on  trouve 

0  =   -  V  r-  —  a-  —  arc  cos     • 
a  '  r 

10.  Constructions  diverses  du  rayon  de  courbure  en  un  point  M  dune 
ellipse. 

1°  D'un  point  quelconque  T  de  la  tangente  menée  en  M,  on  abaisse  des 
perpendiculaires  sur  la  polaire  de  ï  et  sur  le  diamètre  OM  :  ces  perpen- 
diculaires interceptent  sur  la  normale  en  M  un  segment  égal  au  rayon  de 
courbure. 

2°  Par  le  point  P  où  la  normale  en  M  coupe  un  axe,  on  élève  une  perpen- 
diculaire PB  à  cette  normale:  par  le  point  B  où  PB  coupe  le  diamètre  OM, 
on  mène  la  perpendiculaire  à  l'axe  OP  :  cette  droite  passe  par  le  centre 
de  courbure.  (MANNHEIM.) 

3°  Si  u.  o  sont  les  rayons  vecteurs  MF,  MF',  f/,  l'angle  FMF',  rfla  distance 
du  centre  à  la  tangente,  on  a 

2  1    ,    1 

_  ■  -4- — 1  i  Formule  de  Petit. 

R cos  k        U        V 

R  =  ^. 

d 

4°  Le  cercle  oscillateur  en  M  coupe  l'ellipse  en  un  second  point  M'  :  la 
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corde  d'oscillation  MM'  cl  la  tangente  en  M  sont  également  inclinées,  niais 
en  sens  contraires,  sur  un  axe. 

5o  La  tangente  en  M  rencontre  les  axes  en  I*,  (,)  ;  on  construit  le  rectangle 
OPSQ.  La  perpendiculaire  abaissée  de  ()  sur  la  droite  SM  passe  par  le 
centre  de  courbure.  (de  LONGCHAMPs.) 

6?  Soit  M'  le  symétrique  du  centre  de  courbure  par  rapport  à  M.  Le 
cercle  décrit  sur  MM' sur  diamètre  coupe  orthogonalement  le  cercle  cir- 
conscrit au  rectangle  des  axes  (cercle  de  Monge).  M'  est  sur  la  polaire  de 
M  par  rapport  au  cercle  de  Monge.  (Steiner.) 

7°  Soient  X  et  N',  ï  et  T"  les  points  où  la  normale  et  la  tangente  en  M 
rencontrent  les  axes.  La  droite  qui  joint  les  milieux  des  segments  NT, 
^X'T'  passe  au  milieu  du  rayon  de  courbure  Mto. 

11.  Soit  p  la  distance  du  pôle  à  la  tangente  au  point  ayant  pour  coordon- 
nées r,  0  et  soit    -  =  u.  Démontrer  que 

V 

3 

n  _  Tl  p   __   rdr  ,        p  (n2  +  U'2)2  . 

\    r2  _|_  r'2  dp  ît3(lC  -{-  U") 

12.  Lieu  des  foyers  des  paraboles  qui  ont  avec  une  courbe  donnée,  en  un 
point  donné,  un  contact  du  second  ordre. 

On  prend  pour  axes  la  tangente  et  la  normale;  alors  pour  x  — 0,  on  a 
V  —  0,  y'  =  0,  //"  =  u  •  La  parabole  étant  représentée  par 

(x  —  a)'2  -\-  (>/  —  ri)~  =  (x  eos  0  -J-  y  si  11  ô  —  p)-y 

on  dérive  deux  fois  cette  équation  et  l'on  fait  x  =  0,  y  =  0,  y'  =  0,  y"-  =       '■> 
en  éliminant  p  et  0  entre  les  équations  de  condition,  on  obtient 

*2  4-  ?'2  -  \  R?  =  0. 

Le  lieu  est  une  circonférence  qui  a  pour  diamètre  le  rayon  de  courbure. 
Les  directrices  des  paraboles  passent  par  un  point  fixe. 

13.  Lieu  des  centres  des  hyperboles  équilatères  qui  ont  un  contact  du 
second  ordre  avec  une  courbe  donnée  en  un  point  donné  M. 

Ces  hyperboles  passent  par  trois  points  fixes  confondus  en  M]  ;  donc  le 
lieu  des  centres  est  une  circonférence  dont  le  rayon  est  la  moitié  du  rayon 
de  courbure.  Les  hyperboles  passent  par  un  second  point  fixe. 

14.  Par  tout  point  P  d'une  ellipse  passent  trois  cercles  qui  oscillent  la 
courbe  en  trois  autres  points  M,  M',  M".  Les  points  M,  M',  M",  P  sont  sur 
une  même  circonférence,  et  le  centre  de  l'ellipse  est  le  centre  de  gravite 
du  triangle  MM'M».  (Steiner.) 

Pour  démontrer  cette  élégante  proposition,  on  peut  s'appuyer  sur  la  pro- 
priété suivante:  Lorsqu'un  cercle  coupe  une  ellipse  aux  points  Q,Q\Q",Q''', 
les  cordes  QQ',  Q"Q'"  ont  les  directions  symétriques  par  rapport  à  un  axe. 


•  >>•) 


Si  l'on  désigne  les  coordonnées  des  points  Q,  (,)'. 
;/  eos  a',  b  sin  a'),  ...,  cette  propriété  donne 


par   «•/  eos  a.  h  sin  y. 


a  -4-  a 


2//-. 


Pour  avoir  un  cercle  oscillateur,  on  t'ait  coïncider  Q"  et  Q'"  avec  Q  ;  donc 
la  tangente  en  Q  et  la  corde  d'oscillation  QQ'  (voir  ex.  10,  4°)  ont  des  direc- 
tions symétriques  par  rapport  à  un  axe  de  l'ellipse,  et  les  angles  paramé- 
triques des  points  Q,  Q'  vérifient  la  relation  3a  -|-  a'  =  2k~  Si  l'on  donne  le 
point  Q'  ou  a'i,  l'égalité  précédente  détermine  trois  valeurs  distinctes  de  y, 


a  savoir  — 


;  les  valeurs  À-       3,  4,  5,  ...  donnent  les 


2-  fl^      47T  _ 

o        o  o        ■  >  o 

mêmes  points  de  l'ellipse  que  h       0,  1,  2.  La  somme  des  trois  valeurs  de  » 
est  égale  à  2~  —  «  ',  etc. 

15.  Centre  et  rayon  de  courbure  de  la  développée  A'  dune  courbe  A. 

Soient  f.v.  y  les  coordonnées  d'un  point  M  de  A,  i.v1?  yr)  celles  du  centre 
de  courbure  Mi,  i.v.:,  r-j)  celles  du  centre  de  courbure  M.,  de  A'  en  M,  :  R  et 
R]  les  rayons  de  courbure  MMb  MM.,  :  .s-  et  sd  les  arcs  de  A  et  A',  terminés 
respectivement  en  M  et  M,, 

Si  y  est  l'inclinaison- de  la  tangente  en  M  sur  l'axe  <>.v.  se  j  --  est  celle 
de  la  tangente  MM,  à  A'.  <>n  a 


R 


ds 
d* 


ds, 

dx 


d'où  R 


K^, 


tfs    ' 


niais  dS)  —  —  d\{  ,  donc  Iv 


Ensuite  :  y 


Rdl< 

1  ~  "        ds 
Rj  eos  a,      a?j  —  j\,     -  R,  sin  a. 


!<">.   lue  s]»irale  logarithmique  r       em*  coïncide  avec  sa  dévelop])ée  si 


/// 


1 


BlXET. 
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17.  Les  courbes  r  =  /'(O)  r  —  cp(6)  ont  un  contact  du  ne  ordre  si 
/(Oi  =  Cf(8),  /"'(Ô)  =  ô>'(6),  ..„/^n)(0)=L?(nî(0). 

18.  Une  sécante  rencontre  une  courbe  algébrique  de  degré  /»  aux  points 
Alf  A.,,  ...  Am.  Soient  Rx,  R2, ...  les  rayons  de  courbure  en  ces  points,  et 
Kj,  a2,  ...  les  angles  que  l'ait  la  sécante  avec  les  tangentes  menées  en  A;,  A2, 
...  Démontrer  la  relation 


I i  2  sin3  aj  R,  sin:!  a2  Rm  sur'' 


0 


i  Reiss. 


L'équation  de  la  courbe  est  ym  —  (ax  -f-0)y"1-1  -\-...  =  0.  Si  la  sécante 
est  parallèle  à  OX,  les  coordonnées  des  points  Ml5  M2,  ...  vérifient  la  rela- 
tion j]  -f  .r-..   |   ...  H-  j'm  =  <?.v  +  />  :  d'où  Sy']  --    a,  l\r"i  -=  0.  Or, 


y  -     "ET 


3 

'I    2 


l 


RL  sin3  ar 


>  etc 


CHAPITRE  XIV. 


LIGNES  A   DorULK  COURBURE, 


Préliminaires. 

Nous  réunissons  ici  quelques  formules  qui  nous  seront  utiles  dans  les 
questions  relatives  aux  courbes  gauches  et  aux  surfaces. 

235.  1°  On  a  l'identité  de  Lagrange  : 

(a*  4-  i,i  4-  c2)  (a'-  -h  à'2  4-  c'2)  —  [aa!  -{-  W  +  ce')2 
«  {bc*  —  è'c)2  4-  (ca'  —  c'a)"  +  \ah{  —  a'bf. 
2°  Des  équations  homogènes 

ax  -\-  by  4-  cz  -    0,     oùx  4'  b' y  -\-  c'z  =  0, 


on  tire 


bc' —  b'c       ca  '—  cV<       ab'—a'b 


236-  1°  Soit  AB  (//»•.  5s)  une  droite  sur  laquelle  on  a  fixé  la  direction  des 
segments  positifs  (indiquée  par  la  flèche).  Menons  par  l'origine  des  coor- 


Fig-, 


02. 


Fig-.  53. 


Y, 


données  une  demi-droite  OF  parallèle  à  AB,  et  appelons  a,  [3,  y  les  angles 
de  OF  avec  les  axes  coordonnes  O.v,  Oy,  Oc.  Ces  angles  sont  appelés  les 
angles  directeurs  de  AB  ;  ils  vérifient  la  relation 


cos2  y.       cos-  S  4-  cos 


1. 


La  droite  AB  est  déterminée  si  Ton  se  donne  les  coordonnées  .v0,  J'o,  s0 
d'un  point  C  de  cette  ligne  et  les  angles  directeurs  -/,  |3,  •;.  Appelons  .v.  y,  s 
les  coordonnées  d'un  point  M  mobile  suc  AB,  et   soit  p  le  segment  CM  en 


grandeur  et  en  signe. 
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Les  projections  de  CM  sur  les  axes  coordonnes  s'expriment  d'une  part 
par  x  —  xQ,  y  —  y0,  z  —  s0,  et  d'autre  part  par  p  cos  x.  p  cos  n,  p  cos  y  ;  on 
en  conclut  les  équations  paramétriques  de  la  droite  : 

x  =  <T0  -f  g  COS  a,      ?/  -    ?/0    |-  p  cos  ^      S  —  S0  +  p  cos  y, 
et  les  équations  symétriques 

x         a'o .V         .?/k  ^         ~o 

cos  a  cos  (3  cos  y 

Pour  ces  dernières,  on  peut  aussi  prendre  : 

X         0CQ  __  y         .?/<)  _  _    «  ~  0  ^ 

rt  h  C 

a,  b,  c  étant  des  nombres  proportionnels  à  cos  2,  cos  3,  cos  y,  de  sorte  que 

«  & 

COS  a  = p-  1       COS  3  = 


±  \V/2  -1-  &2  +  c2  ±  V«2  +  ^2  +  c2 

c 

cos  y  = 7=       -  — — :  • 

±  \/a2  +  b°~  -f  c2 

Le  signe  du  radical  dépend  de  la  direction  positive  de  la  droite. 
2°  Soit  V  l'angle  des  directions  positives  de  deux  droites  dont  les  angles 
directeurs  sont  2,  3,  7  et  u',  3',  y\  On  sait  que 

COS  V     =  COS  'J.  COS  a'  +  COS  |3  cos  p'  -|-  cos  y  cos  y', 

sin2  A'  =  (cos  3  cos  y'  —  cos  3'  cos  a)2  -\-  cos  y  cos  a'  —  cos  y'  cos  a/2 

+  (COS  a  COS  3'  —  COS  af  COS  3/-'  ; 

la  condition  de  perpendicnlarité  est 

cos  a  cos  a'  4-  cos  3  cos  p'  •  j-  cos  y  cos  y'  =  0. 

Nous  allons  établir  une  autre  formule  qui  est  employée  de  préférence 
pour. les  angles  infiniment  petits.  Menons  les  droites  (fi g.  53)  OM,  OM' 
parallèles  aux  directions  positives  des  droites  données  et  égales  à  l'unité. 
En  les  projetant  sur  les  axes  on  trouve  que  les  coordonnées  des  points 
M,  M'  sont 

cos  a,     cos  3,     cos  y;     cos  a',     cos  3',     cos  y'. 

Joignons  ()  au  milieu  X  de  MM'.  Le  triangle  NOM  donne 

MN  =    OM  sin  MON,     on    \  MM'  ==  sin  -  V; 
on  en  conclut 


«sin  g  —  \  (cos  *  —  C()S  *'/2  H~  (^'()*  fi  ~  cos  3'j-  4-  (cos  *, cos  y')- 
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3°  L'équation  d'un  pian  passant  par  un  point  donné  (xi,yi,  Zi)  est 

A(x  —  xl)  -h  I>(//  —  .Vi)-W(~  —  ~i)    =  0. 

On  prend  pour  angles  directeurs  d'un  plan,  ceux  que  luit  avec  les  axes 
une  perpendiculaire  au  plan  ;  ils  sont  donnés  par  les  formules 

A  Q  ]> 

COS  a  = ;  >      COS  B  =  -     — 

T  Va-  i-  b2  +  c-  i  \/a2  i-  b2  4-c2 

c 

COS  Y 


±  \/A2  +  B2  +  C2 
4.  Considérons  un  plan  et  une  droite  représentés  par 

A(a?  — a?,)  +  B(y  —  yj  +  C(*  —  *L)  =  0. 

«  6  c 

Si  la  droite  est  parallèle  au  plan  ou  est  contenue  dans  le  plan,  on  a 

Art  +  Bb  -f-  Ce  =  0. 
Si  la  droite  est  perpendiculaire  au  plan, 

A     B     r 

a         b         c 
de  sorte  que  l'équation  générale  d'un  plan  perpendiculaire  à  la  droite  est 

a(x  —  a\)  +  b(y—yl)  -f-  c(z  —  zx)  =  0, 
et  les  équations  générales  d'une  perpendiculaire  au  plan  sont 

x  —  x2      y  —  y  2      z 


<•  Ci 


A  B  C 

Représentation  d'une  courbe  dans  l'espace. 

237.  On  appelle  courbe  gauche  ou  courbe  à  double  courbure 
une  ligne  dont  les  divers  points  ne  sont  pas  dans  un  même  plan. 

Une  courbe,  rapportée  à  trois  axes  OX,  OY,  OZ,  est  définie 
par  le  système  des  équations  de  deux  surfaces  dont  elle  est 
l'intersection  : 

F(œ,y,z)=0,     Flv#,  y,z)  =-  0.  (1) 

Prenons  pour  ces  surfaces  les  cylindres  qui  passent  par  la 
courbe  et  dont  les  génératrices  sont  parallèles  aux  axes  OY,  OX. 

Neuberg,  An.  inf.,  i.  15 
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La  courbe  est  alors  représentée  par  deux  équations  de  la  forme 

/•,.r,c)  =  0,     /i(y,*)  =  Gi  (2) 

on  encore  a?  =  <K-)>     .V  —  ^i(^)-  (3) 

Les  systèmes  (2)  ou  (3)  s'obtiennent  en  éliminant  successive- 
ment y  ou  x  entre  les  équations  (1).  On  dit  souvent,  mais  impro- 
prement, que  ces  systèmes  représentent  les  projections  de  la 
courbe  sur  les  plans  XOZ,  YOZ,  les  projetantes  étant  parallèles 
aux  axes  OY,  OX. 

Si  Ton  pose  z  ==  «2(0j  ?«(')  étant  une  fonction  arbitraire  d'un 
paramètre  variable  /.  le  système  (3)  prend  la  forme 

X    ==   ©(*),        .?/  =  ?!(/),         S   =   »8(0-  1 

Nous  adoptons  de  préférence  la  représentation  paramétrique 
d'une  courbe,  parce  qu'elle  conduit  à  des  formules  symétriques. 
Celles-ci  contiendront  les  différentielles 

dx  =  v'(t)dt,  dy  =  ®\(t)dt,  ds   ■■=  ii(t)dt, 

dza        u"[t)dt-,       d*y  =  »",  /).//-,       d~z  =  *"2{t)dt*,     ...; 

mais  on  peut  remplacer  le  plus  souvent  les  différentielles  par 
les  dérivées  correspondantes. 

Nos  formules  s'adaptent  également  aux  systèmes  (3)  ou  (2  ;  il 
suffit  de  remplacer  l'équation  z  =  -f2(t)  par  z  =  t  et  d'observer 
que  z  devenant  la   variable  indépendante,  d-z  =  0,  d3z  =  0,  .... 

Enfin,  lorsque  la  combe  est  définie  par  le  système  (1),  on 
différentie  une  ou  plusieurs  fois  les  équations  (1)  en  observant 
que  d-z  =  0,  dzz  =  0,  ...;  les  équations  ainsi  obtenues  déter- 
minent les  différentielles  dx,  dy,  d2x,  d-y.  ...  en  fonction  de  dz. 

238.  Remarques.  —  I.  Si  une  courbe  est  définie  par  les  for- 
mules (4),  ses  projections  sur  les  plans  coordonnés  sont  repré- 
sentées par  : 

(  x  =  "p(0>      \  y     ?i(0i     |  z  =  ?*(0» 
1  y  =  rx(J  ;     '  -  =  ?2W;     /  x=  ?(')• 

IL  Soit   M  le  point  de  la  courbe  (4)  qui   correspond  à  une 

valeur  donnée  de  t  ;  on  dit  quelquefois  que  c'est  le  point  /,  on 
qu'il  a  pour  coordonnées  /,  .\\  y,  z.  Si  l'on  donne  à  /  un  accrois- 
sement infiniment  petit,  on  obtient  un  point  M'  qu'on  dit  couse- 
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eut  if  h  M  et  dont  les  coordonnées  sont  /  -f-  dt,  x   \   A.v,  y   \-  Ay, 
z  +  As.  On  a 

A.r  =  »(t    |-  dt)  —  *{t)  =  ipr(<)rf<  +  i  f{t)dt*  + 

cette  valeur  et  celles  de  Ay,  A;  peuvent  être  écrites  ainsi  : 

A.v       dx   '     -  d-jc  -j     .  <Px  -\-  —  d4x  -\-  .  .  , 
2  b  24 

A;  =  dz  -f  i  tf«*  +  \  d3z  +  lA  #z  +  ...  • 

Comme  le  passage  à  la  limite  pour  dt  —  0  se  fait  le  plus  sou- 
vent en  remplaçant  A.v,  Ay,  \z  par  les  différentielles  dx,  dy,  dz, 
on  dit  que  le  point  consécutif  à  M  a  pour  coordonnées  /  -f-  dt, 
x  -\-dx,  y  -f  dy,  z  +  cte. 

Eléments  fondamentaux  d'une  courbe  gauche. 


239.  En  chaque  M  d'une  courbe  gauche,  on  considère  trois 
droites  principales  perpendiculaires  entre  elles  deux  à  deux,  et 
les  trois  plans  menés  par  deux  de  ces  droites. 

1°  La  tangente  MT  (fi  g.  o/f]   est  la  limite  de  la   sécante  qui 

Fi  g:  54. 


joint  M  à  un  point  M'  de  la  courbe,  infiniment  voisin  de  M. 

Tout  plan  mené  par  la  tangente  prend  le  nom  de  plan  tangent. 

2°  Toute  droite  perpendiculaire  à  la  tangente  MT  en  M  est 
une  normale.  Les  différentes  normales  en  M  sont  contenues 
dans  un  même  plan  perpendiculaire  à  MT  et  appelé  le  plan 
normal. 
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3°  Le  plan  oscillateur  est  la  limite  du  plan  TMM'  mené  par 
la  tangente  MT  et  un  point  M'  de  la  courbe  qui  tend  vers  M. 

4°  La  binormale  MB  est  la  perpendiculaire  élevée  en  M  sur  le 
plan  oscillateur. 

5°  La  normale  principale  MN  est  la  normale  située  dans  le 
plan  oscillateur. 

6°  Le  plan  rectifiant  est  le  plan  BMT  mené  par  la  tangente  et 
la  binormale. 

lia  tangente,  la  normale  principale  et  la  binormale  sont  les 
arêtes  d'un  trièdre  trirectangle  MTNB  ;  les  faces  de  ce  trièdre 
sontle  plan  normal  NMB,  le  plan  BMT  et  le  plan  oscillateur  NMT. 

Nous  emploierons  les  notations  suivantes  : 

2,  p,  y,  angles  directeurs  de  la  tangente; 

X,  p.,  v,  »  normale  principale  ; 

l,  m,  )i,  »  binormale. 

Différentielle  de  l'arc. 

240.  Par  définition,  la  longueur  d'un  arc  AM  d'une  courbe 
gauche  est  la  limite  vers  laquelle  tend  le  périmètre  d'une  ligne 
brisée  inscrite  ABC  ...  LM  dont  les  côtés  peuvent  devenir  aussi 

petits  (ju'on  veut. 

.Soient  c  un  côté  de  la  ligue  brisée,  et 

t,  .r,  y,  z  ;     t  -f-  A*,     x  +  Xr,     y  -f  &y,     z  -f-  As 
les  coordonnées  de  ses  extrémités.  On  a 


c  -  ViMH-CAyF-RA;  -■        ^\/(t)+(Ï)+(ï 


A  ''  ./  s  A  y  .  A.- 

s,  En  £2  étant  des  quantités  infiniment  petites  avec  A^  ;  donc 

T)  étant  infiniment  petit  avec  Af.  Le  périmètre  de  la  ligne  brisée 
a  donc  pour  expression 
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t  recevant  successivement  les  valeurs  a,  tl9  t.,,  .  . ,  /,,  _,  qui 
conviennent  aux  sommets  A,  B,  ...,  L  de  la  ligue  brisée.  La 
somme  (205) 

sa*.  V?'2(o  +  WtT+ïSï*, 

lorsque  les  différences  tY — a,  t2 —  tl1  ...  diminuent  indéfini- 
ment, tend  vers  une  limite  déterminée,  représentée  par  l'inté- 
grale définie 

la  limite  supérieure  de  cette  intégrale  étant  la  valeur  du  para- 
mètre au  point  M.  Mais  la  somme  (1)  a  la  même  limite,   car  les 
termes  r,.  A/  sont  infiniment  petits  d'un  ordre  supérieur  (28j. 
Si  donc  s  désigne  la  longueur  de  l'arc  AM,  on  a  : 

*  -  $[\/?W+  <??•*)  -ÏT^jldt  =  f[\/dx*  +  dy*  +  d&, 

§  =  W2 W+  ?M  +  ?!WT 

efe  =  y/S*  -  h  rp  H-  r/s2. 

241.  Le  rapport  dun  urc  indéfiniment  décroissant  à  sa  corde 
a  />oa/'  limite  limité. 

En  effet,  soient  :  s  un  arc  AM,  (t,  x,  y,  z)  les  coordonnées  de 
M,  (t  +  Af,#  +  A#,  ...)  celles  d'un  point  M'  infiniment  voisin 
de  M,  c  la  corde  MM'  et  As  l'arc  MM';  on  a,  pour  lim  M  =  0, 

ls 

hm7  =  hmV(K^P  h(^-=llm 


\  ,AA- 
dt 


=  1. 


V(î>  (S'+  G)* 


Tangente. 


242.  Angles  directeurs.  —  Prenons  sur  la  courbe,  parcourue 
dans  le  sens  des  t  croissants,  un  arc  infiniment  petit  MM'; 
soient  [t,  x,  y,  z),  (i  +  M,  x  -f  &x,  ...)  les  coordonnées  des  points 
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M,  M'.  Les  projections  de  la  corde  MM'  sur  les  axes  sont  égales, 
en  grandeur  et  en  signe,  à  Aa%  Ay,  As;  elles  ont  anssi  pour 
expression 

MM'  eos  (OX,  MM'),     MM'  cos  (OY,  MM'),     MM'  cos  (OZ,  MM'). 

On  en  conclut 

cos(OX,MM')--=  ..'*',=    ,  ,  etc.; 

MM'       \/(A*)2  +  (A,/r  f  A;/ 

en  faisant  tendre  le  point  M'  vers  M,  on  trouve 

dx  dx    \ 

cos  a  =  71= -  =  --,  | 

fl       dy  dz  i  '  j 

Tels  sont  les  cosinus  directeurs  de  la  tangente  MT,  prise  du 
côté  des  /  croissants. 

Si  l'on  prend  sur  MT  une  longueur  M/m  =  ds,  les  formules  (1) 
expriment  que  les  projections  de  M/n  sur  les  axes  sont  égales  à 
dx,  dy,  dz.  Donc  m  est  le  point  qui  a  pour  coordonnées  x  -|-  r/.v, 
y  +  dy,  s  -J-  r/r. 

243.  Equations  de  la  tangente.  —  Désignons  par  X,  V,  Z 
les  coordonnées  courantes.  Connaissant  les  cosinus  directeurs 
de  la  tangente,  on  a  pour  les  équations  de  cette  droite  : 

X  —  x        Y  —  y       Z  - —  s 

&     =     2jT    =-£    '  fl) 

et  pour  celle  du  plan  normal  : 

(X  —  x)dx  -f  i Y  —  y)dy  -  \-  (Z  -  z)dz  =  0. 

Les  équations  (1)  sont  encore  applicables  lorsque  la  courbe 
est  donnée  par  les  équations  de  ses  projections  sur  les  plans 
XOZ  et  YOZ.  En  les  mettant  sous  la  forme 

v        „       dx  a        „\       v  dy  , 

X  ~  x  =  -^  (Z  —  z),     \  —  y  =  g  (Z  —  5) , 

on  voit  que  la  tangente  se  projette  sur  les  plans  XOZ  et  YOZ 
suivant  les  tangentes  aux  projections  de  la  courbe  sur  les  mêmes 
plans.  Cette  remarque  peut  s'établir  géométriquement. 
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Si  la  courbe  est  définie  par  les  équations 

F(a?,y,s)  =  0,     F^y,*)      0, 
les  différentielles  dx,  dy,  dz  vérifient  les  équations 

^  ;         ()F  ^         <W  .         .     dP,   ,      ,    dF,    ,         dF,    , 

dr  rty  r);  d'<7  ')//  r)j 

elles  sont  donc  proportionnelles  aux  binômes 

dFdF,    _dFdF,       dFdF,    _dFdVx       0FdFx        dF_dF, 
dy  dz         dz.  dy        dz  dx         dx  dz        dx  dy         dy  dx 

et  on  pourra  les  remplacer  par  ces  binômes  dans  les  équations  1 1. 
Mais  il  est  plus  simple  de  substituer,  dans  les  équations  (2),  à 
dx,  dy,  dz,  les  différences  X  —  x}  Y  —  y,  Z —  z  qui  leur  sont 
proportionnelles;  la  tangente  a  ainsi  pour  équations 

dF  dF  dF 

tX_.)_+fr_J,,_  +  (Z-,)_-o,  (3, 

s  àFx    ,    „_.         .  dF,    ,    ,,,         N  dF, 
(X  -*)  -1  +  ^  -//),,;  -|-(/-0  ,_'=0.  (4) 

244.  Théorème.  —  En  général,  il  existe,  en  chaque  point  M 
d'une  surface,  un  plan  qui  contient  les  tangentes  à  toutes  les 
courbes  tracées  par  ce  point  sur  la  surface. 

En  effet,  soient  x,  y,  z  les  coordonnées  d'un  point  M  pris  sur 
la  surface  F  (oc,  y,  z)  =  0.  Si  l'on  trace  par  M  une  courbe  repré- 
sentée par  le  système  F(x,  y,  z)  =  0,  F,(3C,  y,  z)  =  0,  l'une  des 
équations  de  la  tangente  en  M  à  cette  ligne  est  (243) 

dF  dF  dF 

comme  elle  est  indépendante  de  la  fonction  "F ,(ac,  y,  z),  elle 
représente  un  plan  contenant  les  tangentes  menées  en  M  à 
toutes  les  courbes  passant  par  M  et  tracées  sur  la  surface 
F(x,  y,  z)  —  0.  Le  théorème  est  donc  démontré. 

Ce  plan  est  appelé  le  plan  tangent  au  point  M  de  la  surface. 

La  proposition  est  en  défaut  si 

')F  =  0      "F  =  0      ,,F  =  0; 

dx  '       dy  '       dz 

M  est  alors  un  point  singulier  ou  un  point  conique  de  la  surface. 
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Angle  de  contingence. 

245.  On  ajtpelle  angle  de  contingence  en  un  point  M  dune 
courbe,  V angle  formé  par  la  tangente  MT  avec  la  tangente  infi- 
niment voisine  M'T';  plus  exactement,  cest  la  partie  principale 
de  V angle  de  ces  tangentes.  Nous  le  désignons  par  s. 

Soient  (f,  x,  y,  s),  (t  -\-  Af,  x  -f-  Ajc,  ...)  les  coordonnées  des 
points  M,  M'.  Les  cosinus  directeurs  des  tangentes  MT,  M'T' sont 


dx  „        tfy 

COS  a  =      —  >       cos  3  -.=     ;    > 

«5 


COS  V  = 


dz 


(») 
(2) 


cos  a  -f  A  cos  a,     ces  3  -f-  A  cos  3,     cos  y  -f-  A  cos  Y- 
Or  (236,  2°), 

sin2(MT,  M'T'j  =  S(cos  3  cos  y'  —  cos  y  cos  ,3')2, 

sin2 1  (MT,  M'T')  =    }  S(cos  a'  -  cos  a)2. 

Remplaçons  cos  a',  cos  è8',  cos  y'  par  les  valeurs  (2);  il  vient 
sin2(MT,  M'T')  =  -(cos  3  .  A  cos  y  —  cos  y  .  A  cos  3)2, 

sin2  ^  (MT,  M'T')  =  j  [(A  cos  a)2  -f  (A  cos  3)2  +  (A  cos  y)2J. 

En  réduisant  les  deux  membres  de  ces  égalités  à  leurs  parties 
principales,  on  trouve 


s2  =  2(cos  3  d  cos  y  —  cos  y  d  cos  3)2, 

£2   _   (f/  COg  a)2   _|_   ^  cos  pj2   _|_  (rf  cog  r)2? 


c'est-à-dire 


rfs        c/.v         afo       e/s/ 


.•-(-^vf^y+f-^ 


US 


</.s- 


3) 

(4) 

(f») 

(0) 


246.  Les  trois  binômes  qui  entrent  dans  le  second  membre 
de  (5)  ont  les  valeurs  explicites  suivantes  : 

dy  ds  d°~z  —  dz  d2s       dz  ds  d2y  —  dy  dls        dy  d2Z  —  dz  d'2// 


ds  ds2  ds 

dz  d%x  —  dxd2 

Jx2 


ds*  ds2 

dx  d2//  —  dydzx 
ds2 
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Dans  la  théorie  des  courbes  gauches,  on  pose 


II 


dx      dy       dz 
d2x     d2y     d2z 
d3x     d3y     d3z 


et  Ton  désigne  par  A,  13,  C  les  mineurs  de  II  relatifs  à  la  troi- 
sième ligne,  de  sorte  que 

dy  d~z  — -  dz  d2y  =--  A, 
dz  d'X  —  dx  d-z  —  B, 
dx  d2y  —  dy  d~x  =  C  ; 

II  est  appelé  le  déterminant  de  la  courbe.  On  pose  aussi 

A2  -1-  B2   f-  C2  =  I)2. 

Avec  ces  notations,  les  binômes  qui  figurent  dans  la  formule 

(o   se  réduisent  a    .  ,  »    .  -->    ,  ,  ;  par  conséquent 
'  ds-     ds-    as2 


A2  +  B2  +  C2        I)2 

"  ds4  ~~  ds* 


I) 
ds2 


(7) 


247.  La  formule  (G)  donne 

i*dsA  -—  {dsd-x  —  dxcPs)*  +  (dsd2y  —  dyd2s)2  +  [dsd-z  —  dzdH)*  ; 

développons  les  carres  indiqués  et  ordonnons  par  rapport  à  ds  ot  dîs  : 

sV/s4  —  ds2[{d2x)2  +  (d2y)2  -f  d2z)2\  -f  (d2s)2j>£z2  +  dj/2  -f  rf*«] 
—  2r/5  r/V^r  d2x  -f  dy  d2y  -f  dz  d2z). 
Mais 

ds2  =  f/.x2  -}-  cfy2    j-  r/^2,     d'où    r/s  r/2s  =  tfrdU'  +  dy  d2y  -f  ote  d:z  ; 

ces  relations  ramènent  l'égalité  précédente  à 

2       (d^rY  +  (d'y)2  -I-  (c/2;)2  —  (V/2*)- 

Si  s  est  la  variable  indépendante,  c'est-à-dire  si  la  courbe  est  représentée 
par  des  équations  de  la  forme 


x  =--  ©(*),     y  =  tp^s),     s  —  ©2(5), 

ds         ds2  ds   '  '   ds2  (  '   ds 


dx       d2x  dy       dly  dz 

on  a        d--  =  —  ds,       d  -  —  ds. 


d2z 
ds2 


dé 
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et  les  formules  (5  et   <\  du  §  245  deviennent 

\ds)  [ds  ds-       ds  ds-  J  ' 

.  y  =  (<^V  +  W2  +  (*? 

Plan  osculateur. 

248.  Equation  du  plan  osculateur.  --  Nous  devons  chercher 
la  limite  d'un  plan  passant  par  la  tangente  MT  en  un  point  M 
d'une  courbe  gauche  et  par  un  point  M'  de  la  courbe  infiniment 
voisin  de  M. 

Soient  les  coordonnées  des  [joints  M,  M'  : 

at^^t+h),     ^  =  <?,{*  +  *),      *,«=*.(>"+*). 
Un  plan  quelconque  mené  par  M  a  pour  équation 
A-  X  —  x)  +  B(Y  -  y)       C  Y  -  ar)  =  0. 

Exprimons  que   ce   plan    contient    la   tangente   MT  dont  les 

équations  sont 

X  —  x       Y  —  //       rL  —  z 

et  qu'il  passe  par  le  point  M';  il  vient 

A?rW  +  B?\(0  +  C?'t(*)  =  0,  1) 

A(^1  -  ^)  -f  Bfe,  -//j  +  C(*,  -  *)  «=  0.  (2) 

Le  théorème  de  Taylor  donne 

a.1_(r«A.'(/)  +  ç.»(0+ç.",(o +  ...-, 

y,-y-*.'iW  +  £*ï(0   i-  o  rï'«0  +  •  •  • 
Z,-«  -A?',(*H   Çrï(0  +  *'  ??«  +  ••    • 

la  condition  (2)  peut  donc  s'écrire 

h[A*\t)  +  B*\[t)  +  C'i'Jtj]  +  ~  [À?"(t)  +  ...] 
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Le  premier  terme  de  eette  égalité  est  nul  en  vertu  de  (1)  ; 
divisant  par  le  facteur  -j  ou  trouve 

A<?V)-f  B«J'(0    t-C4(tj    |  .^[A'f'"i/!|-..  |...  =0. 

Passons  à  la  limite  pour  h  =  0  ;  nous  aurons 

À»"iO  +  BçRO    l-Ccp^)     ,0.  (3) 

Les  équations  (1)  et  (3)  déterminent  les  coefficients  de  l'équa- 
tion du  plan  oscillateur  ;  on  a  (235,  2() 

A  B  C 

i  ,rii         i    h  ~  ~    i    n         i  "         in       frt    f/1 
f  1-^2  —  r  2?i         r  -j'f         ?  r2        ?  ?i        r  iV 

de  sorte  que  l'équation  cherchée  est 

S(?'l?»  -  »'8?[' )  (X  -a?)  =  0. 
En  observant  (pie 

cfo  -     ^{t,dtt     r/2-r  —  *"{t)dt- 

on  peut  aussi  écrire 

2(dyd'-z  —  dzd2y)  (X  —  .n  =  0. 

Sous  cette  forme,  les  coefficients  de  l'équation  sont  précisé- 
mont  les  quantités  désignées  plus  haut  (245)  par  les  lettres 
A,  H,  C. 

Remarque.  —  Les  cosinus  directeurs  du  plan  oscillateur  (on 
de  la  binormale)  sont  (236,  4°) 

.       A  B  C 

cos  l  —  -  >      cos  m  =  T  >      cos  n        -  • 

249.  Théorème.  -  Le  plan  oscillateur  en  un  point  M  traverse, 
en  général,  la  courbe  et  sa  distance  à  un  point  M'  infiniment 
voisin  de  M  s«r  /a  courbe  est  dit  troisième  ordre. 

Un  plan  quelconque  mené  par  le  point  M  (.y,  y,  z)  de  la 
courbe  a  pour  équation 

A(X  -  ce)  -1-  B.(Y  -  y)  -f-  G(Z  -  c)  =  0  ; 

sa  distance  6  à  un  point  M'  («v,,  y,,  sj  est 

SA(.r,  —  x) 

y  .v  4-.BM-C* 
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Remplaçons  les  différences  xx  —  .\\  y,  — y,  zl  — ;  par  les 
valeurs  trouvées  ci-dessus  (248);  alors 

SA[*?'(0+^.,,(0  +  Ç?m»0  +  ».] 

8=  l: =£_— ..      .  i 

\/A2  -f  B2  H-  C2 

En  général  ô  est  du  même  ordre  que  h.  Pour  que  8  soit  au 
moins  du  second  ordre,  le  coefficient  de  h,  dans  la  valeur  (I), 
doit  être  nul,  ou 

Acp'(*)  +  B»i(fl  +  C«ï(/)  —  0.  (1) 

Cette  condition  exprime  que  le  plan  considéré  passe  par  la 
tangente  MT. 

Pour  que  ô  soit  au  moins  du  troisième  ordre,  il  faut  en  outre 
que  le  coefficient  de  h2  soit  nul,  ce  qui  donne 

A»"(tj  -f  Bol(t)  +  C?;'(7)  =  0.  (2) 

Les  égalités  (1)  et  (2)  expriment  que  le  plan  coïncide  avec  le 
plan  oscillateur  (248).  On  a  maintenant  en  réduisant  8  à  sa  partie 
principale  : 

g  i  ^  Affmit)  +_B?r(o+ ctf(o  •  (3) 

6  '  \/A2  +  B2"|C2 

Comme  8  change  de  signe  avec  /?,  la  courbe  traverse  le  plan 
oscillateur  dans  le  voisinage  du  point  M. 

Cependant,  si  Ton  avait 

SA<p"'(*)  =  0,     ÏA'i[y(t)  ^0, 

8  serait  du  quatrième  ordre  et  la  courbe  s'étendrait,  dans  le 
voisinage  de  M,  d'un  seul  côté  du  plan  oscillateur.  On  dit  qu'en 
un  tel  point  le  plan  oscillateur  est  stationnmre  ou  suroscule  la 
courbe. 

Remarque.  —  On  peut  considérer  'f'"(/  h3,  "f[  (t)h3,  ®%(t)h*  comme  les 
différentielles  (Px,  dzy,  dzz  et  prendre  pour  A,  B,  C  les  mineurs  de  H 
relatifs  à  la  troisième  ligne:  alors  la  formule  (3)  prend  la  forme 

8=H   • 

61) 

Un  point  stationnaire  annule  le  déterminant  II. 
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250.  Théorème.  —  Le  plan  oscillateur  en  un  point  M  est  la 
limite  du  plan  mené  par  la  tangente  MT,  parallèlement  à  la 
tangente  infiniment  voisine. 

En  effet,  pour  que  le  plan 

A(X  -  ce)  -f  B(Y  —  y)  +  C(Z  -  z)  ==  0 

soit  parallèle  aux  directions  des  deux  tangentes  MT,  M'T',  on 
doit  avoir 


A»\()  +  B?\(0  +  Co'2(t)  --=■-  0,  (1, 

A?r(<  +  h)  -f  BcpV/  +  ft)  -f-  C<p't(<  -f  A)  -  0.  (2) 

La  seconde  condition  donne 

ÏA[o'(0  +  h»'\i)  +  ^2  f\t)  +  ...  1  =  0  ; 

si  l'on  en  retranche  la  première  et  qu'on  divise  ensuite  par  h 
on  trouve 

SA[?"(0+^?",(0  +  --]  =  0; 

enfin,  en  passant  à  la  limite  pour  h  =  0  on  obtient 

A»'\t)  +  B?['(<)  +  0^(0  =  0.  (3) 

Les  égalités  (1)  et  (3)  sont  précisément  celles  qui  déterminent 
le  plan  oscillateur  (248). 

251.  Théorème.  —  Le  plan  oscillateur  en  un  point  M  est  la 
limite  du  plan  mené  par  M  et  par  deux  autres  points  M',  M"  de 
la  courbe,  infiniment  voisins  de  M. 

Soient  t,  t  f  A,  t  -f-  À*  les  valeurs  du  paramètre  aux  points 
M,  M',  M".  Pour  que  la  proposition  ait  un  sens,  il  faut  supposer 
qu'il  existe  entre  h  et  A'  une  relation  déterminée,  telle  que  h 
tendant  vers  zéro,  A'  tende  également  vers  zéro. 

L'équation  d'un  plan  quelconque  mené  par  M  est 

A[X  —  ?(0j  f  B(Y  —  9i(t)]  +  C[Z  —  ?t(tj\  -  0. 
Si  ce  plan  passe  par  les  points  M',  M",  on  a 

SA[?(*  -f-  h)  -  i(tjl  -  0,     SA[j(*  +  *)  —  o(t)]  =  0. 
En   développant    ©  t  +  /?),  »(f  -f-  A),   ...    par   le   théorème   de 
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Taylor  et  on  divisant  respectivement  par  h  et  par  k,  on  trouve 

(1) 


m*'®  h|?V)  h^?'V)  +  ...i  =  o, 


A'  , 


/.•- 


SA[(p'w  +  ô?V;  4-  ,.  ?"V)  4-  .••]  =  o 


(2) 


Soustrayons  les  égalités  (1)  et  (2)  l'une  de  l'autre  et  divisons  le 
résultat  par  A*  —  h  ;  il  vient 


SA 


Jt,,«+^?''W>^1 


o. 


(3) 


Si  on  fait  tendre  h  et  A*  vers  zéro,  les  équations  (I.)  et  (3) 
deviennent 

SA?'(0  =  0,     SA<f'V)  =  0. 

Ce  sont  précisément  les  égalités  qui  déterminent  le  plan 
oscillateur. 

Courbure. 

251.  Indicatrice  sphérique.  —  Etant  donnée  une  courbe 
gauche  A,  traçons  par  l'origine  des  coordonnées  des  droites 
Oa0,  0[x,  (V,  ...  parallèles  aux  tangentes  M0T0,  MT,  M'T\  ..., 
celles-ci  étant  menées  du  côté  des  arcs  positifs  de  A  [fi  g.  55).  Ces 
parallèles  sont  les  génératrices  d'un  cône  appelé  cône  directeur 
de  A.  Soient  |x0,  ;jl,,  \x,  .  .  les  points  où  elles  coupent  la  sphère  de 
centre  O  et  de  rayon  1  ;  ils  forment  une  courbe  o  qui  porte  le 
nom  d'indicatrice  sphérique  de  A. 

Le  plan  oscillateur  au  point  M  est  la  limite  du  plan  passant 
par  la  tangente  MT  et   par   une   tangente   infiniment    voisine 

Fig.  55. 


'Mo  No 

M'T' (249),  plan  qui  est  parallèle  au  plan  ;j.Ou';  on  en  conclut 
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que  le  plan  oscillateur  est  parallèle  au  plan  qui  touche  le  cône 
directeur  le  long  de  la  génératrice  Ofx. 

L'angle  de  deux  tangentes  infiniment  voisines  MT,  M'T'  a 
pour  mesure  l'arc  de  grand  cercle  qui  passe  par  les  points  jx,  ;;.'; 
le  rapport  de  cet  arc  à  la  corde  u.;j.'  et  celui  de  l'arc  ;;.;/  de  l'in- 
dicatrice à  la  môme  corde  ayant  tous  deux  pour  limite  l'unité, 
les  deux  arcs  peuvent  se  substituer  l'un  à  l'autre  (28).  Par  suite, 
si  7  est  l'arc  de  l'indicatrice  depuis  une  origine  fixe  »x0  jusqu'au 
point  y.,  l'angle  de  contingence  en  M  a  pour  expression  la  diffé- 
rentielle (h. 

Les  équations  de  l'indicatrice  sont  évidemment 

œ  =  cos  a  ==  !=_:  , u  —  cos  3      z  __  Y 

On  en  conclut  immédiatement  ^245) 

E2  =  rfat  =  (,/  cos  a)2  +  (d  cos  p)2  -f  (d  cos  y)2, 

252.  Mesure  de  la  courbure.  —  Considérons  un  are  fini 
MM'  de  A. 

On  appelle  courbure  totale  de  l'arc  MM'  l'arc  correspondant 
ptji'  de  l'indicatrice  ;  cet  arc  mesure  la  variation  que  subit  la 
direction  de  la  tangente  lorsque  cette  droite  roule  sur  l'arc  ATM'. 

La  courbure  moyenne  de  Tare  MM'  est  le  quotient  de  la  cour- 
bure totale  de  l'are  par  la  longueur  de  l'arc  ;  c'est  donc  le 
rapport  entre  les  arcs  correspondants  y.a',  MM'  de  l'indicatrice 
et  de  la  courbe  A. 

La  courbure  en  un  point  AI  est  la  limite  de  la  courbure 
moyenne  d'un  arc  MM'  qui  tend  vers  zéro;  c'est  donc  le  rapport 
entre  les  différentielles  des  arcs  correspondants  jjioa,  M0M  de 
l'indicatrice  (M0,  ;j.0  sont  les  origines  des  arcs  s,  a)  et  de  la  courbe 

proposée,  ou  "  • 

L     L  ds 

On  représente  la  courbure  par       ;  R  est  appelé  le  rayon  de 

K 

courbure.  Ainsi, 

1  I  ds 

R    'A'     B  =  T' 


ou  plus  explicitement  (246) 


3 


ds3  (dx*_  +  dy~  -V  dzf 
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On  peut  aussi  remarquer  la  formule 

>■  ,    fdcos$y  .    A'eosyY2 
+  \     di     )  +  {—*     )' 

ou,  si  s  est  la  variable  indépendante, 


1  s2         fd  eos  a\2 

~~  ~ds*  =  V     ds 


1  {d*x\*  ,    fd*y\*      fdrr^ 


R2       \«f*V       W*8/       W*'2 

Le  cercle  de  courbure  au  point  M  est  le  cercle  tracé  dans  le 
plan  oscillateur,  touchant  la  courbe  en  M  et  ayant  une  courbure 
égale  à  celle  de  la  courbe  et  de  même  sens.  Le  centre  de  ce 
cercle  se  nomme  le  centre  de  courbure;  le  rayon  est  égal  à  R. 

Normale  principale. 

254.  Cette  droite  étant  à  l'intersection  du  plan  oscillateur 
avec  le  plan  normal,  on  peut  la  représenter  par  les  équations 

2(X  —  x)dx  =  0,     S(X  -  x)  (di/  d'z  —  dz  dly)  =-  0. 

Soit  X  le  centre  de  courbure  en  M;  nous  prendrons  MX  pour 
direction  positive  de  la  normale.  MX  est  parallèle  à  la  tangente 
[xa  de  l'indicatrice  prise  du  côté  des  a  positifs  (dans  le  sens  jjl;j.' 
si  MM'  est  le  sens  des  arcs  positifs  de  A).  Eu  effet,  si  l'on,  mène 
MT,  parallèle  à  M'T  et  que  l'on  prenne  les  longueurs  MT,  MTj 
égales  à  l'unité,  les  droites  TTX  et  y-y-'  sont  parallèles  et  de  même 
sens  ;  or,  lorsque  M' se  rapproche  indéfiniment  de  M ,  le  plan  TMT, 
a  pour  limite  le  plan  oscillateur  et  l'angle   MTTj  du  triangle 

isocèle  MTT1  tend  à  devenir  égal  à^»  de  sorte  qu'à  la  limite 

TTj  devient  parallèle  à  MX. 
Des  équations  de  l'indicatrice, 

x  =  cos  a      y  =  cos  3,     z  =  cos  y, 

on  conclut  les  cosinus  directeurs  de  la  tangente  u.a;  donc 

d  cos  a       d  cos  a  d  cos  8  d  cos  y 

cos  a  -—        , —  =  -.>     cos  u.  =         — -  5     cos  v  = 

On  peut  aussi  écrire,  à  cause  de  R  =  — > 

_,  d  cos  a  d  cos  3  T^  d  cos  y 

cos  a  =  R        ; —  »     cos  \x  =  R        -      >      cos  v  =  R        , 

r/s  «s  ds 
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255.  Centre  de  courbure.  —  Soient  u,  b,  c  les  coordonnées 
de  X.  Les  projections  de  MX  sur  les  axes  sont  exprimées,  en 
grandeur  et  en  signe,  par  a—  x,  b  —  y,  c —  z,  et  aussi  par 
R  cos  À,  R  cos  [jl,  R  cos  v.  On  en  conclut 


G?  COS  a         ,  û?COSP 

a  =  x  4-  R2        ;       »     o  =  v  +  R2       .    r-  î 

c  =  .  +  R*  <*  C0S  Y  ^ 


(1) 


Lorsque  l'arc  s  est  la  variable  indépendante,  on  a  simplemenl 

rt  =  x  -f  R2  ,-- ,     £  =  ii  -h  R2  7  ;  >     c  =  s  +  R2    7 .,  • 
as2  as2  as- 

256.  Lieu  du  centre  de  courbure.  —  Les  formules  (1),  si  on 

remplace  x,  y,  z-,  R,  cos  a par  leurs  valeurs  en  t,  sont  les 

équations  paramétriques  de  la  courbe,  lieu  du  centre  de  cour- 
bure. Cette  ligne  ne  jouit  pas  des  mêmes  propriétés  que  la 
développée  d'une  courbe  plane  (229). 

Contact  des  courbes  gauches. 

257.  La  théorie  est  la  même  que  pour  les  courbes  planes  (218). 
Soient  A,  A'  deux  courbes,  planes  ou  gauches,  qui  ont  un  point 

commun  M.  A  chaque  point  X  de  A  faisons  correspondre  un 
point  X'  de  A',  d'après  une  loi  déterminée  qui  peut  être  quel- 
conque, sauf  que  M  doit  être  son  propre  homologue.  Si  la 
distance  MX  est  infiniment  petite  du  premier  ordre,  la  distance 
MX'  est  aussi  de  cet  ordre;  la  distance  XX'  est  du  premier 
ordre,  à  moins  que  les  courbes  ne  se  touchent  en  M.  Dans  le 
dernier  cas,  on  dit  que  A  et  A'  ont  en  M  un  contact  d'ordre  n,  si 
la  distance  XX'  est  d'ordre  n  -f-  1  par  rapport  à  MX.  L'ordre  du 
contact  est  indépendant  de  la  loi  de  correspondance  des  points 
X,  X'. 

Soient  x  =  «(*),     y  —  ©i(£),     z  =  ©2(0>  (A) 

les  équations  des  deux  courbes,  et  supposons  que  deux  points 
homologues  correspondent  à  une  même  valeur  de  t.  Si  a  est  la 
valeur  de  t  au  point  M,  les  coordonnées  de  M  sont 

x  =  çp(a)  =  f(a),     y  =  7l  a)    =  /»,     z  =  *Ja)  =  ft{a). 
Xkuberg,  An.  inf.,  i  1G 
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Soient  N,  N'  deux  points  homologues  infiniment  voisins  de  M 
et  correspondant  à  t  =  a  -f-  h  ;  ils  ont  pour  coordonnées 

ce  •=  cp(a  -(-  /?,),     y  =  o^a  4-  ^)i     s  =  cp2(tf  +  /'.),  !  N 

a;  =  /T(a  +  A),    y=/i(«  +  ^)>     -  =  /i(a  +  A)-  (N') 

Nous  prenons  7i  pour  infiniment  petit  principal.  La  distance 
MN  sera  du  premier  ordre,  car  ses  projections  sur  les  axes 
coordonnés,  égales  à 

cp(a  -f-  h)  —  cp(«),     cp^rt  -j-  /m  —  ©ifa),     -f.2(rt    |-  h)  —  v2(a) 

sont  du  premier  ordre. 

Si  A  et  A'  ont  un  contact  d'ordre  ;î,  la  distance  NN'  doit  être 
d'ordre  n  -\-  1  par  rapport  à  MX  ou,  ce  qui  revient  au  môme, 
par  rapport  à  h.  Les  projections  de  XX'  sur  les  axes  coordon- 
nés, c'est-à-dire  les  quantités 

f(a  -f  h)  —  cp(a  4-  h),     /\(a  4-  h)  —  *x(a  +  h\     f,(a  4-  h)  —  <p2(a  4-  A), 

étant  du  même  ordre  que  XX'  (*),  on  trouve  en  appliquant  la 

formule  de  Taylor  à  f(a  -\-  h),  cp(a   f  ^)'  •••  : 

/»  =  *'(a)f  /"'(a)  =  ?»,  ...  ,  /™(a)  =  ?(n)(«)>  | 
/ï(a)  «  •»,  /»  -  «"(a),  ...,  An)(«)  =  ??(«).  , 
$«)  =  ?»,     /?(«)=*??(*).      •••>      /tnV)=?in)(a),    ' 

Représentons  les  coordonnées  de  M  par  x,  y,  c  ou  par  .y,,  y15  :, 
suivant  que  l'on  considère  ce  point  sur  A  ou  sur  A'  ;  les  condi- 
tions précédentes  seront  équivalentes  à  celles-ci  : 

dx  =  dxl}     dzx  =  c?2a?l3     ...,     d ux  ==-  dnx} ,  1 

dy  =  tfyj,     tf2*/  ==  tf2^,     ... ,     d"ij  =  rf^lf  (2) 

dz  =  de,,     d*z  =  d~zl}      ...  ,     rfn^  =  dnzv 

Lorsque  s  est  la  variable  indépendante,  les  égalités  (3j  ont 
lieu  identiquement  (**J  et   les  autres  peuvent  prendre  la  forme 

dx       dxx  d2x  d2xx  dnx       tfn.T] 

d~z       dzl'  dz-  =  dz}  '  ""     S»  =  :  "cf^y  ' 

oTy    _  dy]  d'//  d-//x  dny       dnf/i 

dz  ~'~  dzx  dz~  =  dz\  '  "   '      dt"        dz\  ' 


(*)  Une  ou  deux  «les  projections  pourraient  être  d'un  ordre  supérieur. 
"  '  A  f  t-  A'  ont  maintenant  une  équation  commune  z  —  t. 
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D'après  cela,  si  deux  courbes  ont  au  point  M  un  contact 
d'ordre  il,  les  dérivées  des  coordonnées  x,  y  de  M  par  rapport  à  z 
.son/  égales  sur  les  deux  courbes  jusqu'à  l'ordre  n  inclusivement. 

Les  équations  (4)  expriment  que  les  projections  des  deux 
courbes  sur  le  plan  XOZ  (et  par  suite  sur  un  plan  quelconque) 
ont  un  contact  d'ordre  n. 

258.  Courbes  osculatrices.  —  Soient 

.  \f(x,y,  -)  =  0,  (  «pfoy,  *,  a,  «15  ...)  -  0, 

f  /;(#,  y,  0)  =  0  ;        I  «^(a?,  //,  s-,  6,  ô15  ...)  =  0, 

les  équations  de  deux  courbes  A,  A';  les  fonctions  /',  fx,  v,  op,  sont 
données,  mais  cp  et  cpj  renferment  des  paramètres  indéterminés 
n,  aY)  ...,  b,  bïy  ...  Si  l'on  dispose  de  ces  paramètres  de  manière 
que  A'  ait  en  un  point  donné  M(ac  ,y  ,z)  de  A  le  contact  de  l'ordre  le 
plus  élevé,  on  dit  que  A'  est  une  courbe  osculatrice. 

Pour  que  le  contact  soit  d'ordre  n,  on  doit  disposer  de  2(n  -\-  1) 
paramètres.  En  effet,  en  exprimant  que  A'  passe  par  M  et  que 
les  dérivées  des  coordonnées  x,  y  de  M  par  rapport  à  z  sont 
égales  sur  les  deux  courbes  jusqu'à  l'ordre  n  inclusivement,  on 
obtient  en  tout  2(n  -|-  1)  équations  de  condition. 

Cercle  osculateur. 

259.  Un  cercle  A'  est  représenté  par  les  équations  de  son  plan 
et  de  la  sphère  qui  a  même  centre  et  même  rayon.  Soient  a,  b,  c 
les  coordonnées  du  centre  et  R  le  rayon  ;  nous  aurons  les  équations 

k(x  -  a)  +  B(y  —  b)  +  C(*  -  c)  =  0,  (1) 

(a?  -  af-  +  (y  —  hf  +  (z  -  cf  =  R2.  (2) 

Comme  nous  disposons  de  six  paramètres  a,  b,  c,  Le,    T*       • 

nous  pouvons  imposer  au  cercle  un  contact  du   second  ordre 
avec  une  courbe  donnée  A  en  un  point  donné  \L(x,  y,  z). 
Différentions  deux  fois  les  équations  (1)  et  (2);  il  vient 

kdx   +  Bdy   +  Cdz    -  0,  (3) 

kd*x  -f-  Bd*y  -f-  Cd2z  =  0,  (4) 

(x  —  a)dx   +  (.?/  —  ôjo?v   -f  (*  —  c)ck  =  0,  (5) 

i:c  —  a)d2#  +  (//  -  M-//   f  (c  -  c)c?2s  +  ds*  -  0.  (ô) 
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Pour  exprimer  (pie  A  et  A'  ont  un  contact  du  second  ordre  en 
M,  nous  considérons,  dans  les  équations  (1)  à  (6),  x,  y,  z  comme 
les  coordonnées  de  M  et  nous  remplaçons  les  différentielles  d\\ 
<72.\\  ...  par  leurs  valeurs  déduites  des  équations  de  A. 

Les  équations  (3)  et  (4)  déterminent  les  rapports  des  coeffi- 
cients A,  B,  C;  on  peut  même  poser 

A  =  dy  dzz  —  dz  d'-y,     B  =  dz  d~x  —  doc  d~z ,   ) 
C  =  doc  d2y  —  dy  d'2x.  \ 

On  voit  que  le  cercle  oscillateur  est  situé  dans  le  plan  oscil- 
lateur. 

Des  équations  (1)  et  (5)  on  tire  (235,  2°) 

x  —  a  y  —  h  z  —  c 

Bdz  —  Cdy        Cdx  —  kdz       kdy  —  Bd.r  ' 

si  Ton  désigne  par  p  la  valeur  de  ces  rapports,  on  a 

x  —  a  =  p(Bcfo  —  Ccfy),  ] 

y  —  h  =  p[Cdx  —  kdz),  >  (8) 

z  —  c  =  o(kdy  —  Bdx).  ) 

Pour  déterminer  l'inconnue  auxiliaire  p,  nous  portons  les 
valeurs  (8)  dans  l'équation  (6),  ce  qui  donne 

ds* 


(Befo  —  Cdy)d°~x  +  (Cdx  —  kdz)d2y  +  {kdy  —  Bdœ)d*z 
Ordonnons  le  dénominateur  par  rapport  à  A,  B,  C;  il  devient 
SA(cfy  d%z  —  dz  d2y)  =  A2  +  B2  -f  C2; 
par  conséquent 

p~  A2  +  B«-fC2  { 

Les  formules  (8)  et  (9)  déterminent  complètement  le  centre 
(a,  b,  c).  Pour  avoir  R  on  substitue  les  valeurs  18)  dans  l'équation 
(2);  on  retrouve  alors  la  valeur  du  rayon  de  courbure  (253). 

Torsion 

260.  Indicatrice  supplémentaire.  —  aux  différents  points 
M0,  M,  M',  ...  d'une  ligne  gauche  A,  menons  les  binormales  M0B0, 
MB,  M' IV dans  un  sens  tel  que  si  la  droite  M0B0  glisse  le 
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long  de  A  en  restant  binorniale,   elle   coïncide   successivement 

avec  MB,  M'B',  ....  Traçons  ensuite  par  l'origine  des  coordon- 
nées des  parallèles  Ob0,  Ob,  06',  ...  aux  binormales  M0B0,  MB, 
M'B',  ...et  limitons-les  en  bQ,  b,  b',  ...  à  la  sphère  de  centre  ()  et 
de  rayon  1.  Ces  parallèles  sont  les  génératrices  du  cône  direc- 
teur de  la  surface  des  binormales;  les  points  b0,  b,  b',  ..  appar- 
tiennent à  une  courbe^  appelée  indicatrice  supplémentaire  de  A. 
Ce  cône  est  supplémentaire  du  cône  O[x0[ji(j.',  ...;  en  effet,  ses 
génératrices  sont  perpendiculaires  aux  plans  tangents  menés  au 
cône  Oa0u.[j.'  ..,  puisque  ces  plans  sont  parallèles  aux  plans  oscil- 
lateurs correspondants  de  A. 

261.  Angle  de  torsion.  —  On  appelle  angle  de  torsion  en  un 
point  M  de  A  l'angle  du  plan  oscillateur  en  ce  point  avec  le  plan 
oscillateur  au  point  infiniment  voisin  M';  plus  exactement,  c'est 
la  partie  principale  de  l'angle  dièdre  des  deux  plans  oscillateurs 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  de  l'angle  des  binormales  corres- 
pondantes MB,  M'B'  ou  encore  de  l'angle  bob'.  Xous  désignerons 
cet  angle  par  slm  L'angle  bob'  a  pour  mesure  l'arc  de  grand  cercle 
terminé  en  b  et  b'  \  comme  le  rapport  de  cet  arc  à  la  corde  bb'  et 
le  rapport  de  l'arc  bb'  de  l'indicatrice  supplémentaire  à  la  même 
corde  ont  pour  limite  l'unité,  on  peut  substituer  au  premier  arc 
le  second.  Par  suite,  si  ^  désigne  l'arc  b0b  de  l'indicatrice,  e, 
est  égal  à  la  différentielle  dz{  de  cet  arc. 

Les  équations  de  l'indicatrice  supplémentaire  sont 

x  =  cos  l,     y  =  cos  m,     z  =  cos  n, 

où  il  est  sous-entendu  que  cos  /,  cos  m,  cos  n  sont  remplacés  par 
leurs  valeurs  en  i  (248).  On  en  conclut 

Ej  =  cfd1  =  \](d  cos  Z)2  -j-  (cf  cos  m)2  +  [d  cos  nf. 

262.  On  appelle  torsion  totale  d'un  arc  fini  MM'  l'arc  bb'  de  la 
seconde  indicatrice;  cet  arc  mesure  la  variation  de  la  direction 
de  la  binorniale  le  long  de  l'arc  MM'. 

La  torsion  moyenne  de  l'arc  MM' est  le  quotient  de  la  torsion 
totale  par  la  longueur  de  l'arc;  c'est  donc  le  rapport  des  arcs 
correspondants  bb\  MM'  de  la  seconde  indicatrice  et  de  la 
courbe  A. 

La  torsion  en  un  point  M  d'une  courbe  gauche  A  est  la  limite 
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de  la  torsion  moyenne  d'un  are  MM  de  A  dont  la  seconde  exl ré- 
mité  se  rapproche  indéfiniment  de  la  première;  elle  est  égale  au 
rapport  des  différentielles  (hx,  ds  des  ares  b0b,  M0M  de  la  seconde 
indicatrice  et  de  la  courbe  proposée.  Par  analogie  avec  la  pre- 
mière courbure  (253)  on  la  désigne  par     -  ;  R1  prend  le  nom  de 


rayon  de  torsion. 

On  a  donc 

1         tfii         i{  .  ds 

Rj        ds        '(s  Ej 

il  en  résulte 

1  ej        fdaosl\2       /cfeosmX2       /c£cosw\2 


\\[        ds~       \     ds     )        \      ds  \      ds 

263.  On  peut  trouver  une  valeur  plus  explicite  de  e^ 
En  effet,  en  raisonnant  comme  pour  l'angle  de  contingence    245  ,  on 
obtient 

ej  ^  (cos  m  d  cos  //  —  cos  a  'A  cos  m)2   f-(cos  n  d  cos  l —  cos  Id  cos  >/ )- 

-f-  (cos  /  d  cos  m  —  cos  il  d  cos  Ir:. 
Posons 

L    =  cosmdcosn —  cosncfcosm,     M  =  cosnduosl —  eosJtfeosm, 

N  =  cos  /  d  cos  m  —  cos  n  d  cos  /, 

de  sorte  que  ej  =  L2  -f  M'2  +  N2. 
On  a  trouve    248 

A  \)  C 

cos  /  =       >      cos  ///  =       »      cos  il  =  -    ; 

par  suite 

T  B     /('  C     /B 

B  DtfC  —  CrfD         C  Dt£B  —  Bc£D        BdC  —  CdB 

'  D"  D-  "  1>  D2  D2 

Si  l'on  observe  que 

^B  =  d(dz  d2x  —  dx  d'lz)  =  cfo  cf3#  — cfcc  tf3^, 
ofC  =  gT(c&c  dzy  —  dy  d2x)    =  dx  d3y  —  dy  d3x-, 

on  peut  écrire 

B(dx  dzy  —  dy  d3x)  —  C  dz  à:\v  —  dx  >(:]:-) 
L==~  ~~  W 

dx(Bd3y  +  Cd3z)—<d3x(Bdy   \    Cdz) 
D2 

cfa(Arf3#4-Bcf3j/  +  Ccg3*   —  d3x{kdx  \    Bdy  hCcfc  . 

D2 
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les  termes  introduits  se  détruisent  mutuellement.  Enfin,  à  cause  de 

kdzx  -f  Bdzy  +  Cdzz  =  If,     kdx  -\-  Bdy  +  Cds  =  0, 


puis  par  analogie,  on  a 


Edx 


1 M// 

D2 


.\ 


On  en  conclut 


L-fM^-h^--^, 


Udz 
D2 

II>/\v 


a, 


D- 

II 


264   En  combinant  la  valeur  de  R{  avec  la  valeur  R=         >  on  trouve 


RRj  = 


Ms: 


PI 


l ) 2  I>       

IV      l  V  i     = 


II 


La  dernière  relation  peut  s'écrire 


1 
R2Rj 


a;'       >/       *' 
a?"      y"      s" 
x'"     y'"     z'" 


les  accents  indiquant  les  dérivées  de  a-,  y,  z  considérés  comme  des  fonc- 
tions de  s. 

La  distance  du- plan  oscillateur  en  M  au  point  infiniment  voisin  M'  de  la 

II  ds3 

courbe  a  pour  valeur  principale    T   =  ,;^      • 

bl)         bKKi 

265.  Théorème.  —  C  ne  courbe  dont  la  torsion  est  nulle  en  tous  ses  points 
est  plane. 

Il  faut  démontrer  que  si  l'on  a  H  -  0  en  tous  les  points  delà  courbe, 
celle-ci  est  nécessairement  plane. 

Représentons  la  courbe  par  les  équations  de  deux  de  ses  projections  : 
'•  =  ®(z  ,y  —  fic  '•  ^  étant  la  variable  indépendante,  on  a  dlz  —  0,d3z  0, 
et  l'équation  II  —  0  se  réduit  à   ' 

dzy      dzx 

d-y  ==  d2'-' 

En  intégrant  la  dernière  équation  on  obtient  successivement 

ld2y  =  ld%x  +  le,     d'1}/  —  cd~oc,      -  ■■„  —  c  .  -  .,- 

uZ'  CtZ 

Une  nouvelle  intégration  donne 

dy         dx   ,     ,  ,  7      ,     »  t 

■f-  =  c  -i — h  c     ou    f///  —  caa?  +  ca.s . 
rf-s         dz 

Intégrons  de  nouveau;  il  vient 

y  =  CX  -f-  C''::  -f-  C", 

ce  qui  démontre  la  proposition. 


d'2xd3y  —  d~yd3x  =  0,    ou 


(*)  On  a  II  =  dz(d2x  d3y  —  d2yd3x)\  nous  écartons  l'hypothèse  dz  =  0  ou 

;       C,  qui  est  en  contradiction  avec  les  équations  x  =  rî{z),y  =  «qi  s  . 
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Double  courbure  d'uni:  ligne  gauche. 

266.  Soit  donnée  une  courbe  gauche  A  (fi  g.  ,%'i  Inscrivons 
une  ligne  brisée  ...  ABCDE  ..,  et  ayant  prolongé  les  côtés  dans 
un  même  sens,  considérons  la  surface  polyédrale  qui  a  pour 
faces  les  portions  de  plan  À'AB',  B'BC  CCD',  .  .  comprises 
entre  les  prolongements  de  deux  côtés  consécutifs.  Faisons 
tourner  la  face  A  A IV  autour  de  AB'  jusqu'à  ce  qu'elle  se  place 
dans  le  prolongement  de  la  l'ace  C'BB';  faisons  ensuite  tourner 
l'ensemble  des  deux  faces  A'AB',  B'BC  autour  de  BC  pour 
l'amener  dans  le  prolongement  de  la  face  D'CC.  En  continuant 
de  la  sorte,  on  parvient  à  étendre  sur  un  même  plan,  sans 
déchirure  ni  duplicatiire,  les  diverses  parties  de  la  surface 
polyédrale.  La  ligne  brisée  gauche  ABCD...  s'est  transformée 
en  une  ligne  brisée  plane,  avec  conservation  des  longueurs  des 
côtés  et  des  angles  compris  entre  deux  côtés  consécutifs. 


Ces  propriétés  subsistent  à  la  limite,  lorsque  les  côtés  de  la 
ligne  brisée  décroissent  indéfiniment.  La  surface  polyédrale  sera 
remplacée  par  une  surface  réglée  S,  ayant  pour  génératrices 
les  tangentes  de  A;  les  faces  planes  de  la  surface  polyédrale 
aura  pour  limites  les  plans  oscillateurs  de  A,  et  ces  plans  seront 
tangents  à  S.  La  surface  S  peut  donc  être  étendue,  sans  déchi- 
rure ni  duplicature,  sur  un  même  plan;  pour  cette  raison  elle 
est  dite  développable.  Dans  le  développement  de  S,  A  se  trans- 
forme en  une  ligne  plane  A',  avec  conservation  des  longueurs 
des  arcs  et  des  angles  de  contingence;  par  suite,  A  et  A'  ont 
même  courbure  en  deux  points  correspondants. 

Si  l'on  prolonge  les  côtés  de  la  ligne  brisée  ...ABC  .  dans 
l'autre  sens,  on  forme  une  seconde  surface  polyédrale,  ou  plutôt 
une  seconde  nappe,  ayant  pour  faces  les  portions  de  plan 
A"AB",  B"BC",  ...  De  même  la  surface  S  présente  deux  nappes 
se  coupant  suivant  A;  pour  cette  raison  on  dit  que  A  esl 
i arête  de  rebroussement  de  S. 
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267.  Nous  venons  de  transformer  la  ligne  gauche  A  eu  une 
ligne  plane  A',   en   imprimant   successivement  à  chaque   plan 

oscillateur  une  rotation  infiniment  petite  autour  de  la  tangente 
qu'il  contient. 

Considérons  maintenant  la  ligne  brisée  ...ABCD...  inscrite 
à  A'.  Une  rotation  autour  de  I>  amène  BA  sur  le  prolongement 
de  CB  ;  une  rotation  autour  de  C  amène  ensuite  CB  et  BA  sur 
le  prolongement  de  DC  ;  ainsi  de  suite.  Donc  par  une  suite  de 
flexions  on  peut  étendre  la  ligne  brisée  sur  la  même  droite.  En 
faisant  tendre  les  côtés  de  la  ligne  brisée  vers  zéro  et  en  passant 
à  la  limite,  on  voit  comment  la  courbe  plane  A'  peut  être 
étendue  sur  une  même  droite. 

Application  a  l'hélice  cylindrique. 

268.  Définition  de  la  courbe.  —  Appliquons  les  théories  qui 
précèdent,  à  l'hélice  tracée  sur  un  cylindre  de  révolution  (fig.  5y). 

Cette  courbe  est  engendrée  par  un  point  qui  se  meut  unifor- 
mément sur  une  génératrice  rectiligne  du  cylindre,  pendant  (pie 
celle-ci  tourne  uniformément  autour  de  Taxe  OZ  de  la  surface. 


Soient  A  la  position  initiale  du  point  générateur,  AA'  la  géné- 
ratrice correspondante;  nous  considérons  comme  base  du 
cylindre  la  section  droite  APB  passant  par  A.  Si  M  est  un  point 
quelconque  de  l'hélice,  et  MP  une  perpendiculaire  menée  sur  la 
base,  le  rapport  MP  :  arc  AP,  d'après  la  définition  de  la  courbe, 
est  constant. 

On  convient  d'appeler  MP  l'ordonnée  de  M,  l'arc  \ly  Yabscisse 
curviligne.    D'après  cela,   Vhélice  est  une  courbe  tracée  sur  le 
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cylindre  et  {clic,  qu'il  existe  un  rapport  constant  entre  l'ordon- 
née et  l'abscisse  curviligne  de  chacun  de  ses  points. 

Ouvrons  la  surface  latérale  du  cylindre  suivant  la  génératrice 
A  A',  et  développons-la  sur  le  plan  <)A  A'.  La  circonférence  APB 
se  transformera  en  une  droite  AX  perpendiculaire  à  A  A  ;  soient 
AP'  le  développement  de  l'arc  AP,  P'M'  la  position  que  prendra 
PM.  Le  rapport  M'Pr  :  AP'  étant  constant,  l'angle  P'AM'  est 
invariable;  donc  l'hélice  se  transforme  en  une  droite  AD.  Réci- 
proquement, si  l'on  enroule  sur  un  cylindre  un  plan,  une  droite 
quelconque  tracée  dans  ce  plan  s'appliquera  sur  la  surface 
cylindrique  suivant  une  hélice. 

L'abscisse  AP  peut  dépasser  une  ou  plusieurs  circonférences. 
Lorsqu'elle  est  égale  à  la  circonférence  de  la  base,  le  point  de 
l'hélice  passe  de  nouveau  sur  la  verticale  du  point  A,  par 
exemple  en  A'.  La  distance  AA'  est  le  }>as  de  l'hélice,  l'arc 
d'hélice  AMA'  est  un  tour  de  spire. 

269.  Equations  de  la  courbe.  —  Les  axes  étant  les  diamètres 
rectangulaires  OX,  OY  de  la  base  et  Taxe  OZ  de  la  surface, 
soient 

x  =  OQ,     y  =  PQ,     ;  =  MP 

les  coordonnées  d'un  point  M  de  l'hélice,  r  le  rayon  de  la  base, 
/  l'angle  variable  AOP,  V  l'angle  DAX;  l'arc  AP  ----  ri,  et  l'or- 
donnée MP  —  M'P'  =  AP'  tg  Y.  Les  équations  de  la  courbe  sonl 
donc  : 

x  ==  r  cos  t,     y  =  r  sin  t,     s  =  rt  tg  V.  (1) 

Si  l'on  élimine  le  paramètre  l  entre  ces  équations  prises  deux 
a  (Unix,  on  trouve  les  équations  des  projections  de  l'hélice  sur 
les  plans  coordonnés  : 

x-  4-  xr  =  r2,      x  —  r  cos  -■=»     y  =.  r  sin  —  • 

Les  deux  dernières  projections  sont  des  sinusoïdes. 
Les  équations  (1)  donnent 

dx     = — r  sin  t  de,       dy   =       r  cos  tdt,      dz    =  r  tg  V  dt\  (2) 

d%x  =  —  r  cos  /  dt\     d-y    -  —  r  sin  t  dtz,     d':z  =  0  ;  (3) 

d3x  r  sin  t  di'-\     d:\>/  ==  —  r  cos  t  d/:\     dzz  =  0.  I  1 
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270.  Arc.  —  On  trouve  aisément,  an  moyen  dos  formules  (2), 

ds       \]  dx*    |    dyz  -F  dz* 

=  r\/sin'/  -1-  cos'-/    \~tg2  Vdt  =       —, -dt;  (5) 

cos  \ 

conséquemment,  si  l'arc  commence  en  A, 

s  =  -dt  -  r.  =  AU', 

J    cos  \  cos  \        cos  \ 

0 

résultat  évident. 

271.  Tangente.  —  Des  formules  (2)  et  (5),  on  déduit  : 


dx  .  TT  dy  , 

cos  a  =    ;    =  —  sin  /  cos  \  ,      cos  a  —     ;      -  cos  (  cos  \  , 
ds  '        ds 

dz  .      __ 

cos  V     =    .    =  sin  \  . 
«5 


(6) 


La  dernière  égalité  nous  apprend  que  la  tangente  Mï  fait 
avec  MP  l'angle  %-  - —  V,  ou  avec  la  base  du  cylindre  l'angle  V. 

Pour  expliquer  ce  résultat,  développons  la  surface  du  cylindre 
sur  le  plan  tangent  passant  par  MP.  Comme  un  arc  infiniment 
petit  de  l'hélice,  pris  à  partir  d<e  M,  peut  être  regardé  comme 
étant  fixe  pendant  le  développement,  l'arc  MA  se  développe 
suivant  la  tangente  Mï.  On  en  conclut  que  le  triangle  curvi- 
ligne MPA  se  transforme  en  un  triangle  rectiligne  MPT,  égal  a 
M'P'A  et  dont  deux  côtés  sont  dirigés  suivant  la  tangente  à  la 
base  et  la  tangente  à  l'hélice. 

La  droite  PT  étant  égale  à  PA,  la  trace  horizontale  de  la  tan- 
gente décrit  une  développante  de  la  circonférence  APB. 

Le  cône  directeur  de  l'hélice  est  un  cône  de  révolution  dont 
Taxe  est  parallèle  à  celui  du  cylindre  et  dont  l'angle  au  sommet 
est  égal  à  -  —  2V. 

272.  Surface  des  tangentes.  —  La  tangente  a  pour  équations 

X  —  r  cos  t       Y  —  r  sin  t       Z  —  rttgV 

—  sin  t  cos  t  tg  V 

Les  tangentes  à  l'hélice  sont  les  génératrices  d'une  surface 
appelée    hélicoïde    développable  ;    l'équation    de   cette    surface 
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s'obtient  en  éliminant  /  entre  les  équations  de  MT.  Si  l'on  com- 
bine les  rapports  (7)  deux  à  deux,  on  trouve 

X  eos  t  +  Y  sin  /  —  r,  (8) 

X  =  r  cos  /  —  (Z  cotg  V  —  /7)  sin  /, 
Y       r  sin  /  +  (Z  cotg  V  —  r*)  cos  f. 

faisant  la  somme  des  carrés  des  deux  dernières  égalités,   on 
obtient 

X2  -f  Y2  =  r2  +  (Z  cotg  V  —  rO', 

d'où  t  =  -(z  cotg  V  ±  V  X2  +  Y2  —  r*  )  ; 


cette  valeur  étant  substituée  dans  l'égalité  (8),  il  vient 

XctoV  KA-V-  hV-r^  ^/.-ot.VlA'.V  +  Y-r^^ 

r  r 

'Telle  est  l'équation  de  l'hélicoïde  développable. 

273.   Binormale.  —  Au  moyen  des  formules  (2)  et  (3),  nous 
calculons  les  quantités  auxiliaires  : 

A   —  dyd2z  —  dz<Py  =  r2  sin  t  tg  V  d('\ 
\\   =  dzdïx  —  dxd-z  =  —  r2  cos  t  tg  V  dl*, 
C   =  dxd~y  —  ^yd2œ  =  r2  dt3, 


,4 


D2  =  A-  +  B2  +  C2  =  -  -5=  cft6. 

cos'2\ 


Ensuite  : 


V  B 

cos  /  =       =sin  tfsinV  .  cos  //£=---  =  —  cos  /  sin  \  ,  J 


cos  n  =       =  cos  \  . 


(0) 


La  binormale  fait  donc  avec  PM  l'angle  V.  Ses  équations  sont  : 

X  —  r  cos  /       Y  —  r  sin  t  it       .       „ 

=  ;      =  (/  —  rt  tg  \  i  tg  \  . 

sin/  —cos/  ° 

Elle  engendre  une  surface  [hélicoïde  bi  normal)  représentée  par 

X  cos?  ±  C0ÎB  vVX'H-Y'-r»  +  y  sin  Z  i:  cotg  V\  XH  Y*-  r2  =  r 
rtgV  >'tg\ 

Le  plan  oscillateur  a  pour  équation 

|  X  —  /"  cos  /)  sin  /  -      Y  —  r  sin  /   cos  /    |-  ^Z  --  rt  tg  V)  cotg  N"    -  0, 
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274.  Normale  principale.  —  On  a 

(l  COS  a  d  COS  3  d  COS  Y 

COS  A  j      COS  a  =  >     (*os  v  '  • 

Les  formules  (6)  donnent 

c/  cos  a  =  —  cos  £  cos  Vdt,     d  cos  (3  =  —  sin  /  cos  W/,     d  cos  y      0, 
^    -  V  (d  cos  a)2  +  (à  cos  p'j«  +  (d  cos  y")2     -  cos  Vdt;        (10) 

par  conséquent 

cos  À  =  —  cos  £,     cos  [j.  =  —  sin  t,     cos  ->    -  0. 

La  normale  principale  coïncide  donc  avec  le  rayon  MC  du 
cylindre. 

275.  Hélicoide  à  plan  directeur.  —  La  normale  principale 
engendre  une  surface  gauche,  appelée  hélicoide  à  plan  directeur 
ou  hélicoide  normal.  Les  équations  de  cette  droite  étant 

Y  =  Xtgf,     Z  «rftgV, 

l'iiélicoïde  a  pour  équation 

Y  Z 

Z  =  r  tg  V.  arc  te*  ^--*     on     Y  =  X  tg  -    — =-• 
&  X  6  r  tg  V 

276.  Première  courbure.  —  D'après  les  formules  (5)  et  (10), 

d \  v 

R=    -  =       wf  =r(l  +tg2V). 
s         cos2^  \     '     e     -/ 

Le  rayon  de  courbure  MX  est  donc  constant.  Le  centre  X 
décrit  une  hélice  de  même  pas  que  l'hélice  AMA'  et  tracée  sur 
un  cylindre  de  rayon  r  tg2  V;  car  XC  =  MX  —  MC  =  r  tg2  Y, 
et  il  existe  un  rapport  constant  entre  le  chemin  parcouru  par  X' 
dans  le  sens  vertical  et  l'angle  dont  CX  tourne  autour  de  OZ. 

277.  Torsion.  —  Les  formules  (9)  donnent 

Ej  =  \'(V/  cos  /)"2  -f-  (d  cos  m)2  -\-(dcos  nf  =  sin  Vdt, 

ds  2r 


R, 


"  sin2V 


Donc  la  torsion  est  la  même  en  tous  les  points  d'une  hélice. 
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On  voit  que  l'hélice  joue,  parmi  les  courbes  gauches,  le  même 
rôle  que  la  circonférence  parmi  les  courbes  planes  :  ses  deux 
courbures  sont  constantes. 

Etant  donnée  une  courbe  gauche  quelconque,  on  peut  cons- 
truire, en  chacun  de  ses  points,  une  hélice  qui  a  même  courbure 
et  même  torsion  que  la  première  courbe  en  ce  point.  Cette 
hélice  est  nommée  hélice  osculatrice. 

Exercices  et  notes. 

1.  Une  courbe  étant  définie  par  les  équations 

x  ---    ©(*),     y  =  u}(s)t     «  =  <f2(s), 
où  la  variable  indépendante  est  l'arc  s,  on  a  les  relations  : 

x'-  +-.?/■-  +  s'2  =  i,  a&?"+.yy  +  —  "    o, 


.t"~-Kv"'2  ■!-  =  "■'■=7,.,'     M"+y'y 


.'  jtt 


i 

iî-' 


"/V.'."  I  J, ",,"■'  1  -"-'" 


a,",»"'  -|-  ii  n 


R      K 


1  1    4_   T>'2 

1   ■'  R-Ki    r      lî4 


a?Wv+yVv  + 


fLJV    i      .".IV 


R4         R-K]        R      R 


a] 


1  1  /i  \'2       4   /  1  \« 

^V  +  ^V+^V  =  Kt4-Rm!-3UJ    -r(r 

Nous  indiquerons  la  démonstration  de  la  formule  a  ;  la  lie  et  la  3^  for- 
mule ont  déjà  été  signalées  et  les  autres  s'obtiennent  en  différenciant  les 
précédentes. 

On  l'ait  le  carre  du  déterminant 


x'  ?/  z' 
x"  y"  z" 
xm     ?/"     s'" 


=  kjw:  ' e,c- 


2.  Soient  R,  Rj,  Ri),  Rc  les  rayons  de  courbure  d'une  courbe  A  et   de   ses 
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projections  sur  trois  plans  coordonnés  rectangulaires,  et  soient  *,  \  Y  les 
angles  directeurs  de  la  tangente  menée  à  A-  (>u  a 

si nR  a  cos  a        siu3  |3  cos  ,3        si n3  y  COS  7 

,>  +  t>  ,,  0.     i  k.  Catalan.) 

lva  lv(j  Iv 

X  i  ' 3 

3.  lue  courbe  étant  définie  par  les  équations  ?/  =       ,  >  :.    -  ,    dé- 

montrer  les  formules  : 


cos  a  =  —  -       >     cos 

cos  /  =    ,    ,        i       COS  Wl 

d  Vy 


X  y 

,        COS  v  =  ■    ■  '  ; 


5  +  y 


cos  ^ 


cos  A  = 


a? 


d  —  ?/  .r 

,     eos  ;x  =  '   i     cos  v  =    ,   ,  -    ; 

«  +  .*/  ^  +  #  d-\-y* 


d2  —  ir 
a  —-  —  3*,     b  =  y  -f-  '     1     c  =  a?  -|-  4^r. 


Le  plan  oscillateur  a  pour  équation 

X//         Ya? 


Z 


4.  On  projette  une  courbe  sur  un  plan  P  passant  par  la  tangente  en  un 
point  M,  et  faisant  l'angle  0  avec  le  plan  oscillateur;  les  rayons  de  cour- 
bure R,  ;•  de  la  courbe  et  de  sa  projection,  en  M,  sont  lies  par  la  relation 

K  =  r  cos  0. 

Prendre  P  pour  plan  des  xy  et  observer  (pie  dz  =  0. 

5.  Une  courbe  étant  tracée  sur  la  sphère  x-   \-y2  -{-  z'2  =  1,  on  a 

=(a?'aw+y,y"+*^,,)ï  f  [x(y'z"—y"z')  Yy(z<x"—z"x])+z[xly"—x"ys 

(E.  Catalan.) 
Paire  le  carre  du  déterminant 


•'"  y  z 
x'  y'  s' 
x'1     y"     z" 


et  appliquer  l'identité  de  Lagrange  à  la  quantité  E(j\s"  —  y"z)2. 
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6.   A.  I>,  ...  étant  des  fonctions  d'un  paramètre  variable/,  trouver  la  con- 
dition pour  que  la  droite 

ÀX  +  BY+"CZ  +  D==0Ï     ^X  +  BJ-f^Z  +  D,    =0      (1) 

touche  constamment  une  même  courbe. 

Soient  x,  y,  z  les  coordonnées  du  point  de  contact;  ce  sont  des  fonctions 
de  /.  La  tangente  en  ce  point  a  pour  équations 

X  =  x  +  px',     Y  =  y  -h  9Pf ,      Z  —  z  -\r  pz' ; 

les  accents  désignent  des  dérivées  par  rapport  à  t,  et  p  est  un  paramètre 
variable.  Ces  valeurs  de  X,  Y,  Z  doivent  vérifier  les  équations  1 1  quel  que 
soit  p  ;  d'où 

\x  +  By  +  Cs  +  D  =  0,     ArT  +  B,y  4-  C,z  +  D,  =    0,       (2) 

kx'  +  By'  +  C*f  =  0,  A,y  +  Bjy'   I ■-  (V  --.=  0.  (3) 

Dérivons  les  équations  (2)  par  rapport  à  /:  il  vient,  à  cause  des  égalités  (3), 

k'x  +  B'y  -\-  C'a    h  IV  =-  0,     k\x  +  B\y  +  C'^    h  IV,  =  -  0.     (4) 

En  éliminant  ,v,  y,  z  entre  les  égalités  (2)  et  (4),  on  trouve 

A        B        C         D 


A,      B,      C1      D, 

A' 
A' 


B'       C      D' 

,     B',     C\     D', 


=  0, 


égalité  qui  doit  avoir  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  /. 
Lorsque  la  droite  mobile  est  définie  par  les  équations 

x  —  az  -J-  p,     y  =  bz  -\-  q, 

la  condition  cherchée  est  a'q'  —  6'y/  =  0. 

", .   Démontrer  analytiquement  <pie  la  limite  dé    l'intersection   de   deux 
plans  oscillateurs  infiniment  voisins  est  une  tangente. 
Cette  limite  est  définie  par  les  équations 

A(X  —  x)  -f-  B(Y  —  y)  +  C(Z  -  z)  ==  0, 

tf  A(X  —  x)  +  dB(Y  —  y)  +  tfC(Z  —  c)  =  0, 

X  —  x  Y  — y  Z  —  z 

ou  par 


Br/C—  (V/B       CdA  —  AdC       \dB -BdA 


Les  trois  dénominateurs  sont  égaux  à  Htlx,  Hdy,  \ldz. 

S.  Lorsqu'on  projette  une  courbe  gauche  sur  le  plan  normal  ou  sur  le 
plan  rectifiant  au  point  M,  le  point  M  est,  respectivement,  un  point  de 

rebroussement  ou  un  point  d'inflexion  de  la  projection. 

Ce  théorème  résulte  de  ce  (pie  le  plan  oscillateur  traverse  la  courbe. 
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'.».   La   projection   oblique  d'une   hélice,  sur  le   plan  de  la  hase,  est  une 
eveloïde,  allongée,  accourcie  ou  proprement  dite. 
10-  La  distance  de  la  tangente  MT  au   point   infiniment  voisin  M'  est 

1  d.s~ 
égale  a  .,    ,»    '  à  un  terme  du  troisième  ordre  près. 

11.  La  différence  entre  un  arc  infiniment  petit  et  sa  corde  est,  aux  tenues 

1     ds3 

du  quatrième  ordre  près,    ~  ■     T.„   * 

24    R2 

12.  Reconnaître  si  une  courbe  est  spliérique. 

Les  coordonnées  x  =  <p(£),  y  =  fi(0>  z     :r:'1    doivent  vérifier  identique- 
ment l'équation 

oc"  4-  y~  -f  c2  -f  2a.v  -f  2by  -f-  2cz  -f  d  =  0. 
Dériver  quatre  t'ois  cette  équation  par  rapport  à  ^,  puis  éliminer  «,  b,  c. 


CHAPITRE  XV. 

PLAN  TANGENT  AUX  SURFACES   COURBES. 

Plan  tangent  et  normale. 

278.  Plan  tangent  en  un  point  ordinaire.  —  Soit 

F(*,y,*)=0  (1) 

l'équation  d'une  surface.  En  général  les  tangentes  menées  en 
un  point  M(ar,  y,  s)  de  la  surface  aux  courbes  tracées  par  M  sur 
la  surface,  sont  dans  un  môme  plan  dont  l'équation  est  (244) 

(X  -  x)F'x  +  (Y  -  y)F'y  -f-  (Z  -  z)F'z  -  0.  (2) 

Si  l'on  considère  z  comme  une  fonction  de  x,  y,  on  a  (110) 

ôz  F'x        dz  F'y 


A»  F'z        ^  F',  ' 


l'équation  (2)  peut  donc  prendre  la  forme 

Z-*  =  (X-*)g  +  (Y-y)g.. 
Xeuberg    —  i4n.  m/".,  /.  17 


—  258  — 

Les  dérivées  partielles  ---  >     '  étant  désignées  par  les  lettres 

ox    oy 

j),  q,  l'équation  du  plan  tangent  est  aussi 

Z  —  z  ==p(X  —  œ)  +  q{Y—!/).  (4) 

279.  Normale.  —  On  appelle  normale  à  une  surface  en  un  point 
M  la  perpendiculaire  menée  en  ce  point  sur  le  plan  tangent. 
Cette  droite  a  pour  équations 

X  —  x        Y  —  y        Z  —  2 
F'x     =     F'y'    =     F'z    ; 
ou  encore 

;*=*=- In*  __(z_,). 

p  q 

Soient  À,  y.,  v  ses  angles  directeurs;  des  équations  (5)  on  tire 
,        Ffx  F'y  F'z 

COS  l.  >        (M)S  a  ;    i       COSv^=  5 

\  V  \ 

où  V=  ±  vFxH-Ff+F;. 

Les  équations  (()i  conduisent  aux  formules 

P  (i 

COS  A  = 7=i_j! »        COS  >).  = 


bV  1+P2  +  ?2  ±V"Ï+P2    h? 

1 


COS  y 


±Vl  -\-p2    \    q2 


Le  signe  du  radical  dépend  du  choix  de  la  direction  positive 
de  la  normale.  On  prend  souvent  pour  demi-normale  positive  la 
direction  qui  fait  avec  OX  un  angle  aigu;  dans  vv  cas, 

—  P  —  '/ 

COS  A      =  —r^  >        COS|J.=  — = 

\1  4-P2  +  <?2  \  1     \~jr     |     y-' 

1 

COS  V  =        .  — — 

\A+^2  +  <?2 

280.  Points  coniques  d'une  surface.  —  Soient 

X  =  #  +  /*,     Y  =  y  + A,     Z=;    M  (7) 

les  coordonnées  d'un  point  M'  de  la  surface  (1),  infiniment]  voi- 
sin de  M.  On  doit  avoir 

F(oc  +  h,     y  +  A,     *  +  /)-.();  (8) 
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d'où,  en  appliquant  le  théorème  de  Taylor  (134), 

/   dF    i    i  (W        i  dF 
ôjo  oy  ôz 

1    T      ô-F  ô2F  ô2F  ô2F  à2F 

1.2        r)#~  ^rty  d//*  da?<te  dydz 


l* 


Ô°-F 


-h 


1 
1.2.3 


"      ô3F  dsF  ô*F   ' 

A3     -,  +  3M  r,r  +  ■••  +  Qhkl  i    rV 
dor  ùxlùy  ôxôyôz 


-  ...  =  0. 


6>F      -)F      dF 

Si  les  dérivées    r —  >  — -  >  -?—  ne  sont  pas  toutes  trois  nulles, 
ôx      ôy      oz 

l'équation  précédente  se  réduit  sensiblement  à 


OF  ôF         ôF 

ôx  ôy         ùz 


(9) 


Remplaçons  h,  k,  1  par  X  —  x,  Y  —  y,  Z  —  z;   l'égalité   (9) 
devient 


dF  ôF  ôF 


dx 


ôz 


File  représente,  si  X,  Y,  Z  sont  des  coordonnées  courantes, 
un  plan  passant  par  M  et  par  les  points  de  la  surface  infiniment 
voisins  de  M  ;  ce  plan  contient  donc  les  tangentes  menées  en  M 
à  toutes  les  courbes  tracées  par  M  sur  la  surface.  On  obtient 
ainsi,  par  une  nouvelle  méthode,  l'équation  du  plan  tangent. 

Supposons 

ôx  ôy  '     ôz 


L'équation  (8)  se  réduit  alors  sensiblement  à 


1 
1.2 


'  „  ô2F  ôzF  ô2F' 

ôxz  ôxôy  ôz2 


0 


Remplaçant  h,  k,  l  par  X  —  x,  Y  —  y,  X  —  z,  on  voit  que  la 
surface  (1),  dans  le  voisinage  du  point  M,  se  confond  sensible- 
ment avec  la  surface  représentée  par 


s(x-^ï+2s(x-^(Y-^S^°- 


10) 


Donc,  les  tangentes  menées  par  M  aux  différentes  courbes 
tracées  par  ce  point  sur  la  surface,  sont  les  génératrices  d'un 
cône  du  second  ordre,  représenté  par  l'équation  (10). 
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Cependant,  si   tontes  les  dérivées  des  deux  premiers  ordres 

de  F  (.y,  y,-)  étaient  nulles  en  M,  le  plan  tangent  en  ee  point 

serait  remplacé  par  le  cône  du  troisième  ordre  dont  l'équation 

est 

à3F  r)3F 

+  ô(X-«)(Y-y)(Z-,)sg>--a 

Ainsi  de  suite. 

Les  points  d'une  surface,  dont  les  coordonnées  annulent  les 

_,   .    ,       dF     dF     dF  ,  .,.,.,. 

dérivées  -: —  >         >    ,     »  sont  appelés  ])oints  singuliers  ou  i)omls 
dx     oy      oz 

coniques  (*). 

281.    Plan    tangent    aux    surfaces    algébriques.    —    Soil 

F(x,y,z)  =  0  une  équation  algébrique  entière  de  degré  m.   Si 

v      \"     z 
l'on  y  remplace  x,  y,  z  par  ' ,  >  *   >  -  et  qu'on  chasse  les  dénomi- 
nateurs, on  obtient  une  équation  entière  et  homogène  de  degré 
/??,  qu'on  représente  par  F  .v.  v,  z,  1)  =  0.   On  dit  que  x,  y,  s,  / 
sont  les  coordonnées  cartésiennes  homogènes. 

En   raisonnant   comme   pour    les   courbes   planes   (125),    on 
trouve  que  l'équation  du  plan  tangent  prend  la  forme 

XF'X  +  YF'y  +  ZF'Z  4-  TF\  =  0. 
De  même,  une  surface  étant  représentée  par  l'équation 

F ■«!,  a2,  ...  an)  =  0, 

où  a,,  x2J  an  désignent  des  fonctions  linéaires  des  coordonnées 
cartésiennes  .v,  y,  s,  le  plan  tangent  a  pour  équation 

dF  ôF  ôF 

(A.-oq      /  -+(A2   -*,/    /     +  ...+    A,-an)—     =  0, 
G/a,  0a2  d»n 

les  quantités  a1}a2,  ...  «n  se  rapportant  au  point  de  contact 
(x,  y,  s)  et  les  quantités  \x,  A2,  ..  désignant  ce  que  deviennent 
otlrots,  ...  pour  les  coordonnées  courantes  X,  Y,  Z.  Si  F|ap  a2,  ...  ocn) 


.Par  exemple,  si  une  courbe  A  tourne  autour  d'une  droite  m  qui  la 
rencontre  en  un  point  M,  elle  engendre  une  surface  qui  a  un  point  conique 
en  M  :  le  plan  tangent  est  remplacé,  en  ce  point,  par  le  cône  de  révolution 
avant  pour  axe  m  et  pour  génératrice  la  tangente  menée  en  M  à  A. 
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est  une  fonction  homogène  de  xn  a2,  ...  an,  l'équation  précédente 

se  simplifie  et  l'on  obtient 

Ai  |-A,         +  ...    |-An  =0. 

()y.x  o*2  <)xn 

Application.  —  La  surface  asymptote  a  pour  équation 

xyz  —  k  ■=  0. 

Tout  plan  parallèle  à  un  plan  coordonné  la  coupe  suivant  une 
hyperbole  dont  les  asymptotes  sont  situées  dans  les  deux  autres 
plans  coordonnés. 

L'équation  homogène  de  cette  surface  étant  xyz  —  A'/3  =  0,  le 
plan  tangent  aura  pour  équation 

Xys  +  Yzaf  +  Zxy  —  3kTt-  =  0, 
ou  si  l'on  l'ait  T  =  t  =  1  et  qu'on  remplace  k  par  xyz  : 

x        y 

On  en  déduit  que  le  point  de  contact  est  le  centre  de  gravité 
du  triangle  déterminé  par  les  plans  coordonnés  sur  le  plan 
tangent. 

282.  Equations  paramétriques  d'une  surface.  —  Une  sur- 
face peut  être  définie  par  un  système  de  trois  équations  de  la 
forme 


x 


»(w,  v),    y  =  'fî(w,v),     *  =  <p2(w,v),  (il) 


u  et  v  étant  deux  paramètres  variables. 

Si  l'on  donne  à  v  une  valeur  déterminée  et  qu'on  fasse  varier 
u,  les  formules  (11)  définissent  une  certaine  ligne  V.  Cette  ligne, 
quand  on  fait  varier  y,  se  déplace  et  engendre  la  surface. 

De  même,  laissant  u  fixe  et  faisant  varier  y,  on  obtient  une 
certaine  ligne  U  ;  l'ensemble  des  lignes  U  qui  correspondent 
aux  différentes  valeurs  de  u,  reproduit  la  surface. 

Soit 

À(X  -  œ)  +  B(Y—  y)  +  C(Z  —  z)  =  0  (12) 

l'équation  du  plan  tangent  en  un  point  M(jc,  y,  s)  de  la  surface. 
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Par  ce  point  il  passe  une  ligne  V  et  une  ligne  U;  les  équations 
des  tangentes  en  M  à  ces  lignes  sont  respectivement  : 

X  —  x        Y  —  y  _  _  Z  —  z       X  —  x        Y  —  y        Z  —  z 
àx  dy  dz  <)x  ày  dz 

du  du  du  dv  dv  dv 

Ces  droites  étant  situées  dans  le  plan  tangent,  oirdoit  avoir  : 

.  dœ   .    _.  dy    .    _  dz       ^       .  dx   ,    _  dy    ,     ,  dz  .  1V 

A,    -f  B  :      -C     -  =  0,     A-     +B-f  +  C     -  =  0.       (13 
du  du  ou  dv  dv  dv 

Éliminons  A,  B,  C  entre  les  égalités  (12)  et  (13);  nous  aurons 
l'équation  du  plan  tangent  en  M  : 


X  —  x  Y  —  y  Z  —  c 

dx            dy  dz 

du            du  du 

ôx            dy  àz 

âr               Or  dv 


0; 


ou,  en  employant  la  notation  des  déterminants  fonctionnels, 
'  d[u,  v)       v  ô(u,  v)  J  d(u,  r) 


CÔNES    ET    CYLINDRES    CIRCONSCRITS. 

283.  Cône  circonscrit.  —  Soit  à  mener  (fig.  55),  par  un 
point  donné  P(a,  ,3,  y),  un  plan  tangent  à  une  surface  S,  dont 
l'équation  est 

F(x,y,z)==0.  (1) 


Prenons  pour  inconnues  les  coordonnées  (.v,  y,  s)  du  point  de 
contact  M.  Le  plan  tangent  en  M  a  pour  équation 


(X  -  x)  F',  +  (Y  —y)  F'y   |-  (Z  -  *)  F'a  =  0; 
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comme  il  doit  passer  par  P,  on  a 

(a  -  x)  F'x  +  (3  -  y)  F'y  +  (Y  -  z)  F',  =  0. 

Les  égalités  (1)  et  (2)  expriment  toutes  les  conditions  de  la 
question.  Comme  on  n'a  que  deux  équations  entre  les  trois  in- 
connues x,  y,  2,  le  problème  proposé  est,  en  général,  indéter- 
miné :  il  passe  par  le  point  P  une  infinité  de  plans  tangents; 
leurs  points  de  contact  forment  une  courbe  ÀMB,  résultant  de 
l'intersection  de  S  avec  la  surface  représentée  par  l'équation  (2). 

Tous  les  plans  qui  résolvent  le  problème,  touchent  le  cône 
qui  a  pour  sommet  P  et  pour  directrice  AM  B  ;  car  ils  contiennent 
une  génératrice  PM  et  la  tangente  MT  à  la  directrice  AMB. 

Cherchons  l'équation  de  ce  cône.  Une  génératrice  PM  est 
représentée  par 

X-«=|-.^-T.  (3) 

a  —  x  p  —  y         y  —  z 

Il  faut  éliminer  x,  y,  z  entre  les  équations  (1),  (2)  et  (3). 

Remarque.  —  Il  peut  arriver  que  les  plans  tangents  menés 
par  un  point  donné  P  à  la  surface  S  soient  en  nombre  limité  :  le 
système  des  équations  (1)  et  (2)  représente  alors  des  lignes  le 
long  desquelles  le  plan  tangent  est  le  même.  Tel  est  le  cas  pour 
une  surface  cylindrique. 

284.  Cylindre  circonscrit.  —  Soit  à  mener  (fig.  58)  a  la 
surface  (1)  un  plan  tangent  parallèle  à  la  droite  représentée 
par  les  équations 

x       y        z 

a  =  b  =  c  <  » 

Les  coordonnées  du  point  de  contact  vérifient  les  équations 
P(a?,y,  *)  -  0,     «F'x  +  bF'y  +  cF'z  =  0.  (5) 

Il  résulte  de  là  qu'en  général  le  problème  admet  une  infinité 
de  solutions.  Les  plans  cherchés  touchent  la  surface  en  des 
points  situés  sur  une  courbe  AMB  qui  est  représentée  par  le 
système  (5)  ;  ils  sont  tangents  au  cylindre  dont  les  génératrices 
sont  parallèles  à  la  droite  (4)  et  s'appuient  sur  la  courbe  (5). 

Ces  génératrices  ayant  pour  équations 

X  —  x       Y  —  y       rl  —  : 

a  b  c 
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l'équation  du  cylindre  s'obtient  en  éliminant  x,  y,  s  entre  les 
égalités  (5)  et  (6). 

Remarque.  —  Il  peut  arriver  que  les  plans  tangents  soient 
en  nombre  limité.  Cette  circonstance  se  présente  quand  le 
système  (5)  représente  plusieurs  lignes  telles,  que  le  plan 
tangent  est  le  même  en  chaque  point  «l'une  telle  ligne. 

285.  Contour  apparent  d'une  surface.  —  On  nomme  contour 
apparent  d'une  surface  pour  un  observateur  placé  en  un  point  1', 
la  courbe  de  contact  du  cône  circonscrit  qui  a  son  sommet 
en  P.  Souvent  c'est  la  trace  de  ce  cône  sur  un  plan  ou  sur  une 
surface  courbe  donnés,  qui  est  appelée  contour  apparent. 

En  géométrie  descriptive,  on  considère  le  contour  apparent 
d'une  surface  par  rapport  à  un  observateur  placé  à  l'infini  sur 
une  droite  de  direction  donnée;  le  cône  visuel  est  remplacé  par 
un  cylindre  circonscrit  à  la  surface  et  ayant  ses  génératrices 
parallèles  à  la  direction  donnée. 

Cherchons   le  contour  apparent  de  la  surface  Y(x,y,  z)  ---  0, 

pour  un  observateur  placé  à  l'infini  sur  l'axe  OZ.    Pour  que  le 

plan  tangent  en  un  point  (x,  y,  z)   soit  parallèle  à  OZ,  on  doit 

OF 
avoir         =  0.  Donc  la  courbe  de  contact  de  la  surface  avec  un 

cylindre  circonscrit,  parallèle  à  OZ,  a  pour  équations 

c'est  le  contour  apparent  proprement  dit.  En  éliminant  z  entre 
les  égalités  (7),  on  obtient  l'équation  du  contour  apparent  sur 
le  plan  xy. 

286.  Application.  —  Trouver  la  courbe  de  contact  d'un 
bélicoïde  à  plan  directeur,  avec  un  cylindre  circonscrit. 

L'équation  de  l'hélicoïde  étant 

// 
z       m  arc  te ;  -  *  (8) 

celle  d'un  plan  tangent  est 

z-z=-  ::n'  „(x-,-h    ..'"■'-  i(y-y).       (9) 
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Supposons  ce  plan  parallèle  à  une  droite  du  plan  xz,  ayant 
pour  équations 

Occ       z 
a       c 

La  trace  du  plan  tangent  sur  le  plan  xz  est   parallèle  à  celte 

droite,  ce  qui  exige 

mu  c 

L'équation  (10)  représente  un  cylindre  vertical,   passant  par 
la  courbe  cherchée. 

Exercices  et  notes. 

1.  Equations  du  plan  tangent  et  de  la  normale  en  un  point  de  la  surface 

représentée  par 

xz  __j_  y 3  _|_  ~3  —  Sxi/Z  =  a3. 

^.  Equation  d'un  cône  circonscrit  au  paraboloïde  dont  l'équation  est 

«  6» 

.!.  Trouver  l'équation  du  lieu  des  normales  menées  à  un  ellipsoïde  le 
long  d'une  section  de  la  surface  par  un  plan  parallèle  à  un  plan  principal. 
Démontrer  que  ces  normales  s'appuient  sur  deux  droites  fixes  situées 
dans  les  deux  autres  plans  principaux. 

4.  On  appelle  podaire  d'une  surface  par  rapport  à  un  point  donné  (),  le 
lieu  des  projections  de  ()  sur  les  plans  tangents. 

Démontrer  que  la  normale  en  un  point  M'  de  la  podaire  passe  au  milieu 
du  rayon  OM  joignant  O  au  point  correspondant  M  de  la  surface  donnée. 

Soient  M,  Ml5  M2  trois  points  infiniment  voisins,  pris  sur  une  surface  S, 
et  soient  M',  M'l5  M'2  les  projections  d'un  point  fixe  ()  sur  les  plans  tan- 
gents en  M,  ML,  M>.  Si  ces  plans  tangents  se  coupent  en  P.  la  sphère 
décrite  sur  OP  comme  diamètre  passe  par  M',  M\,  M'.>.  Faisons  tendre  les 
points  V^  et  Mo  vers  le  point  M  ;  P  aura  pour  limite  M,  et  le  plan  M'M^M'., 
tendra  à  se  confondre  avec  le  plan  tangent  mené  en  M'  à  la  podaire,  etc. 

5.  La  podaire  du  centre  d'un  ellipsoïde  a  pour  équation 

"  +  y  +  %~)  =  a  x"  ~r    y~  —  c~*  • 

On  l'appelle  surface  d'élasticité. 

6.  On  appelle  polhodie  le  lieu  des  points  de  contact  d'un  ellipsoïde  avec 
les  plans  tangents  menés  à  une  distance  constante  du  centre.  Trouver  les 
équations  de  cette  courbe. 

7.  A  partir  des  différents  points  d'une  surface  donnée  S,  on  porte,  sur  les 
normales  à  cette  surface,  une  longueur  constante  /:  chercher  la  normale  à 
la  surface  S',  lieu  des  points  ainsi  obtenus. 
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Soient  a\  y,  z  et  X,  Y.  Z  les  coordonnés  de  deux  points  correspondants 
M,  M'  de  S.  S'  et  soient  a,  (3,  V  les  angles  directeurs  de  MM';  on  a 

X  =  a;  +  ^  cos  a,     Y  =  y  -h  l  e°s  P»     Z  =  z  +  Z  cos  y. 

En  différentiant,  on  obtient 

dX  =--  dx  4-  ^r/  COS  aj      ^V  =  <///    [-  Id  cos  |3,      o?Z  =  dz  -\-  Id  cos  y. 

De  là,  on  conclut 

-  cos  a  <iX  =  S  cos  y.  dx  +  ff  cos  a  <7  cos  a. 

Le  coefficient  de  /  est  nul  parce  que  £  cos-  t  =  1  ;  la  quantité  1'  cos  a  f/.v 
est  nulle  parce  que  MM'  est  perpendiculaire  à  la  tangente  menée  par  M  à 
toute  courbe  tracée  par  ce  point  sur  S;  donc  £cos*rfX  =  0,  relation  qui 
exprime  que  M'M  est  normale  à  toute  courbe  tracée  par  M'  sur  S'. 

Les  surfaces.  S,  S',  qui  ont  les  mêmes  normales,  sont  dites  parallèles. 

8  A  chaque  point  Ml  a-,  y,  z)  dune  surface  donnée  S,  on  fait  correspondre 
un  point  M'(a,  8,  y),  d'après  une  loi  exprimée  par  des  formules  données 


/"(#,  y,  z),     3  =  fx(x,  y,  z),     y  =  /i(a?,  y,  z). 


(1) 


Le  point  M'  engendre  une  certaine  surface  S'.  Si   l'équation  de   S   est 
F  \.  r.  s)      o,  le  plan  tangent  au  point  M'  de  S'  a  pour  équation 


X  —  y.     Y  —  3     Z 


<l% 

(/3 

d1 

dx 

dx 

dx 

dx 

d± 

tL 

dy 

dy 

dy 

<(% 

d? 

dy 

dz 

dz 

dz 

0 
F', 


0. 


F' 

-L       5 


En  effet,  les  formules  de  transformation  (1)  et  l'équation  de  S  donnent 


r/x  =  dx -\-    —    du  4-  dz,      dp 

<)x         x    dy     *        dz 


dx  '     ^     *    '     dz 


°l  dx+   â-{   dij  +  ^  rf*,      0==  F'x^i'-|-  F\  (///  -|-F'Z  ofc. 


cAv 


dz 


Si,  entre  ces  quatre  égalités,  on  élimine  dx,  dy,  dz  on  trouve 

()a  (ja         àa 

dz 


dy 
0 


r)o; 

^ 

^ 

ép 

* 

d? 

(9cT 

* 

ds 

dr 

dr 

dy 

À» 

<ty 

^ 

P'i 

F'y 

F'. 

=  0. 


(2) 
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("est  la  relation  entre  les  différentielles  des  coordonnées  du  point  M', 
supposé  mobile  dans  une  direction  quelconque  sur  S'.  Mais  la  tangente  en 
M'  à  une  courbe  tracée  par  ce  point  sur  S'  a  pour  équations 

(h  (i'i  <h>  W 

Remplaçons,  dans  l'égalité  (2),  les  différentielles  rfx,  rfS,  rfy  par  les  diffé- 
rences X  —  a,  Y  —  R,  Z  -  y  qui  leur  sont  proportionnelles,  etc. 

9.  En  un  point  quelconque  M(x,  y,  z)  d'une  surface  S,  on  mené  le  plan 
tangent,  qui  coupe  les  axes  OX,  OY,  OZ  aux  points  A,  P>,  C.  On  construit 
le  parallélipipèue  qui  a  pour  arêtes  OA,  OB,  OC  :  soit  M' le  sommet  oppose 
à  O.  Trouver  le  plan  tangent  à  la  surface  engendrée  par  le  point  M'. 

Soient  a,  'i,  y  les  coordonnées  de  M',  et  Fi.v,  y,  zj  =  0,  l'équation  de  S.  On 
trouve  facilement 

«F'X  =  V,     ?F'y-V,     yF',  =  V,  (1) 

où  V  =  œ¥'x  +  2/F'y  +  sF'z.  (2) 

On  a  dV  =  ZF'^dœ  -f  ZœdF'*  =  Ïa*/F'x , 

à  cause  de  SF'xdkc  =  0.  Des  relations  (1),  on  déduit 

F'xtfa  -j-  ar/F'x  =  rfV  -  2a^F'x, 
F'vr/3    h  ^Fry  =  S^rfF'x  ,     FWï  -  Y^F'Z  -  S^F'X. 

Ajoutons  ces  dernières  égalités,  après  multiplication  par  xF'x,  jF'y,  sF'z; 
nous  aurons,  en  tenant  compte  des  équations  (1),  ï.vF^/a  =0. 
Le  plan  tangent  cherché  a  donc  pour  équation 

^F'2(X-  a)  =  0     ou     ïXf  =  1, 

F'x,  F'y,  F'z  étant  proportionnelles  à    ,  fJ,    • 

<*  ^   y 

10.  Lue  surface  S  étant  définie  par  les  formules 

x  --=  o(u,  v),     y  ==  vyiu^v),     z  =  cp2(w,  y), 

une  équation  f(u,o)  =  0  entre  les  deux  paramètres  variables  u,  v  définit 
une  courbe  tracée  sur  la  surface  S. 

Le  lieu  des  points  de  S  où  les  deux  lignes  U,  V  qui  y  passent  (282)  *e 
croisent  à  angle  droit,  a  pour  équation 

dx  ôjc    ,    du  du       dz  dz 

u  -?--*-  _]_  —  o. 

du  ()>■       du  dv       ou  dv 

Si  cette  relation  se  réduit  à  une  identité,  les  lignes  l.  Y  forment  un 
double  réseau  orthogonal. 
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1.  A  chaque  point  M  d'une  surface  S,  on  l'ait  correspondre  un  point  M' 
situé  sur  le  rayon  vecteur  O.M  et  satisfaisant  à  la  relation 

OM  .  OM'  =  K°. 

Le  point  M'  engendre  une  surface  S'  appelée  Viiwerse  de  S.  Trouver  le 
plan  tangent  à  S'. 

Soient  M1?  M2  deux  points  de  S  infiniment  voisins  de  M.  et  soient  M\,  M': 
les  points  correspondants  de  S'.  Les  six  ]>oints  M,  Mj,  M2,  M',  M'1;  M7*  sont 
sur  une  même  [sphère.  Faisons  tendre  Mj  et  M*  vers  M  ;  le  plan  MMjMo 
aura  pour  limite  le  plan  tangent  à  S  en  M,  et  le  plan  M'M'xM'*  aura  pour 
limite  le  plan  tangent  à  S'  en  M'.  On  en  conclut  que  les  normales  en  M,  M 
se  rencontrent  et  l'ont  des  angles  égaux,  en  sens  contraires,  avec  OM. 

12   Trouver  le  contour  apparent  sur  le  plan  X0Y,  de  la  surface 

ayz  -f-  bzx  -f-  cxy  =  ni3, 
l'observateur  étant  place  à  l'infini  sur  l'axe  OZ. 


CHAPITRE  XVI. 


COU  PvBES    ENVELOPPES 


GÉNÉRALITÉS. 

287.  Définition.  —  Une  équation 

F(.T,y,a)  =  0,  I  I) 

où  ii  est  an  paramètre  variable,  représente  un  nombre  indéfini 
de  courbes.  Soient  C,  C  les  deux  courbes  qui  correspondent 
aux  valeurs  particulières  a,  a  -f-  h  du  paramètre;  elles  se 
coupent  en  un  ou  plusieurs  points  M,  M',  ...  Si,  a  restant  fixe, 
h  tend  vers  zéro,  C  tend  à  se  confondre  avec  C;  mais  les  points 
M,  M',  ?..  s'approchent  de  positions-limites  ni,  m',  ...,  que  nous 
appellerons  les  points  caractéristiques  de  C.  Faisons  maintenant 
varier. a;  la  courbe  C  sera  remplacée  successivement  par 
chacune  des  lignes  comprises  dans  l'équation    1  • 


269 


L'enveloppe  des  conrbes  (1)  est  le  lieu  géométrique  de  leurs 
points  caractéristiques.  Dans  le  langage  des  infiniment  petits, 
l'enveloppe  est  le  lieu  des  intersections  de  chacune  des  courbes 
avec  la  courbe  infiniment  voisine. 

288.  Exemples.  —  1°  Considérons  tous  les  cercles  [flg\  Go)  qui 
ont  leur  centre  sur  une  courbe  donnée  K  et  passent  par  un 
point  donné  O;  chacun  d'eux  est  déterminé  si  Ton  connaît 
l'abscisse  de  son  centre.  Les  circonférences  décrites  de  deux 
points  X,  X'  de  K  comme  centres  et  passant  par  O,  se  coupent 
en  un  second  point  M,  symétrique  de  O  par  rapport  à  la  ligne 
des  centres  NX'.  Si  Ton  l'ait  tendre  X'  vers  X,  la  droite  XN'  a 
pour  limite  la  tangente  en  X  à  la  courbe  K;  donc  M  a  pour 
limite  le  symétrique  m  de  ()  par  rapport  à  la  tangente.  Ainsi, 
l'enveloppe  de  tous  les  cercles  considérés  est  le  lieu  des  symé- 
triques de  O  par  rapport  aux  tangentes  de  la  courbe  K  ;  c'est 
une  courbe  semblable  à  la  podaire  de  O  relative  à  K. 

Fig.  Go. 


A    A'  X 


2°  Considérons  l'enveloppe  des  droites  formant  avec  deux- 
droites  fixes  OX,  OY  des  triangles  de  surface  constante  [fig.  6o). 
Si  AB,  A'B'  sont  deux  de  ces  droites,  et  M  leur  intersection,  les 
triangles  MA  A',  M  BB'  sont  équivalents  ;  comme  ils  ont  un  angle 
égal  en  M,  on  a 


MA.  MA'  =  MB.  MB',     ou 


MA    MA' 


1 


MB    MB' 

Faisant  tendre  A'B'  vers  AB,  on  obtient,  à  la  limite, 


MA\2 
MB/ 


-  1,     ou     MA  =MB. 


Donc  le  point  caractéristique  de  la  droite  mobile  AB  est  le 
milieu  du  segment  compris  entre  OX  et  OY. 

289.  Règle  analytique  des  enveloppes.   —    Deux   combes, 
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C,  1",  qui  correspondent  aux  valeurs  a,  u    \    h  du  paramètre, 

ont  pour  équations 

F(#,  y,  a)  =  0,     F(œ,  ?/,  a  -f  A)  ==  0.  (2) 

Leurs  points  d'intersection  vérifient  le  système  2),  qu'on  peut 
remplacer  par  le  suivant  : 

FU,  y,  a)  =  0,      F(X' y'  "  +4^  Ff ■'••  *  "»  =  0 . 

Si  h  tend  vers  zéro,  a  restant  fixe,  la  dernière  équation  a 
pour  limite  F';ii.\\  y,  a)  0.  Donc  les  points  caractéristiques  de 
C  satisfont  aux  égalités 

F(.r,  y,  a)  =  0,     F'a(«  J,  fl)  =  0.  (4) 

L'équation  du  lieu  de  ces  points,  lorsque  a  varie,  s'obtient  en 
éliminant  a  entre  les  deux  équations  (4).  De  là,  la  règle  suivante  : 

Pour  trouver  l'enveloppe  des  courbes  représentées  par  l'équa- 
tion F(x,  y,  a)  =  0,  on  élimine  a  entre  cette  équation  et  su  dérivée 
par  rapport  à  a. 

290.  La  courbe  variable  est  souvent  définie  par  une  équation 

/'(.r,  y,  a,  6)  =  0,  (5) 

qui  renferme  deux  paramètres  a,  b  liés  par  une  relation  donnée 

cp(a,  6)  =  0.  (6) 

On  peut  appliquer  à  l'équation  (5)  la  règle  qui  vient  d'être 
formulée,  pourvu  que  l'on  considère  b  comme  une  fonction  de  a  ; 
donc  les  points  caractéristiques  vérifient  l'équation 

"r  +  "{'  "!'  =  o, 


da         <)b    da 
la  dérivée  résultant  de  l'égalité 

(Ici 

à®  d<D       db 

da         db    da 

Si  l'on  élimine  cette  dérivée,  on  obtient 

àf    d®  df    df 


da     db  db     da 
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11  reste  à  éliminer  <•/  el  b  entre  les  équations  (5),  (6)  el  (7). 

291.  Théorème.  —  En  général,  V  enveloppe  touche  chacune 
des  enveloppées  aux  points  caractéristiques. 

Soient  x  et  y  les  coordonnées  du  point  caractéristique  M  d'une 
courbe  C  de  la  série  considérée.  Le  coefficient  angulaire  de  la 
tangente  à  C  en  M  résulte  de  l'équation 

F'x  -|-F'y.y  =  0.  (8) 

L'équation  de  l'enveloppe  s'obtient  en  remplaçant,  dans 
V(x,  y,  a)  =  0,  a  par  sa  valeur  tirée  de  Fra  =  0;  soit  a  ==  ®(x,  y) 
cette  valeur.  En  dérivant  l'équation  F(.v,  y,  ©)  =  0,  on  trouve 


F'x(<r,  y,  o)  +  F'yK  y,  »)y*  +  F'„(tf,  y,  ») 


—  ■  r    —y 

dx         dy  " 


0.    (9) 


Cette  égalité  donne  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  en 
M  à  l'enveloppe,  pourvu  qu'on  substitue  à  x,  y  les  coordonnées 
de  M.  Mais  F'v(x,  y,  ©)  est  identiquement  nulle  puisque  «p(ac,  y) 
est  la  valeur  de  a  déduite  de  F'a(.v,  y,  a)  =  0;  de  plus,  le  point  M 
satisfaisant  à  l'équation  F'.x(œ,y,a)  =  0,  la  valeur  a  =  *(x,y) 
est  celle  du  paramètre  qui  convient  à  la  courbe  C.  On  en  conclut 
qu'après  l'introduction  des  coordonnées  de  M  les  équations 
(8)  et  (9)  se  confondent.  Donc  la  courbe  C  et  l'enveloppe  ont 
même  tangente  en  M. 

Remarque.  —  La  théorie  des  enveloppes  (289)  et  le  théorème 
(291)  sont  en  défaut  dans  certains  cas  particuliers,  que  nous 
n'examinons  pas  ici. 

Applications. 

292.  Exemple.  —  I.  Enveloppe  delà  normale  à  une  parabole. 

La  normale  au  point  (.v,  y)  de  la  courbe  est  représentée  par 

Y— y  =  —  ,V(X  —  ce). 
V 

Remplaçons  x  par  \>    et  ordonnons  par  rapport  a  y  ;  il  vient 

i/  —  2p(X  —  p)y  —  '2jr\  =  0.  (1) 

La  dérivée  de  il)  par  rapport  an  paramètre  variable  y  est 

3y«--2p(X-.p)~0:  (2) 
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Eliminant  y  entre  (1)  et  (2),  on  obtient  pour  l'enveloppe 

Le  point  caractéristique  vérifie  l'égalité  (2):  celle-ci;  à  Cause 
de  y2  =  2px,  se  réduit  à  X  =  'Sx  -|-  p.  On  en  déduit  une  construc- 
tion très  simple  du  point  caractéristique. 

L'enveloppe  est  évidemment  la  développée  de  la  parabole  (229,1). 

296.  Exemple.  —  II.  Enveloppe  du  ne  droite  AH,  de  longueur 


donnée  a,  qui  se  meut  entre  les  axes  rectangulaires  OX,  OY 
(fig:  62). 

Prenons  pour  paramètre  variable  l'angle  BAO  =  ©;  comme 
OA    -  a  cos  ©,  OB  =  a  sin  ©,  l'équation  de  AB  est 


x  y 

cos  ©        sin  cd 


'U 


Sa  dérivée  par  rapport  à  ©  est 


.r  sin  cp       y  cos  o 
cos2  cd         sin2© 


(2) 


Les  coordonnées  du  point  caractéristique  vérifient  les  équa- 
tions (1)  et  (2);  en  résolvant  celles-ci  on  trouve 


x  =  a  cos 


3<p,     y  —  a  sin3  ©. 


(3) 


Tirons  de  (3)  les  valeurs  de  cos  cp  et  sin  ©  pour  les  porter  dans 
l'égalité  cos-  ©    |  -  sin2  ©  =  1  ;  l'enveloppe  aura  pour  équation 


2  2  2 

«3       I       a#3    n* 


œ»"4-y»=-a8.  (4) 

On  l'appelle  hypocycloïde  à  quatre  rebroussements  ou  astrbïde. 
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Le  point  caractéristique  est  la  projection  M  du  sommet  C  du 
rectangle  OACB  construit  sur  ()A,  OB  ;  car  l'abscisse  de  M  est 
BM  cos<p  -=  BC  cos2  s>  =  BA  cos3?. 

L'enveloppe  d'une  droite  A'B',  de  longueur  donnée  et  mobile  entre 
deux  axes  obliques  OX',  OY',  est  une  courbe  parallèle  à  l'hypocycloïde  îi 
quatre  rebrou ssements  {fi g.  62). 

En  effet,  soit  C  le  point  de  rencontre  des  perpendiculaires  élevées  aux 
points  A',  I>'  surOX',  OY'.  OC  est  le  diamètre  de  la  circonférence  A',  circon- 
scrite au  triangle  OA'B';  connue  A'B'  et  l'angle  A/OB'  sont  invariables,  A' 
a  un  rayon  constant.  Appelons  A  1  n  circonférence  décrite  de  <)  comme 
centre  avec  le  rayon  OC.  Si  le  cercle  A'  est  invariablement  lié  à  la  droite 
A'B',  le  mouvement  continu  de  A'*B'  entre  OX'  et  OY'  fera  rouler,  sans 
glisser,  la  circonférence  A'  sur  la  circonférence  A  :  car  les  arcs  interceptés 
sur  A  et  A'  entre  la  droite  fixe  OX'  et  la  droite  mobile  OC  sont  toujours 
égaux  entre  eux,  puisque  l'angle  au  centre  CI)  A'  de  A'  est  double  de  l'angle 
inscrit  COA'  et  que  le  rayon  OC  =  2DC.  Cela  posé,  menons  le  diamètre  Al> 
de  A  parallèle  à  Ali';  les  droites  OAr,  OB'  étant  fixes  les  arcs  AA',  BB' 
sont  invariables,  AB  est  une  droite  de  longueur  constante  dont  les  extré- 
mités se  meuvent  entre  les  axes  rectangulaires  OX,  OY.  La  distance  des 
parallèles  AB,  A'B  étant  constante,  l'enveloppe  de  A'B'  est  une  courbe 
parallèle  à  Fhypocycloïde,  enveloppe  de  AB.  Le  point  de  contact  de  A'B'  est 
la  projection  de  C,  car  CM  est  la  normale  à  l'hypocycloïde. 

294.  Exemple.  —  III.  Caustique  par  réflexion  d'un  point  F 
par  rapport  à  une  courbe  donnée  A  (fig.  63). 

On  appelle  ainsi  l'enveloppe  des  rayons  réfléchis  qui  corres- 

Fisr.  63. 


pondent  aux  rayons  lumineux  émanant  d'un  même  foyer  F  et 
tombant  sur  la  courbe  A.  Si  MP  est  symétrique  du  rayon  FM 
par  rapport  à  la  normale  MX,  la  caustique  est  l'enveloppe  do 
MP  quand  AI  parcourt  A. 

Soient  (x,  y)  les  coordonnées  de  M,  (\\,  y^  celles  de  F.  Les 
équations  de  la  tangente  et  de  la  normale  sont 

u  =  Y .  —  y  —  y'(X  —  x)  =  0,     v  =  (Y—  y)y}  +  (X  —  x)  =  0. 

Les  droites  MF,  MP  peuvent  être  représentées  par 

u  +  kv  =  0,     w  +  À'i>  =  0.  (1) 

Xelbero,  An.  inf.,  1.  18 
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Les  perpendiculaires  abaissées  d'un  point  quelconque  de  MF 
sur  MT  et  MX  ont  le  même  rapport,  mais  changé  de  signe,  que 
les  perpendiculaires  menées  d'un  point  quelconque  de  MP  ;  donc 
ÀJ  —  —  k>  Or,  si  Ton  exprime  que  les  coordonnées  de  F  vérifient 
la  première  des  équations  (1),  on  trouve  zzj  -f-  kul  ■=  0,  l'indice 
indiquant  la  substitution  de  xlt  yl  à  X,  Y.  L'équation  de  MP 
est  donc 

u  —  kv  =  0,     ou     uvi  -f-  vu}  =  0. 

Elle  renferme  deux  paramètres  variables  x,  y  liés  par  une 
équation  donnée,  celle  de  la  courbe  A.  Pour  obtenir  l'enveloppe 
de  MP,  on  opérera  comme  il  a  été  indiqué  (290). 

Quetelet  ;i  donné  une  méthode  très  ingénieuse  pour  trouver  la  caustique 
par  réflexion  d'une  courbe  donnée  A.  Désignons  par  A'  le  lieu  du  symé- 
trique (i  <le  F  par  rapport  à  une  tangente  MT  de  A.  A  est  aussi  l'enveloppe 
du  cercle  passant  par  F  et  ayant  son  centre  en  un  point  M  de  A  288.  L°). 
Comme  MP  passe  par  G  et  est  la  normale  eu  (J  à  A',  la  caustique  est  la 
développée  de  A'. 

La  courbe  Ar  a  été  appelée  V anticaustique  de  A. 

295.  Exemple.  —  IV.  Enveloppe  des  cercles  ayant  pour  dia- 
mètres des  cordes  parallèles  d'une  circonférence  it'ig.  64). 

Prenons  pour  axes  les  diamètres  du  cercle  fixe,  respective- 
ment perpendiculaire  et  parallèle  à  la  direction  des  cordes   Si  a 

Fi*.  64. 


c  x 


et  (3  sont  les  coordonnées  d'un  point  M  de  ce  cercle,   la  circon- 
férence qui  a  pour  diamètre  la  corde  MM'  est   représentée  par 

(*-«)s  +  y8  =  Ps; 

ou,  à  cause  de  «'-  -\-  p2       R-,  par 
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La  dérivée  de  cette  équation  par  rapport  au  paramètre  a  donne 

œ  =  2a.  (2) 

Eliminant  a  entre  les  égalités  il)  et  (2),  on  obtient,  pour  l'en- 
veloppe du  cercle  mobile, 

Cette  courbe  est  clone  une  ellipse  ayant  pour  demi-axes  R  i/2 
et  R. 

La  relation  (2)  montre  que  les  points  caractéristiques  m,  /zz' 
du  cercle  de  diamètre  MM',  sont  sur  une  droite  dont  la  distance 
au  point  O  est  double  de  celle  de  MM'  à  ce  point.  Donc,  si  la 
corde  NNf  est  le  diamètre  de  la  circonférence  touchant  OY  en  O 


f  l'angle  XOX  =  -  j,  toute  circonférence  qui  a  pour  diamètre  une 

corde  PQ  passant  entre  A  et  NX',  a  des  points  caractéristiques 
imaginaires. 

296.  Faisceau  linéaire  de  courbes.  --  Soient  F(.v,  y),  f(x,  y) 
deux  fonctions  uniformes  (:|c)  de  x,  y.  L'équation 

¥{x,y)  +  af{œ,  ?/)  =  (), 

si  a  est  variable,  est  dite  représenter  un  faisceau  linéaire  do 
courbes  :  Par  tout  point  du  plan  il  passe  une  courbe  du  faisceau, 
mais  une  seule.  Toutes  les  courbes  du  faisceau  ont  en  commun 
les  points  d'intersection  des  courbes  définies  par  les  équations 

¥(00,  y)  =  0,     f{x,  y)  =  0. 

Ces  points,  d'après  la  définition  (287),  constituent  l'enveloppe 
des  courbes  du  faisceau.  La  règle  générale (289;  est  ici  en  défaut; 
car  elle  donnerait,   pour  l'équation  de  l'enveloppe,  /'(.y,  y)  =  0. 

297.  Faisceau  du  second  ordre.  —  Si  U,  V,  W  sont  des 
fonctions  uniformes  de  x,  y,  et  si  a  est  un  paramètre  variable, 
l'équation 

a2U  -f-  2a  V  -f  W  =  0  (1) 

i*j  Une  fonction  est  dite  uniforme  quand  à  chaque  système  de  valeurs  des 
variables  il  ne  correspond  qu'une  seule  valeur  de  la  fonction  Une  fonction 

entière  est  uniforme;  les  fonctions  xy  ±V  J-'"  f "!/"•>  V3")  arc  s'n  x  80,lt 
multiformes. 


—  276 


définit  un  faisceau  du  second  ordre  :  Par  toul  point  du  plan  il 
passe  deux  courbes  du  faisceau. 
L'équation  de  l'enveloppe  est  (289i 

y*  — UW  =  0; 

on  l'obtient  aussi  en  exprimant  que  les  deux  valeurs  de  n  tirées 
de   1)  sont  égales  entre  elles. 

298.   Exemple.  —  Enveloppe  d'une  droite  Al>   qui  divise  en 


0         1  >  v 


parties   réciproquement  proportionnelles   les  segments  donnes 
OP,  OQ. 

Prenons  pour  axes  OP,  OQ  [fig.  65)  et  posons 

OP=p,     OQ       q,     OA       a,     OB  =  6. 

L'équation  de  AB  est 

a    '   b         ' 
avec  la  condition 


OA        QB  a   ,    b 

AP     ;B0'    °U    p    '    7==1- 


a:  =  0. 


Si  l'on  élimine  b,  on  trouve 

az  (y       ce 

+  a  \ 

J'  VI       P 

L'équation  de  l'enveloppe  est  donc  (297) 

9.      P         J        J' 
on  la  ramène  facilement  aux  formes 

La  courbe  cherchée  est  donc  une  parabole,  touchant  OP,  OQ 
aux  points  P,  Q.  Pour  la  construire  par  tangentes,  on  divise 
OP,  OQ  en   un  même  nombre  de  parties  égales;   les  points  de 


V^v 


y 


=  1. 
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division  portent  respectivement  a  partir  de  o  et  de  P  les 
numéros  1,  2,  '.],  .  .  On  joint  par  des  droites  les  points  de  même 
rang.  Cette  enveloppe  a  Vécu,  dans  les  constructions,  le  nom  de 
parabole  de  raccordement. 

299.  Coordonnées  tangentielles.  —  Une  droite  étant  repré- 
sentée par 

hc  +  W  +  l  ==0,  (1) 

les  coefficients  À,  jx  prennent  le  nom  de  coordonnées  de  la  droite; 
ils  sont  égaux  aux  inverses,  changés  de  signe,  des  segments  que 
la  droite  détermine  sur  les  axes  à  partir  de  l'origine. 

Si  la  droite  se  meut  d'après  une  loi  donnée,  elle  reste  constam- 
ment tangente  à  une  certaine  courbe  U,  qu'on  appelle  Ycnue- 
loppe  de  la  droite.  La  loi  du  mouvement  s'exprime  par  une 
relation 

F(X,n)  =  0,  (2) 

qu'on  nomme  l'équation  tangentielle  de  V . 

L'équation  de  U  en  coordonnées  cartésiennes  se  déduit  de  la 
théorie  des  enveloppes  (290).  Il  faut  éliminer  À,  \j.  entre  les 
équations  (1),  (2)  et 

yP'x  — «P^-0.  (3) 

L'équation   (3)   exprime   que  la   droite  joignant  l'origine   au 


F 

point  caractéristique  a  pour  coefficient  angulaire     l 

À 
Exercices  et  notes. 


1.  Enveloppe   des   ellipses   dont   les    axes   sont    dirigés    suivant    deux 
droites  données  et  vérifient  l'une  des  relations  : 

lo  a    \-b=  k,     2°  a2  -f  b-  =  /r,     3°  ah  =  k\ 

Réponse  :  1°  hypocycloïde  :  2°  quatre  droites;  3°  deux  hyperboles. 

2.  Enveloppe  d'une  droite  qui  détermine  avec  deux  axes  fixes  OX,  OY 
un  triangle  de  surface  donnée.    Hyperbole). 

3.  Enveloppe  d'une  droite  dont  le  produit  des  distances  à  deux  points 
fixes  est  constant.  (Ellipse  ou  hyperbole». 

4.  Enveloppe  des  cercles  qui  ont  pour  diamètres  les  cordes  d'une  para- 
bole perpendiculaires  à  l'axe.  (Parabole). 

5    Enveloppe  des  cercles  qui  ont  pour  diamètres  les  cordes  d'un  cercle 
menées  par  un  même  point. 


Q7Q    

M  «  O      

6.  Enveloppe  <lc  la  droite  joignant  les  extrémités  de  deux  diamètres  con- 
jugues ou  de  deux  diamètres  rectangulaires  d'une  ellipse.;  Ellipse  ou  cercle). 

7.  Enveloppe  de  la  droite  qui  joint  les  projections  d'un  point  quelconque 
d'une  ellipse  sur  les  axes  principaux.  (Développée  d'ellipse  . 

8.  Enveloppe  de  la  droite  qui  joint  les  projections  d'un  point  quelconque 
d'une  parabole  sur  l'axe  et  sur  la  tangente  au  sommet     Parabole  . 

9.  Enveloppe  de  la  droite  qui  détermine  avec  deux  axes  OX,  OY  un 
triangle  de  périmètre  donné.    Circonférence  . 

10.  Enveloppe  des  cordes  d'osculation  d'une  ellipse  (p.  220,  ex.  10,  4°.) 
Cette  enveloppe  a  pour  équation  ' 

s  2 

a7  +  ^Y  +  f---Y-9 


Ka        bj         \a        bj 

11.  Enveloppe  des  cordes  d'osculation  d'une  parabole.    Parabole  . 

12.  De  tout  point  M  d'une  parabole  partent  deux  normales  autres  (pie 
celle  qui  est  perpendiculaire  à  la  tangente  en  ce  point  :  trouver  l'enveloppe 
de  la  corde  joignant  les  points  où  ces  normales  rencontrent  de  nouveau  la 
courbe. 

Cette  corde  passe  par  un  point  fixe  de  l'axe 

13   Trouver  l'enveloppe  de  la  courbe  définie  par 

0+(ï)-!' 

les  paramètres  x  et  6  étant  lies  par  l'équation 

3" +©'-■ 

mp  nip 

Réponse:  (^  +  [j  J         =  1. 

14.  Une  droite  mobile  a  pour  équation 

y  —  ax  -f  f{a)y 

s  étant  un  paramètre  variable.  Trouver  le  rayon  de  courbure  de  l'enveloppe. 
Les  coordonnées  du  point  caractéristique  sont 

x  =  —  f(a) ,     y  =  fa)  —  af(a) . 

calculer  dx,  dy,  d-x,  d2y  et  substituer  les  valeurs  dans  la   formule  (5) 

3 

du  §  215.  On  trouve  R  =  (1  -\- a2ff '{((). 

15.  La  tangente  a  une  courbe  U  a  pour  équation 

x  cos  a  -f-  y  sin  a  =  f[a),  1 

r  étant  un  paramètre  variable.  Trouver  le  rayon  de  courbure. 
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Le  point  de  contact  vérifie  l'équation  (289) 

—  x  sin  a   \-  y  cos  a       f'(a).  (2) 

Celle-ci  représente  une  perpendiculaire  à  la  première  droite,  par  suite 
la  normale  à  F.  De  même,  le  point  de  contact  de  cette  normale  avec  la 
développée  U'  satisfait  a  l'équation 

—  x  cos  a — y  sin  a       f"(a)\  (3) 

celle-ci  représente  la  normale  à  la  développée.   Le  rayon  de  courbure  est 
égal  à  la  distance  des  droites  (1)  et  (3),  ou  à  f{a)  —/""(a). 

16.  En  chaque  point  M  d'une  courbe  donnée  U,  on  mené  une  droite  MP 
faisant  avec  la  tangente  MT  un  angle  donné  o;  l'enveloppe  de  MP  porte  le 
nom  de  développoïde  de  F.  Trouver  le  point  de  contact  de  MP. 

Les  équations  de  la  tangente  MT  et  de  la  normale  MX  (ex.  15    sont 

x  cos  a  -f-  y  sin  a  —  f\a)  =  0,     —  x  sin  a  -f-  y  cos  a  -  —  f'(ji)  =  0 : 

du 

soient  u  et  u   =  —  leurs  premiers  membres.  MP,  lieu  des  points  dont  le 
da 

rapport  des  distances  à  MT  et  MX  est  égal  à  sin  o  :  cos  o  a  pour  équation 

u  cos  o  —  u  sin  o  =  0. 
Le  point  où  MP  touche  la  développoïde  vérifie  l'égalité 

u'  cos  o  —  u"  sin  o  =  0.  (1) 

Celle-ci  représente  une  droite  passant  par  l'intersection  des  droites 
a'  =  0,  a"  =  0  et  faisant  avec  la  première  l'angle  r-  :  donc  le  point  de  contact 
de  MP  est  sur  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  de  courbure  de  U 
sur  MP. 

L'équation  (1)  représente  la  normale  à  la  développoïde  Si  Ton  cherche  le 
point  de  contact  de  cette  normale  avec  son  enveloppe,  on  trouve  qu'il  est 
la  projection  du  centre  de  courbure  de  la  développée  de  V . 

17.  Enveloppe  de  la  perpendiculaire  élevée  en  un  point  M  d'une  parabole 
sur  le  rayon  vecteur  FM  (antipodaire  de  F). 

Soit  A  le  sommet;  prenons  F  pour  pôle,  FA  pour  axe  polaire,  AFM  y 
pour  paramètre  variable.  L'équation  de  la  droite  mobile  est 

P 
r  — 


T  -f  COS  a)  C0S(6  — aj 
On  trouve  pour  le  point  caractéristique  "20  —  3a  ;  puis  pour  l'enveloppe 

r3C0S  Ifj  =  f|V. 

Cette  courbe  est  la  caustique  par  reflexion  pour  des  rayons  perpendi- 
culaires à  AF. 
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18.  A  une  ellipse,  on  inscrit  des  triangles  MM'M"  ayant  pour  centre  de 
gravité  le  centre  de  l'ellipse.  L'enveloppe  des  cercles  circonscrits  a  pour 
équation 


16  V«2       h*  )       \       x  *  2 

19.  Enveloppe  des  droites 

x  cos  3œ    \-  y  sin  3œ       «  cos  ©, 

a  étant  un  paramètre  variable.  (Cardioïdc. 

20.  Une  droite  m  se  meut  dans  son  plan.  On  considère  les  trajectoires 
de  ses  différents  points.  Trouver  :  1°  l'enveloppe  des  normales  menées  à 
ces  courbes  aux  points  qui  correspondent  à  nue  même  position  de;/?: 
2"  l'enveloppe  des  tangentes  en  ces  points;  3°  le  lieu  des  centres  de 
courbure. 

Soient  a,  8)  les  coordonnées  d'un  point  déterminé  M0  de  m,  ('.\\  r  celles 
d'un  point  quelconque  M  de  m,r  la  distance  M0M,  t  l'angle  de  m  avec  OX. 
Le  mouvement  de  m  est  déterminé  si  y.  et  3  sont  des  fonctions  données  de 
l'angle  variable  /.  On  a 

x  =  a  -f-  r  cos  l,     y  =  (3  -f-  ;•  sin  t, 
x'  =  a'  —  r  sin  £,     y}  =  3'  -f  r  cos  /, 

l'accent  désignant  une  dérivée  par  rapport  à  t.  Les  équations  de  la 
tangente  et  de  la  normale  menées  en  M  à  la  trajectoire  de  ce  point  sont 

(Y  —  p  —  r  sin  t)  (a'  —  r  sin  £)  —  (X  —  a  —  r  cos  t)  (p'-f  r  cos  £)  =  0; 
(Y  —  p  —  r  sin  0  (3'  +  r  cos/)  -f-  (X  —  a  -  r  cos  tf)  (a'  —  r  sin  ^  =  0; 

elles  peuvent  s'écrire 

M  -f-  Nr  +  >'-  =  0,     P  +  Q?1  =  0. 

M,  X,  P,  Q  étant  des  fonctions  linéaires  de  X,  Y.  La  tangente  enveloppe 
la  parabole  N2  —  4M  -=--0;  la  normale  passe  par  le  point  d'intersection  des 
droites  P  —  0,  Q  =  0  ;  enfin,  le  centre  de  courbure  vérifie  les  équations 
P  -}-  Qr  =  0,  P'  +  Q'r  =  0,  et  décrit  la  courbe  PQ'  —  P'Q  =  0.  Pr  et  Q'  repré- 
sentant les  dérivées  de  P  et  Q  par  rapport  à  t. 
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CHAPITRE  XVII, 


POINTS    SINGULIERS.    ASYMPTOTES 


Notions  sur  les  points  singuliers, 


300.  Définitions.  —  La  circonférence  décrite  d'un  point  M 
d'une  courbe  comme  centre  avec  un  rayon  infiniment  petit 
(fig:,  66),  coupe  d'ordinaire  la  courbe  en  deux  points  A,  B  placés 
de  telle  manière  que  les  rayons  MA,  MB  font  un  angle  infini- 
ment peu  différent  de  deux  droits  et  tendent  vers  une  limite 
commune  TT',  qui  est  la  tangente  menée  en  M  à  la  courbe. 
Tel  est  le  caractère  que  présentent  les  points  ordinaires  d'une 
courbe  et  môme  les  jjoints  d'inflexion  (fig.  67).  Quand  il  en  est 
autrement,  on  dit  que  M  est  un  point  singulier. 

Fig-.  66  Fig-  6-.  Fig:  68.  Fig.  6g. 


r     t. 


Voici  les  principales  espèces  de  ces  points  : 

1°  La  circonférence  ne  rencontre  aucune  branche  de  courbe, 
si  petit  que  soit  son  rayon.  M  est  alors  un  point  isolé  ou 
conjugué.  On  a  vu  des  exemples  de  tels  points  dans  les 
conchoïdes  (181]. 

2°  Si  la  circonférence  ne  rencontre  la  courbe  qu'en  un  seul 
point  (fig'.  68),  M  est  un  point  d'arrêt  ou  de  rupture.  La  courbe 
y  =  cosVl  — xz  (79)  présente  d^ux  points  d'arrêt  A.  A'. 

3°  La  circonférence  peut  rencontrer  la  courbe  en  deux  points 
A  et  B  (fig.  Go),  tels  que  les  rayons  MA,  MB  font  un  angle  fini 
et  tendent  vers  des  limites  distinctes  MT,  MT\  Un  tel  point 
est  dit  saillant  ou  anguleux.  Nous  en  avons  vu  un  exemple   79  . 

4°  La  circonférence  coupe  la  courbe  en  deux  points  infiniment 
voisins  A,  B  tels  que  les  rayons   MA,  MB  font  un  angle  infini- 
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mont  petit.   Dans  ce  cas,  M  est  un  point  de  rebroussement,  de 

première  ou   de  seconde  espèce  selon   que    les   deux   branches 


Fie".  ~o. 


Fig 


MA,  MB   sont  séparées  par  la  tangente  commune   [fig.   ~o  ou 
situées  du  même  cote  (fig'-  71). 

5°  La  circonférence  peut  avoir  plus  de  deux  intersections 
avec  la  courbe.  Ordinairement,  les  intersections  sont  en  nombre 
pair  et  se  font  sur  des  rayons  sensiblement  opposés  deux  à  deux. 
Plusieurs  branches  se  croisent  au  point  M  avec  des  tangentes 
distinctes;  M  est  un  point  double  (fig.  72,»,  triple,  quadruple,  etc., 
suivant  que  deux,  trois,  quatre...  branches  y  passant.  La  con- 
choïde  de  Nicomède  et  le  limaçon  de  Pascal  peuvent  avoir  un 
point  double  18L. 

305.  Exemples  de  points  singuliers. 


1° 


y 


1 


*t±(a?-2)V*-l-    \flg-  73). 


Fig    73. 


Fig.  -A- 


Construisons  la   courbe    OABC    [parabole   diamétrale)    dont 

l'équation  est  y  =     x~  ;  elle   divise   en  deux   parties  égales  les 

o 

cordes  parallèles  à  OY.  Elle  rencontre  la  courbe  proposée  aux 

points  A,  B,   qui   correspondent  à  x.-=  1,  x  =  2.   Comme  y  est 

réel  cà  partir  de  x=  1,  la  ligne  cherchée  comprend  deux  branches 

infinies  BH,  Bb\ 
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L'examen  de  la  dérivée 


précise  la  nature  des  points  A  ei  I>.  Pour  x        1,      y*       oo  ;  donc 

la  tangente  en  A  est  verticale.    Pour  a*  =  2,  on  a  deux  valeurs 

y'  «=■»  n  ±  1,  donc  B  est  un  point  double. 
o 

2°  y  =  3 x-  ±  (x  —  ])\'x  —  2   (fig.  ;4). 

L'ordonnée  y  est  réelle  à  partir  de  x  =  2.  Cependant  l'hypo- 
thèse x  =  1  donne  également  une  valeur  réelle  y       .„  de  sorte 

((lie  nous  obtenons  un  point  isolé  A.  B  est  un  point    ordinaire; 
car 

9  / x  _    1 

y'~5*±(V*-8  +  --?>    = 

•j  \  2\x —  2 

donc  pour  a*  =  2,  y'    ~  oo  et  la  courbe  a  une  seule  tangente  BB\ 


3° 


y-=\x*±{x-2)\jx-2.     (fig.  75). 
L'ordonnée  est  réelle   à   partir  de  x  =  2.  L'abscisse  x  =  2 


Fig-.  75. 


Fig.  76. 


correspond  à  un  rebroussement  de  première  espèce.  Car  ayant 

2x       9  - 

on  voit  que  la  tangente  se  confond  avec  celle  de  la  parabole  dia- 
métrale OAB,  et  que  la  courbe  s'étend  des  deux  côtés  de  cette 
droite. 


4° 


y  =  x2{\  ±  \  x  i,     ou    y  «  x-  ±  x2.     (fig.  j6). 
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Considérons  séparément  les  valeurs 

//i  =  ^2(  i  4-  V* ),    y 2  =  #2(i  -  V«")« 

La  première  donne  une  branche  OE  située  au-dessus  de  OX  : 
la  seconde,  une  branche  ODCA,  située  entre  la  précédente  et 
l'axe  OX  dans  l'intervalle  (0,  1)  et  s'étendant  indéfiniment  du 
côté  des  y  négatifs  à  partir  de  x  —  1.  De 


2-r  t  ?a?2        ,'•  î  2  .1.  U 

9.  V  V 


l      ./'     i 


on  conclut    (pie  ()  est  un  point  de  rebrousscmcut   de    seconde 
espèce;  car  les  deux  branches  <)K,  ODC  touchent  OX. 

La  branche  OC  A  présente  un  point  maximum  pour  2  —  0 1    ,v  =0 


16 


•  ) 


ou  .v  =  Q« ;»    un    point    d'inflexion    pour    y*  =  2  —       X2  =  0  ou 


:■) 


X  = 


O0 


S 
15 


i  i 

(?x  6'     x 

<?X  -  ;-  e    x 


/•7; 


Y 

X' 

A  ^^    T 

0 

X 

A' 

Y' 

L'équation  ne  change  pas  quand  on  remplace  x,  y  par  —  a, 
—  y;  donc  O  est  un  centre  de  la  courbe.  Elle  peut  prendre  la 
'orme 


y 


1 


e*  +  1  e*  -f  l 

Si  i  désigne  un   nombre  positif  aussi   petit  qu'on   veut,  on  a 

e'-  =  oo;  par  suite  pour  x  =  e,  on  a  r  =  1.  La  courbe  a  donc  sur 
OY  un  point  A  situé  à  la  distance  OA  —  1.   Lorsque  x  croit  de 
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£  à  |-oo,  y  décroît  de  1  a  0;  il  en  résulte  que  OX  es1  une  asymp- 
tote. O  étant  un  centre  de  symétrie,  la  courbe  se  compose  de 
deux  branches  AB  et  A'I>(.  On  voit  que  A  et  A' sont  deux  points 
d'arrêt. 

Cherchons  la  tangente  en  A.  Soient  uv,  y)  les  coordonnées 
d'un  point  quelconque  M  de  la  branche  A  I>  ;  la  droite  A  M  a  pour 
coefficient  angulaire 

■''  ~  !  =  _        2 
x  ~ 

ocex  -\-  x 

■> 

Lorsque  M  tend  vers  A,  la  quantité  xex  devienl  infiniment 

grande;  donc  A  "M  tend  à  devenir  parallèle  à  OX. 

Chacune  des  branches  AB,  A'B' présente  un  point  d'inflexion. 


i 


■  j      (fig.  78). 


On  a  déjà  vu    79)  que  la  courbe  présente  en  O  un  point  an 
guleux. 

Appliquons  la  théorie  des  asymptotes  (308).  Pour  r         -£  oo, 

y         II  y  1  1 

hm  li  m 

x  '2 

1  +^x 

i  1111 

,.      f         1     \  a?(l—  e*)       ..     x      "  x       2x2 

lim  i  y  —  -x  ]  =  lnn  \=  nm      s  î 

2(1  +  e*.)  2(1  +  **) 

,.      ~~  l  ~  2x'"  1 

=  hm  ,        ^-r 

2(1 +*x) 

1  1 

la  courbe  a  donc  une  asymptote  représentée  par?/  =     X  — 

il 

7°  \f  —  x"  —  ()//'   h  10^2  -  0.     {fig.  19)  (*). 


(*)  Lacroix,  dans  son  Traité  de  calcul  différentiel  et  de  calcul  intégral,  a 
discuté  l'équation  analogue  y4  —  x x  —  9Ga~y2  |- 100«-i'-\v-  0  et  a  appelé  la 
courbe  correspondante  la  courbe  du  diable,  à  cause  de  sa  ressemblance 
avec  la  toupie  d' Allemagne  double,  très  bruyante,  appelée  diable. 
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OX,  OY  sont  des  axes  de  symétrie;  ()  est  un  centre  de 
symétrie.  11  suffit  doue  de  considérer  les  valeurs  positives  de 
x,  y. 

L'équation  donne 


Pi 


\  3  -i-\/(^_l)(^_9), 


y 2  =  \  3 -\V2- i)^-o): 

y\y\  =  a-2(10  —  X2  . 

Fig-  79- 


Les  valeurs  de  y15  y2  sont  réelles  de  .v  =  0  ù  x  =  1  ;  pour 
.v  =  0,  y,  =  i  <>,  y o  =  0;  pour  x  =  1 ,  //,  =  y.,  =  i/  8.  On  obtient 
ainsi  une  première  partie  OAHBOA'H'B'  de  la  courbe.  O  étant 
un  centre,  ce  point  est  un  point  double  d'inflexion.  Pour  déter- 
miner les  tangentes  en  O,  cherchons  la  limite  de      quand  x  tend 

x 

vers  zéro:  or,  en  divisant  l'équation  proposée  par  x2,  on  trouve 


y 


-  u 


N    2 


./' 


y 


X 


X2  _£       -1         +    10=__  Q. 


d'où,  en  passant  à  la  limite  pour  x       0,  y  ==  0  : 


■i  |  )        10  ==  0. 


Les  tangentes  en  ()  ont  donc  pour  coefficient  angulaire  ±  V   -• 

Entre  x  =  1  et  a*  =  3,  l'ordonnée  y  est  imaginaire.   A  partir 
de  x  =  3,  y,  est  constamment  réel  ;  mais  t/2  n'est  réel  que  dans 
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l'intervalle  (3,  \  10',  car  le  produit   y'fy'i  es!    négatif  si  .vJ  >  10. 

On  en  conclut  l'existence  de  deux  branches  infinies  CDC,  FEF'. 

La  courbe  a  pour  asymptotes  (*)  les  bissectrices  des  angles 

des  axes. 

8°  y  =  ±  x-\![  -  x*.     (fig.  8o). 

OX,  OY  sont  des  axes  de  symétrie.  L'abscisse  peut   varier 
entre  —  1  et  -f-  1  î  V2  passe  par  un  maximum  pour  x         1    \/.~- 

Fig.  Sa. 

Y 


A  l'origine  O,  la  dérivée  y'  =  0;  la  courbe  a  donc  la  forme  d'un 
huit  couché,  aplati  au  milieu.  Les  branches  BOE,  B'OE'  se 
touchent   mutuellement   en    0.    Les   points   d'inflexion   corres- 


pondent 


.      ,        0—  \IS 
a  x-  =  -       rr\ 


\2 


303.  Points  multiples  des  courbes  algébriques.  —  Soit 

F(.r,yj  =  0  (1) 

l'équation  d'une  courbe,  F(x,  y)  étant  un  polynôme  entier.  Le 
coefficient  angulaire  y1  de  la  tangente  en  un  point  Mf.v,  y) 
de  la  courbe  résulte  de  l'égalité 


oV       ÙF 


4-       //  =  0. 

rjjc      '     du  J 


(2) 


Les  dérivées  partielles   de  F(.v,y;  étant  rationnelles,  l'équa- 

tion  (4)  donne  une  valeur  unique  i>oui-  v  ,  a  moins  que         et 

'  dx        oy 

ne  s'annulent  simultanément.  Or,  en  un  point  multiple  il  existe 
plusieurs  tangentes;  donc  les  coordonnées  d'un  tel  point  véri- 
fient les  trois  équations 


<)F  dF 

F{oc,y)       0,      .  0,       ■■   -  -  0 


'     Ces  droites  ne  sont  pas  tractées  dans  la  figure.  On  trouve    308 

lim  *■  '  —  J,     lini  (yx  -  x)  =  0,  pour  x  =  oo. 
a; 
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Pour  trouver  les  tangentes  en  ce  point,  nous  dérivons  l'équa- 


tion (2);  en  tenant  compte  de  l'égalité 


dF 


0,  on   obtient   (103 


"~'F  i-  •>  ,PF  ,/  +  ',iF  ,/-•  -  0. 


(4) 


L'équation  (4)  donne  les  valeurs  cherchées  de  y'.  Si  les  deux 
racines  sont  réelles  et  inégales,  on  a  un  point  double  ;  si  elles 
sont  réelles  et  égales,  la  courbe  présente  un  rebroussement  : 
enfin,  un  point  isolé  correspond  à  une  solution  des  équations  (3) 
qui  rend  les  racines  de  (4j  imaginaires. 

L'équation  (4)  est  illusoire  quand 


Ô'F 


d*F 


"'-'K   -o.    .--      o. 

(),/■-  Oxùij  <)i/~ 


0. 


Co) 


Dans  ce  cas,  on  a  recours  à  la  dérivée  3e  de   l'équation  (1). 
Cette  dérivée [103,  (3)],  eu  égard  aux  relations  (3;  et  (5),  se  réduit  à 


FF 


oW 


y  +  s 


d3F 


,,    ,    d*F    , 

1  f„*y 


0. 


dx2dy  drdy2 

Si    elle  donne  pour  y'   trois  valeurs  réelles  et  distinctes,  le 
point  considéré  est  généralement  un  point  triple,  etc. 

Remarque.  —  La  théorie  précédente  s'applique  également  à 
beaucoup  de  courbes  transcendantes. 

304.  Exemple.        y"  —  2yzx  +  x*  ==  0.     (fig.  8i) 
Les  équations  (3)  du  §  303  sont 
y*  _  2,/->  -f  j*  =  0,     —  2y:'    \   3.x2  =  0,     4y3  —  4xy  =  0. 

Fig.  Si. 


Elles  ont  la  solution  commune  x  =  0,  y  =  0.  On  a 

dzF  r)2F  (T-F       10  ., 

dx2  dxdy  ùy 
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ces  dérivées  sont  nulles  en  O.  Celles  du  troisième  ordre  étant 


ô3F 

àx3 


<)3F  <PF     ' 

1     dx\)y  '      '     ùx<);f  " 


ù3F 

l3  =  21//, 


()>/: 


les  valeurs  de  y',  au  point  O,  sont  données  par  l'équation 

6—  12//-  -+-0.y'3  =  0; 
l'une  d'elles  est  infinie,  les  deux  autres   sont  égales   db  VA,- 

L'origine  des  coordonnées  est  donc  un  point  triple. 

Ces  conclusions  résultent  aussi  de  la  discussion  des  valeurs 


yx  =  ±  \Jx(l  +  \/l—x),     ?/2  =  ±  V^(l  —  V1—  *)• 

La  racine  yi  n'est  réelle  que  dans  l'intervalle  (0,  1)  ;  y2  est  réel 
pour  les  valeurs  positives  de  x  moindres  que  l'unité,  et  pour 
toutes  les  valeurs  négatives. 

Lorsque  x  est  compris  entre  0  et  1,  on  a  y\  >  yi,  excepté 
pour  x  =  1  qui  donne  y\  =•-  y'1,  =  1. 

La  courbe  comprend  donc  deux  folioles  OAB,  OA'B',  qui  ont 
en  O  une  tangente  commune  Y  Y'  et  deux  autres  OT,  OT";  les 
valeurs  négatives  de  x  donnent  deux  branches  infinies  OC,  OC'. 

305.  Hessien  d'une  courbe.  —  Si  l'on  emploie  les  coordon- 
nées cartésiennes  homogènes,  on  a,  m  étant  le  degré  de  F{x,  y,  z)9 

_,  ,  ^F    ,       ÔF  ÔF 

Le  système  (3)  du  §  303  peut  donc  être  remplacé  par  celui-ci  : 

0,  (1) 


dF  ôF 

=  0,  =0, 


<)F 
dz 


dx  dy 

ou  en  appliquant  le  théorème  d'Euler  (116),  par  le  suivant  : 

xF"    +  ?/F"   +  zF"    -  0, 

xx     '     J      xy     '  xz 

^F"    -\-yF"    +zF]\    =0, 

yx     '    -/     yy     '  yz  ' 

xF"    +  i/F"   +  zF"   —  0. 

zx     '    &     zy     '  zz 

Eliminons  les  x,  y,  z  qui  multiplient  les  dérivées  ;  il  vient 


F" 

XX 

F" 

yx 
F" 


F" 
xy 

F" 
y  y 

F" 

zy 


F" 

xz 

u// 

pyZ 

F" 

zz 


=  0. 


Neuberg.  —  An.  Inf,  I. 


19. 
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Le  déterminant  précédent  est  appelé  le  hessien  de  la  courbe; 
désignons-le  par  II.  Les  points  multiples  vérifient  les  deux 
équations 

F(a>,  y  z)  =  0,     H  =  0. 

Les  points  d'inflexion  annulent  également  le  hessien.  Car,  en 
un  tel  point,  on  a  généralement  y"  =  0;  or,  si  l'on  dérive 
y'  —  —  F'x  :  F'y  on  trouve 

F"  F''2 2F"  F'  F'  4-  F"  F'2  =  0 

xxv  x  y    x    y     '         yy  *"  x 


Cette  équation  revient  à 


F" 

XX 

F" 

yx 

F' 


F' 
F' 


y  y 


o 


0; 


mais  si  de  la  troisième  ligne  multipliée  par  m  —  1,  on  retranche 
les  deux  premières  multipliées  respectivement  par  .y,  y,  on 
trouve  en  tenant  compte  des  propriétés  des  fonctions  homogènes. 


F! 


F 


XX 

x\ 

F" 

F" 

iyx 

yy 

F.". 

F" 

7-y 


F' 

X 

F' 

y 

F' 


0; 


et  si  l'on  opère  de  la  même  manière  sur  les  colonnes  du  nouveau 
déterminant,  on  obtient  II  =  0. 

Exercices  et  notes. 


1 .  y-  =  {w,  —  a)  (x  —  b)  [x  —  c). 

a  <  b  <  c,  ovule  et  branche  parabolique;  a  ==  b  <  c,  point  isolé  et 
branche  parabolique;  a  <^b,  b  =  c,  ovale  et  branches  infinies  joignant 
l'ovale  en  un  point  double:  a  -=  b  ==  c,  point  de  rebroussement. 

2.  y  =  db  x'2  \  x  —  a,  a  >  0.  L'origine  est  un  point  isolé;  une  branche 
parabolique  commence  au  point  (a,  o);  points  d'inflexion. 

3.  y-  =  x2  -|-  /i>4.  Branches  infinies:  point  double  d'inflexion  en  O. 

4.  y-  =  à-*3  — .r4.  Courbe  pi  ri  forme  ;  rebroussement  en  O;  points  d'in- 
flexion. 

5.  y  =  o?3(l  ±  t^    #)«  Rebroussement  en  O;  point  d'inflexion. 

6.  )/  =  x  arctg     •  Point  saillant  en  O,  avec  deux  tangentes  ayant  pour 

x 

coefficient  angulaire    }    -   t:;  asymptote  ayant  pour  équation  y        1. 
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7.  cos  x -f-  cos y  =  2.  Infinité  de  points  isoles  ayant  pour  coordonnées 
a?  =  2m-,  y  =  2w7c. 

î 

8.  ?/  ■==  ex.  Deux  branches  infinies  ;  Tune  a  pour  asymptotes  OY  et  la 
parallèle  à  OX  à  la  distance  1  :  l'autre  a  pour  asymptote  cette  même  paral- 
lèle à  OX,  et  pour  point  d'arrêt  l'origine  0.  Point  d'inflexion  (  —  myC 

11 
V  ~  l{\  -|-^)        /(l  —oc) 
OY  est  un  axe  de  symétrie  et  une  asymptote.  Points  d'arrêt  ayant  pour 

coordonnées  X  =  i  1 ,  y  =  —• 

10.  (x*  —  l)2  =  y*(2y  +  3).  Trois  points  doubles  (0,  —  1),  (±  1  ,0). 

11.  y4  —  2xy2  -f-  3?4  =  0.  La  courbe  ressemble  à  la  figure  81  dont  on 
aurait  enlevé  les  branches  infinies  OC,  OC;  OX  touche  les  deux  folioles. 

12   xz  -f?/4  -  2xzy  —  2x-i/°-  +  y3  =  0,  on  a;  =  ±  Vy  (1  -f-y  ±  \/l  +  ?/)• 
Branche  en  nœud  et  branche  parabolique. 

13.  y-  =  x  sin2  x.  Points  isolés  sur  OX,  ayant  pour  abscisses  —  7r, 
: — 2^,  —  3~,  .  .;  O  est  un  point  de  rebroussement  ;  des  points  doubles 
correspondent  kx  =  -,  2~,  3~,  ... 

14.  y  =  2  COS  \  1  —  oc  ±  (1  —  x)x  \]  x.  Feuille  de  laurier. 

15.  y  "  cos  \'l  —  x    [-  \  (1  —x)(l  ±  \l x).  Deux  feuilles  de  laurier. 

16.  y  =  i  x  \  sin  x.  Infinité  d'ovales  de  même  largeur  et  touchant  les 
bissectrices  des  angles  des  axes  ;  point  de  rebroussement  en  O. 

17.  T  ■==  \  6.  (Spirale  parabolique.) 

18.  x*  —  2xy  -\~  y2  =  0.  Point  double  en  O  :  foliole  et  deux  bras  infinis. 

19.  rz  -f-  2r  COS2  6  —  cos2  8  --=  0.  Deux  ovales  touchant  en  O  la  perpen- 
diculaire à  Taxe  polaire. 

20.  Points  singuliers  de  la  conchoïde  d'une  courbe  A  181).  Si  la  circon- 
férence décrite  du  pôle  O  avec  le  rayon  b  coupe  A  en  Bl5  B2,  ..-,  O  est  un 
point  multiple  ayant  pour  tangentes  OBl5  OP>2,  ...  Aux  points  singuliers 
de  A  correspondent  des  points  de  même  nature  de  la  conchoïde. 

21.  La  podaire  d'un  point  O  par  rapport  à  une  courbe  A  présente  en  O 
un  point  singulier;  les  normales  en  O  sont  les  tangentes  menées  de  O  à  A. 

22.  Une  droite  de  longueur  donnée  l  se  meut  entre  deux  axes  rectangu- 
laires OX,  OY.  Soit  P  un  point  fixe  de  la  bissectrice  de  l'angle  XOY.  Le 
lieu  de  la  projection  de  P  sur  la  droite  mobile  est  un  scarabée;  il  a  pour 
équation  (OP  =  a\  : 

r  =  2a  cos  6  ±  -  l  cos  20, 

P  étant  le  pôle  et  PO  l'axe  polaire.  Point  quadruple  en  P;  points  doubles 
sur  OX  et  OY.  Distinguer  les  cas  de  /  >  2a,  l  -■■  2a,  l  <  2a. 
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23.  Appliquer  le  §  302  à  l'équation 

Point  triple  en  (). 

Notions  sur  les  asymptotes. 


306.  On  appelle  asymptote  d'une  brandie  infinie  d'une 
courbe,  une  autre  courbe  dont  la  première  s'approche  indéfini- 
ment, de  manière  que  la  différence  des  ordonnées  de  ces  courbes 
ait  pour  limite  zéro;  ou  plus  exactement,  de  manière  que  la  dis- 
tance d'un  point  de  l'une  de  ces  courbes  à  l'autre  tende  vers 
zéro. 

307.  Asymptotes  parallèles  à  l'axe  des  y.  —  Lorsque  pour 
une  valeur  finie  x  =  a  l'ordonnée  d'une  courbe  devient  infinie, 
la  droite  ayant  pour  équation  x  =  a  est  une  asymptote,  pourvu 
que  des  valeurs  réelles  de  y  correspondent  à  x  =  a  4-  h  ou  à 
x       a  —  h,  h  désignant  une  quantité  aussi  petite  qu'on  veut. 

Exemples. 

X 


lu 


y 


[x  —  \){x  —  3) 


{fig.  82). 


L'ordonnée  devient  infinie  pour  x  =  î,  x  =  3  et  est  réelle 
pour  x  =  1  ±  h,  x  -----  3  ±  h  ;  donc  les  droites  A'A'\  B'B",  qui  ont 
pour  équation  .v  —  1,  x  =  3,  sont  des  asymptotes. 

Dans  l'intervalle  (0,  1),  y  croît  constamment  de  0  à  oo  ;  lorsque 

Fig.  82.  Fig-    83. 


y 

-. 

B 

IC 

le 

X  varie  de  0  à  —  oo,  y  est  négatif:  à  .y  =  —  oo  correspond 
y  =  0.  On  trouve  ainsi  une  première  branche  asymptotique  de 
OX'  et  de  AA\ 

Entre  x  =  1  et  x  =  3,  y   est    négatif;    de    là,    une   seconde 
brancLe,  asymptotique  de  A  A"  et  de  BB". 
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A  partir  de  x  =  3,  3'  est  positif  et  décroît  constammenl  de 
00  à  0;  la  courbe  a  donc  une  troisième  branche,  asymptotique 
de  BB'  et  de  OX. 

Les  deux  premières  brandies  présentent  un  minimum  et  un 
maximum  de  y  pour  x  =  T  l/3.  La  première  a  un  point  d'in- 
flexion, dont  l'abscisse  est  la  racine  réelle  de  l'équation 
.v3  -  9x  -f-  12  =  0. 

90  //'-  - (ûcc.  83) 

Pour  que  y  soit  réel,  x  doit  être  négatif  ou  supérieur  à  3. 

Pour  x  =  l,  y2  —  — 00;  donc  la  droite  A' A",  qui  a  pour 
équation  x  =  1,  n'est  pas  asymptote  d'une  branche  réelle. 

Pour  x  —  3  —  £,  y  est  imaginaire;  pour  x  =  3  -f-  e,  y  prend 
deux  valeurs  réelles  infinies  ;  à  x  =  ±  00,  correspond  y  =  0. 
Donc  la  courbe  se  compose  d'une  branche  EOE'  tangente  à  OY 
et  asymptotique  de  OX',  et  de  deux  branches  infinies  CD,  CD', 
asymptotiques  de  BB'  et  de  OX. 

Un  maximum  de  y2  a  lieu  pour  x  =  -       .    -    • 

308.  Méthode  de  Cauchy.  —  Soit 

y  =  ex  -f-  d  (1) 

l'équation  d'une  asymptote  non  parallèle  à  Taxe  des  y. 
L'équation  de  la  courbe  est  nécessairement  de  la  forme 

y  =  ex  -f-  d  +  V,  (2) 

où  V  est  une  fonction  de  a*  qui  tend  vers  zéro  pour  .v  •=  +  00  ou 
a*  =  — 00.  En  divisant  l'égalité  (2)  par  x,  on  obtient 


il  en  résulte 


x  x         #î 


c  =  lim-  5     pour     x  -—  ±  00.  (3) 

x 


Ainsi,  le  coefficient  angulaire  d'une  asymptote  est  la  limite 
vers  laquelle  tend  le  rapport  de  l'ordonnée  de  la  courbe  a 
i abscisse,  lorsque  les  deux  coordonnées  croissent  indéfiniment 
en  valeur  absolue. 
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De  l'équation  (2',  on  déduit 

d  =  y  —  ex  —  Y  ; 

si  l'on  fait  croître  indéfiniment  la  valeur  absolue  de  a,  il  vient 

d  =  lim  (y —  g»),     pour     x  =  ±  oo. 

Par  suite,  l'ordonnée  à  l'origine  d'une  asymptote,  de  coeffi- 
cient angulaire  c,  est  la  l imite  de  y  —  ex,  lorsque  les  coordon- 
nées x,  y  d'un  point  de  lu  courbe  croissent  indéfiniment. 

Exemple.  —  y  -  x  siu-  • 

r  X 

La  courbe,  déjà  considérée  ci-dessus  (78).  n'a  pas  d'asymptote 
parallèle  à  OY.  Le  rapport  :   i  pour  x  =  ±  oo,  a  pour  limite  (): 

il  peut  donc  y  avoir  une  asymptote  parallèle  à  OX.  En  posant 

1  sin  z  . 

a:  =  -j  on  a  y  -  >  pour  a*  =  ±  oo  ou   s  -     0,   on   trouve 

y  =  1.  Donc  la  courbe  a  pour  asymptote  la  droite  y  =  1. 

308.  Asymptotes  des  courbes  algébriques.  —  L  Soit 
F(a\  y)  =  0  l'équation  d'une  courbe,  le  premier  membre  étant 
un  polynôme  entier.  Supposons  qu'en  l'ordonnant  par  rapport 
à  //,  on  obtienne 

yvfM  +  i/p-V,W  -h  •••  +  /!(*>«-  o. 

Si  Ton  écrit 

f0(œ)±lf1(x)  +  ...-\--~fp(x)  =  0, 

y  //p 

on  voit  (pie  l'équation  est  vérifiée  quand  on  pose  f0(x)  —  0,     =  0 

ou  y  =  oo;  donc,  les  asymptotes  parallèles  à  l'axe  OY  ont  pour 
abscisses  les  racines  de  l'équation  f0(x)  =0. 

IL  LTne  asymptote  est  la  limite  d'une  tangente  dont  le  point 
de  contact  s'éloigne  indéfiniment,  ou  la  limite  d'une  sécante 
dont  deux  points  d'intersection  avec  la  courbe  se  transportent 
à  l'infini.  De  là  une  méthode  pour  trouver  les  asymptotes  dos 
courbes  algébriques. 

Par  exemple,  le  folium  de  Descartes,  représenté  par 

aj3  _|_  y*  —  ^xy  =  0, 
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est  coupé  par  la  droite  ayant  pour  équation  y       ex    \    <l,  en  des 
points  dont  les  abscisses  sont  les  racines  de 

{c3  _|_  (cjc    i  df  —  3.v(cj;  -f  rf)  =  0, 
ou  (  1  -f  ç3)*3  -h  3c(cd  —  1U-  -|-  3tf(cd  —  1  Vr   |-  d*    =  0.    • 

Deux  racines  sont  infinies  quand  les  coefficients  de  x3et  de  .v2 
sont  nuls.  Nous  posons  donc 

1    [-  c3  =  0,     cd  —  1       0  ; 

d'où  c  =  —  1,  d  =  —  1,  et  l'asymptote  a  pour  équation 

;/  =  —  x  —  1 . 

C'est  une  asymptote  osculatriee,  parce  qu'elle  coupe  la  courbe 
en  trois  points  situes  à  l'infini. 

III.    Appliquons   cette   méthode    à    l'équation    générale   de 
degré  m  : 

?m(a?,y)    h  ?m-i  (#,y)  -h  ...  +  ?oKj/)  ="  0, 

où  çn  (a*,  y)  désigne  un  polynôme  homogène  de  degré  n. 

Les  abscisses  des  points  où  la  courbe  coupe  la  droite  y=cx-\-d 
sont  données  par 

■±JxyCX  -\-  (1)  -f  ©,„_!(#,  GB  4-rf)  -f  •«.  =0.  (1) 

En  égalant  à  zéro  les  coefficients  de  xm  et  .vm_1,  on  a  deux 
équations  qui  déterminent  les  valeurs  cherchées  de  c  et  r/. 
Les  termes  en  xm  ne  proviennent  que  de  om(x,cx  -\-  d).  Si 

>(.v,//)  =  ft0.Tm  4-  rt^-1//  -I-  a%x^-%y%   h  *.  -f  am>», 

on  trouve  en  remplaçant  y  par  r.v  -f-  d, 

a0x™  4-  a^"-1^  -f-  f/)  4-  %rm-2(c.r  -f  d)2  4-  ...  -f-  ajfix  f  rf)w; 

les  coefficients  de  .vm  et  de  xm~l  sont,  respectivement, 

ctQ  4-  atc  +  a.2c2  -h  •  .   f  rtmcm  =  <pmfl.c); 
(aj  4-  2a2c  -|-  3a3c2  4-  •••  -f  mamC™-1^  =  ?'m(l,cK 

a'm(l,c)   désignant  la  dérivée  de   >,(l,c)   par   rapport  à  c.    Les 

termes    en   .v"1"1    de    (1)    proviennent    de    »,„(#,  r.v    |-  </)   et    de 

om _1(.v,  c.v  4-  (/).    Les   deux  premiers  termes  de  cette  équation 

sont  donc  : 

om(l,c)x*  4-  [<f'm(l, c)d  j-  »m-i(l,c)]xm-1. 
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Par  suite,  pour  trouver  les  asymptotes  on  posera 

310.  Asymptotes  curvilignes.  —  La  discussion  de  l'équation 

d'une  courbe  fait  souvent  connaître  une  courbe  d'espèce  plus 

simple,  asympto tique  de  la  première. 

Par  exemple,  la  courbe 

V         1* 
y  =  A0a-m  -f  A  xx^  -1  +  . . .  -f-  Am_1o;  - 1-  Am  -f-  -"-  -f   -|  -f-  . . .  , 

admet  pour  asymptote  la  courbe 

//  ==  A0o;m  -f  A^-m-1  -f  ...  4-  Am_rx'  H-  A,u. 
Considérons  encore  l'équation 


y-  =  x 


W^J1'  'te-W 


Nous  posons 

.</,  =  ±  v^  +  y/*s  -  ^  y-;  =  ±  y  «  -  y/««- 1- 

Les  valeurs  de  yj  et  y2  sont  réelles  à  partir  de  x  =  1,  et  l'on 
a  2/5  <  y\\  pour  a:  =  1,  y\  =  y\  =  1  ;  pour  x  =  -\-  oo,  y\  diffère 

Fig.  84. 


infiniment  peu  de  x  |-  \  .v2  =  2*v  et  y2  tend  vers  zéro.  On  a  donc 
deux  brandies  BAC,  B'A'C,  qui  sont  asymptotiques  de  l'axe 
OX  et  de  la  parabole  NON'  représentée  par  v2  =  2a*. 

Pour  x  compris  entre  0  et  1,  Vi  et  y2  sont  imaginaires.  Aux 
valeurs  négatives  de  x  correspondent  des  valeurs  imaginaires 
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dey.,;  mais  y,  est  réel.  En  changeant,  pour  plus  de  clarté,  x 
en  —  -Y,  on  a 


y,=  ±\   V/^2  +  4r  — ^; 


X 


il  en  résulte  que  lini  yl  =  0  pour  les  abscisses  négatives,  infini- 
ment grandes.  La  courbe  présente  donc,  du  côté  des  x  néga- 
tifs, deux  branches  infinies  DEF,  D'E'F',  asymptotiques  des 
axes  coordonnés. 

314.  Asymptotes  en  coordonnées  polaires.  —  Soit  PI  l'asymptote 
d'une  branche  infinie  de  courbe  (fig.  85).  Menons  OA  parallèle  et  OP  per- 
pendiculaire à  PU,  et  posons  AOX  =  a,  OP  =  d. 


X 

D'un  point  quelconque  M(r,  9)  de  la  courbe,  menons  MQ  perpendiculaire 
à  OP.  Lorsque  M  s'éloigne  indéfiniment  sur  la  courbe,  OM  se  rapproche 
tant  qu'on  veut  de  OA  :  donc  l'angle  a.  est  une  valeur  de  8  pour  laquelle  r 
devient  infini. 

Dans  le  triangle  rectangle  QOM,  OQ  =  OMshi  MOA;  OQ  ayant  pour 
limite  OP,  on  a 

d  =  lim  [r  sin  (8  —  a)J  =  lim  [r(8  —  a)],     pour      0  ----  a, 

1 


Exemple.  —  r  =  ± 


Vi-tg 


77 

Le  pôle  étant  un  centre  de  symétrie,  il  suffit  de  faire  varier  0  de  — 

à-  •  Pour  8  =  —  -  -f-  £,  r  est  réel   et  a  pour  limite  O  ;  la  courbe  passe 
donc  par  O,  qui  est  même  un  point  d'inflexion  avec  une  tangente  perpen- 

77  77  77 

diculaire  à  l'axe  polaire.  Lorsque  6  croit  de à 1  puis  de  —   à  0,  r 

2         4  4 

croit  constamment   de  0  à     ;  -  >  puis  de     ,     à  1.  r  continue  à  croître  lors- 

)/2  1/2 

que  6  passe  de  0  à  -;  il  est  infini  pour  8  =  -  et   devient   imaginaire  dans 

l'intervalle     -  »  -  1 . 

\4    2J 

La  courbe  admet  une  asymptote  faisant  avec  OX  un  angle  de  45°.  La 
distance  de  cette  droite  au  pôle  est  donnée  par 

sin  (45°  —  8) 
d  =  lim  [r  sin  (8  —  45°)]  =  lim \=  >       pour  0  ^  450. 
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Si  l'on  remplace  l  —  tg0partg*45°  — tg  0 


sin  (-15°  —  0) 


°    '  "°         cos  15°  co«  8 

aisément  lim  rf  =  0.  L'asymptote  passe  donc  par  le  pôle. 
Les  points  d'inflexion  vérifient  l'équation 

sin  40  4-  -1  sin  20  — 3   --  0. 


'  on  trouve 


Exercices  et  notes. 


1.  xy-  —  y2  —  x  ~  0.  Une  brandie  comprise  entre  deux  asymptotes  paral- 
lèles y=  i  1),  et  tangente  à  OY;  deux  autres  branches  situées  en  dehors 
des  mêmes  asymptotes  et  avant  une  asymptote  commune  (x  =  1  . 

2.  xyl  -\-  x-y  =  1.  Axe  de  symétrie  (y  =  x  :  asymptotes  (.v  -—  0,  y  =  0, 
y  =  — x)',  une  branche  comprise  entre  les  asymptotes  OY,  OX;  deux  autres 
branches  ayant  pour  asymptote  commune  la  bissectrice  de  l'angle  XOV  et 
pour  asymptotes  non  communes  OY  ou  OX. 

3.  .v\r-  =  x2  -f-  y'2.  Quatre  branches  hyperboliques  situées  dans  les  angles 
opposés  aux  sommets  d'un  carré  dont  les  côtés  ont  pour  équations  3c=±  L 
/=i  1;  l'origine  est  un  point  isolé. 

Cette  courbe  est  une  kreuzeuroe;  c'est  le  lieu  des  quatrièmes  sommets 
des  rectangles  dont  deux  côtés  sont  les  segments  OA,  OB  déterminés  sur 
deux  diamètres  rectangulaires  OX,  OY  d'une  circonférence  par  une  tan- 

2 
gente  quelconque  AP>.   Equation  polaire  :  r  =     .  ~   ft  ■ 

sin  '.0 

4  x2y2  =  x'2 — y'2.  L'origine  appartient  à  la  courbe  et  est  un  centre: 
c'est  un  point  double  d'inflexion,  ayant  pour  tangentes  les  bissectrices  des 

angles  des  axes:  la  courbe  est  enfermée  entre  deux  asymptotes  parallèles 

y  =  ■  i  • 

Cette  courbe   se   déduit   de   l'hyperbole  équilatère  par  le  procédé  qui 

,    ,    •     ,  t     t^  i^  i    •  4  t-os  2  0 

déduit  du  cercle,  la  Kreuzcurve.  Lutiation  polaire  :  r2=     —  ,„  ,  • 

sin-  2  0 

5.  (x  -  a  y2  =  (y  —  b)x2,  b  >  n  >  0.  Equations  des  asymptotes  :  x  =  a, 

y  =  /).  y      x  -f-  a  —  b:  l'origine  est  un  point  double. 


6  La  spirale  qui  a  pour  équation  r  = 
tote  et  une  droite  asymptote. 


8 

0  —  1 


admet  une  circonférence  asymp- 


7.  r  =      -        •  Quatre  asvmptotes  faisant  l'angle. de  45°  avec  OX  et  dis 

cos  2  0     c  *      l 

tantes  de  O  de  la  quantité  -■  Quatre  branches  ayant  chacune  deux  bras 

infinis. 

L'exercice  7  ne  diffère  pas  essentiellement  de  l'exercice  3. 

cos  2  0 

8.  r  -r   .    strophuïde  i  Déterminer  analvtiquement  1'asvmptoto. 

cos  0 

'.».  Une  droite  a  tourne  uniformément  autour  de  l'un  de  ses  points;  une 
seconde  droite  b  se  meut  avec  une  vitesse  uniforme  parallèlement  à  elle- 
même.  L'intersection  de  ces  droites  décrit  une  courbe,  appelée  quâdratrice 
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de  Dinostrate.  Equation  r=     .     ,  si  à  l'origine  du  mouvement  h  coïncide 
avec  a.  Déterminer  les  asymptotes. 

10.  Une  infinité  de  circonférences  se  touchent  en  un  même  point  ().  On 

prend  sur  chacune  d'elles,  à  partir  de  (),  un  are  OC  de  longueur  constante 

C  décrit  une  courbe  appelée  cochléoïde  ( Equation  :  r       a  '    ft     V 

lia  courbe  passe  un  nombre  indéfini   de   fois  au   point  ().   Elle  n'a  pas 
d'asymptote.  C'est  une  courbe  inocr.se  de  la  quadratrice  de  Dinostrate. 

sin  x    T ,  ,  ,  ,  .»...,. 

11.  y—-  "  Ii  axe  des  x  rencontre  la  courbe  en  une  infinité  de  points 

équidistants.  Les  arcades  successives  ont  même  largeur,  mais  diminuent 
de  hauteur. 

12.  r  =  -  ,„•  Courbe  composée  de  branches  hyperboliques. 

cos  ()  cos  2D  .ii 

13.  xs  —  3xy2  —  1  =  0.  Trois  asymptotes  passant  par  0. 

14.  xy2  —  x  -f-  2y  —  1  =  0.   Deux   asymptotes   parallèles  à    OX  et  une 
troisième  confondue  avec  OV. 

15    y3  —  a-3  —  3.'--  =  0.  Asymptote  y  =  x  —  1. 

1(5.  j/'x  (x  +  1)  —  (x  —  2)2  =  0. 


Courbes  unicursales. 

312.  Une  courbe  est  dite  unicursale  lorsque  les  coordonnées 
(x,  y)  d'un  point  quelconque  de  cette  ligne  peuvent  s'exprimer 
par  des  fonctions  uniformes  d'un  paramètre  /.  Nous  considére- 
rons ici  des  formules 

où  f(t),  fi(t),  ®(t),  '^(t)  désignent  des  polynômes  entiers. 

Xous  supposons  les  fractions  (1)  irréductibles.  En  les  rédui- 
sant au  plus  petit  dénominateur  commun,  nous  écrivons 

y-  fw  *~m'  () 

313.  Asymptotes.  —  Considérons  les  formules  (1).  Soit  t  =  a 
une  racine  de  f\(t)  =  0,  qui  n'appartient  pas  à  l'équation  ox(t)  =  0, 
Pour  t  =  a,  x  est  infini  et  y  a  une  valeur  finie  ;  la  courbe  a  donc 
une  asymptote  parallèle  à  l'axe  OX  et  représentée  par 

v  =  "M  . 
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On  peut  trouver  de  même  les  asymptotes  parallèles  à  l'axe 
des  y. 

Supposons  maintenant 

de  sorte  que 

Ag  =         <?(') 

"    7    -    a)nV:2U)   '        V~       (*  — a)»<p,(tf)   ' 

Pour  t  -^  i,  x  et  ?/  sont  infinis.  Si  /z  —  /;z,  on  a  (308) 

?/         s  (a)/!,  (a) 
c  =  hm*    =  '  ;  ;  -r-  »  pour  ^   -  a; 

_  ca;  =  i(0A (*)*.(«)/(«)  --  A0?*(0t(«)A(»)  . 


Le  numérateur  de  la  dernière  fraction  s'annule,  visiblement, 
pour  /  a;  il  est  donc  divisible  par  /  —  y..  Par  conséquent,  si 
m  =  n  =  1,  r  —  t\\*  tend  vers  une  limite  finie  pour  t  =  a,  et  la 
courbe  admet  une  asymptote  parallèle  à  la  direction  c".  Lorsque 
/iz  >  1,  y  —  c.v  peut  encore  avoir  une  limite  finie;  dans  le  cas 
où  la  limite  de  y  —  ex  est  infinie,  on  dit  que  l'asymptote  se 
transporte  à  l'infini. 

Soit  maintenant  m  >  ;z.   Le  rapport-  ayant  une  limite  nulle 

pour  t  =  a,  la  courbe,  au  premier  abord,  parait  admettre  une 
asymptote  parallèle  à  Taxe  OX  ;  mais  y  étant  infini  pour  t  —  a, 
l'asymptote  est  à  une  distance  infinie. 

L'hypothèse  zzz  <^n  conduit  à  des  conclusions  analogues. 

314.  Points  multiples.  —  Pour  que  la  courbe  ait  un  point 
double,  deux  valeurs  /  =  a,  /  =  (3  doivent  donner  les  mêmes 
valeurs  de  x,  y.  Si  l'on  se  rapporte  aux  formules  (2),  on  trouve 

F(«)        F^ct)       F2(a) 
P(P)        Fap)"F2(P)' 
ou 

F(a)F!(p)  -  F  ftF^a)  =  0,     F(a)F2fp)  -  F(3)F2(a)  =  0,  (3) 

Les  premiers  membres  des  équations  (3)  sont  divisibles  par 
a  —  3;  en  supprimant  ce  facteur,  on  obtient  deux  équations  ser- 
vant à  déterminer  a  et  B. 
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La  discussion  complète  de  ces  équations  l'ait  connaître  aussi 
les  points  singuliers  autres  que  les  points  doubles.  Par  exemple, 
si  une  solution  est  a  =  3,  elle  correspond  à  un  point  de  rebrous- 
sement. 

315.  Tangente.  Point  d'inflexion.  —  Le  coefficient  angulaire 
de  la  tangente  en  un  point  donné  de  la  courbe  a  pour  expression 

dy       F(/-F'2(/)  — F,(/)F'(/i 
doc  "     F(J)F\[t)  —  F\(i\F\t\' 

Pour  trouver  les  points  d'intersection  de  la  courbe  avec  la 

droite 

ax  -f  by  +  c  —  0,  (4) 

nous  remplaçons  .v,  y  par  les  valeurs  (2)  ;  ce  qui  donne 

aP1(0  +  ôP8W  +  cF(0==  0.  (5) 

Les  racines  de  (5)  donnent  les  valeurs  de  t  qui  correspondent 
aux  points  cherchés.  On  en  conclut  que  l'ordre  de  la  courbe  est 
égal  au  degré  le  plus  élevé  des  fonctions  F(/),  F,(f),  F2<7). 

Si  deux  racines  de  l'équation  (5)  sont  égales,  la  droite  devient 
tangente.  La  racine  double  doit  satisfaire  à  l'équation 

aF1^)  +  àF'2(t)  -f-  cF'(ty  --=  0.  (G) 

En  éliminant  t  entre  (5)  et  (0),  on  obtient  la  relation  expri- 
mant que  la  droite  (4)  est  tangente,  ou  Y  équation  tangentielle 
de  la  courbe. 

Si  la  droite  (4)  est  une  tangente  d'inflexion,  trois  racines  de 
l'équation  (5)  sont  égales;  car  une  sécante  menée  par  un  point 
d'inflexion  I  et  faisant  un  angle  infiniment  petit  avec  la  tan- 
gente, rencontre  la  courbe  en  deux  points  infiniment  voisins 
de  T.  Le  paramétre  du  point  d'inflexion  satisfait  donc  aux  équa- 
tions (5),  (())  et 

aF'\(t)  4  bF".2(t)  4  cF\t)  =  0,  (7) 

et  à  celle  qui  résulte  de  l'élimination  de  a,  b,  r,  à  savoir 


p,(0    VM    F(/) 

FJ(0      FiW      F'W 

V';u,      F»(t)      F"(t) 


0. 
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Exercices  et  notes. 


] .  Les  Formules 


a\t-  -f-  bxt  -\-  c 

a/2  -j-  ht  -f  c 


y  = 


a/2  4-  62*  +  c, 
cet2  +  ^  -j-  c 


définissent  une  conique.  Trouver  les  asymptotes  quand  on  a  une  hyper- 
bole, et  la  direction  des  diamètres  quand  on  a  une  parabole.  Un  système 
de  deux  droites  correspond  à  l'existence  d'un  point   double:  ce  qui  exige 


2.  Les  formules 


h 


C 


a 2     £2     c2 

r2 


.>■ 


1-^ 


// 


=  0. 


1  -M* 
1  —  *2 


définissent  une    unicursale,    qui    a   pour   asymptotes  les   droites    x 
y  =  3x  -j-  ^  ;  un  point  de  rebroussement  correspond  à  t  =  0. 
3.  Asymptote,  point  double  et  point  d'inflexion  de  l'unicursale  : 


2' 


t2 


x  = 


*3  —  1 


// 


2*  -  1 
/3— 1 


Réponse  :   Asymptote,   yx:   point  double,  / 
flexion,  '>('  -  3*2  —  2    -0. 


—  2  -f-  i    6  ;  ]>oint  d'in 


CHAPITRE  XVIII. 


ÉTUDE    DE    QUELQUES    COURBES    PARTICULIERES. 


Cycloïde 


316.  Définitions.  -  La  cycloïde  {fig.  86)  est  la  courbe  ABD 
engendrée  par  un  point  M  d'une  circonférence  0  qui  roule,  sans 
glisser,  sur  une  droite  fixe  AX.  Elle  se  compose  d'une  infinité 
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de  branches    arcades)   identiques,    placées  l'une  à   la  suite  de 

Fier.  86. 


l'autre.  La  largeur  AI)  d'une  arcade  ABD  est  égale  à  la  lon- 
gueur de  la  circonférence  mobile;  la  hauteur  CB  est  égale  an 
diamètre  de  cette  ligne. 

Un  point  non  situé  sur  la  circonférence  mobile,  mais  invaria- 
blement lié  à  cette  ligne,  décrit  une  courbe,  qu'on  appelle 
cycloïde  allongée  on  cycloïde  accourcie,  selon  que  le  point  est 
extérieur  ou  intérieur  au  cercle  mobile. 

317.  Equations  de  la  cycloïde.  —  Supposons  qu'à  l'origine 
du  mouvement  le  cercle  mobile  touche  AI)  en  A.  Prenons  ce 
point,  considéré  comme  appartenant  à  la  circonférence,  pour 
point  générateur  de  la  cycloïde,  et  adoptons  pour  axes  AI)  et 
la  perpendiculaire  AY. 

Si  NME  est  une  position  quelconque  du  cercle  générateur,  et 

M  le  point  correspondant  de  la  cycloïde,  l'arc  XM  est  égal  à  la 

droite  XA.  Soit  6  l'angle  NOM;  c'est  l'ongle  dont  le  cercle  0  a 

tourné  autour  de  son  centre  depuis  sa  position  initiale.  Menons 

MP  perpendiculaire  et  MQ  parallèle  à  AI):  les  coordonnées  de 

M  sont 

x  =  AP       AX  —  MQ,     y  ==  MP  =  ON  —  OQ. 

Le  rayon  <)X  étant  représenté  par  n,  l'arc  NM,  et  par  suite 
AX,  a  pour  expression  n<>.  Dans  le  triangle  rectangle  QOM, 

MQ  =  a  sin  0,     OQ  =  a  cos  '). 

Par  conséquent 

x  =  «;0  —  sin  6  ,     y  —  a([  —  cos  0)  (1) 
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Ces  formules  nous  serviront  à  établir  les  propriétés  de  la 
courbe;  0  joue  le  rôle  de  paramètre  variable. 

Pour  avoir  l'équation  en  x  et  v,  il  faut  éliminer  0  entre  les 
égalités  (1).  De  la  seconde,  on  déduit 

eos  8  =  — -  V  ,      sin  6  --=  ±  -  \<W  —  V' ,  (2) 

o  a — y 

6  =  arc  cos ; 

a 

on  a  donc 

x  ---=  a  arc  cos  "'  T  ^2ay  —  .V2-  (3j 

Le  radical  est  pris  avec  le  signe  —  ou  avec  le  signe  -j-,  sui- 
vant que  le  point  appartient  à  la  demi-arcade  montante  AB  ou 
à  la  demi-arcade  descendante  BI);  car  dans  le  premier  cas,  6 
est  compris  entre  0  et  ~  ;  dans  le  second  cas,  entre  -  et  2~. 

318.  Tangente  et  normale.  —  Les  formules  (1)  donnent 

dx  =  a{\  —  cos  6)r/0,     dy  —-  a  sin  8  o?0;  (4) 

d'où 

dy  sin8  2sm-cos2 

^"l-cosïT  .    -e       =  eot-2~^  2  ~2-        (°} 

2  sm2  - 

Soit   E  la  seconde  extrémité  du   diamètre  OX  du  cercle  O. 

L'angle  MEN  =  -  \  MON  =  r>>  6  ;   donc  ME  fait  avec  AD  l'angle 

-       8 
—  - .  On  en  conclut  que  ME  est  la  tangente,  et  MX  la  normale. 

319.  Remarques.  —  I.  £>es  égalités  (4)  et  (2),  on  conclut 

dit  sin  0  *  /2a — y  .  ?/f/«/         .  ,_. 

ûfcc        1  —  cos 6        V       y  \  2ai/ —  i/' 

telle  est  V équation  différentielle  de  la  cycloïde,  que  l'on  ren- 
contre dans  plusieurs  questions  de  mécanique  rationnelle. 

II.  On  appelle  roulette  la  courbe  engendrée  par  un  point  M 
invariablement  lié  à  une  ligne  A  qui  roule  sans  glisser  sur  une 
ligne  fixe  A'.  La  cycloïde  est  évidemment  une  roulette. 
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Dans  toute  roulette,  In  normale  passe  par  le  point  de  contact 
de  la  ligne  mobile  avec  la  ligne  fixe.  En  effet,  soient  KÂBCD. . ., 
Iv'A.KO'D...  deux  polygones  inscrits  à  A  et  A',  et  ayant  leurs 
côtés  égaux  deux  à  deux  (flg.  83).  Faisons  rouler  ces  polygones 

Fig.  87. 


l'un  sur  l'autre  :  le  point  M  décrira  d'abord  un  arc  de  cercle 
MM',  ayant  pour  centre  Bet  dont  l'angle  au  centre  MBM'=CBC; 
il  décrira  ensuite  un  arc  de  cercle  M'M"  ayant  pour  centre  le 
point  Cf;  et  ainsi  de  suite.  Si  l'on  passe  à  la  limite  en  faisant 
tendre  vers  zéro  les  côtés  des  deux  polygones,  on  voit  que  BM 
est  la  normale  à  la  roulette,  au  moment  où  les  deux  courbes 
A,  A'  se  touchent  en  B. 

En   appliquant  ce  théorème  à   la    eycloïde,   on   retrouve   la 
propriété  établie  ci-dessus  (318)  par  le  calcul. 

320.  Arc  de  eycloïde.  —  Les  formules  (4)  donnent 

ds2  =  a2  [(1  —  cos  0)2  +  sin2  b]  tfô2  =  2a~  (1  —  cos  0)efô2  =  Au2  sin2  -  db2  ; 


011  en  déduit 


ds 


2a  sin  -  r/0, 


a) 


Soit  s  l'arc  MB;  nous  aurons 


2a  si  n  -  db  =  Aa 


~  cos  » 

-Je 


==  Aa  cos 


Or,  dans  le  triangle  rectangle  MEN,EM  =  EN"  cos  E=2a  cos-; 

donc  :  l'arc  de  eycloïde,  compté  depuis  le  sommet  B,  est  double 
de  la  corde  correspondante  EM  du  cercle  générateur. 


XKUBERG,  An.  inf.t  1 


20 
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L'arcade  ABD  a  pour  longueur  le  quadruple  du  diamètre  du 

cercle  générateur. 

321.  Quadrature.  —  Cherchons  Taire  D  comprise  entre  l'arc 
BM,  la  tangente  en  B  et  la  perpendiculaire  MQ'  abaissée  de  M 
sur  BE.  Si  X,  Y  sont  les  coordonnées  de  M  par  rapport  aux 
axes  BE,  BC,  les  formules  (1)  donnent 

X  =    A(  !  —  AP  =  -a  —  a(0       sin  0)  =  a{~  —  0  +  sin  6  , 
Y  =  BC  —  MP  =  2a  —a({—  cos  8)  =  a(\  -f  cos  0  ; 

d'où,  en  posant  o  =  MOE  =  it  —  6  : 

X  =  a(cp  -f  sin  cp),     Y  =  «(1  —  cos  ©); 
dU  =  Y<7X  =  a2(l  —  cos  cp)  (L  +  cos  ©)o??  =  a-  sin2  cptf<p; 


L  =  —  I    (1  —  cos2<c  c?»  ==  -   I 

o  o 


rf®  — 


cos2e.2eft 


9 


sin  2o" 

9 


=     û2îd a-  sin  2œ. 

)  4 


Mais  ~  a2co  est  l'aire  du  secteur  circulaire  MOE  et 


;  a2  sin  2œ  =  «  </  sin  co  .a  cos 
4  '       2 


1 


MQ.OQ  =  — QMQ; 


par  suite,  faire  U  es/  égale  à  celle  du  segment  circulaire  EQ,M, 
compris  entre  les  droites  Q,E,  QM  et  l'arc  de  cercle  EM. 

En  particulier,  l'aire  BMAIB  est  égale  à  celle  du  demi- 
cercle  EMN  ou  à  -  ~ir  ;  l'aire  AMBC  est  donc  égale  au  rectangle 
ACBI,  diminué  du  triangle  curviligne  B.MAI  ou  égale  à 

1  '  8 

et  /'az'/v  entière  AMBDA  pazz^  trois  fois  celle  du  cercle  généra- 
teur. 

325.  Rayon  de  courbure.  —  Dans  la  formule  R=^  ,  rem- 
plaçons  ds  par  la  valeur  (7)  et  a  par  ~  —  0  ;  il  vient 

G 


K 


1(7  SI  11 
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Le  signe  —  indique  que  la  courbe  tourne  sa  concavité  vers 
le  bas. 

La  normale  MN  =  EN  sin  E       :hi  sin     ;  donc   :   le  rayon   de 

courbure  de  la  cycloïde  est  double  du  segment  de  lu  normale 
compris  entre  la  courbe  et  la  buse. 

326.  Développée.  —  Prolongeons  MX  de  NM'        MX  (fig.86)  : 

M'  est  le  centre  de  courbure  de  la  cycloïde  au  point  M.  Décri- 
vons le  cercle  ()'  symétrique  du  cercle  O  par  rapport  à  N;  il 
passe  par  M'  et  l'arc  MX  =  NM'.  Si  l'on  mène  A'C'  parallèle  à 
CA  et  passant  par  le  point  A',  symétrique  de  B  par  rapport  à 
C,  cette  droite  touche  le  cercle  O'  au  point  Nf  situe  sur  le  dia- 
mètre NO',  et  l'on  a 

A'N'  =  CN  =  CA  —  AN  =  N'M'M  —  M'N  =  arc  N'M'. 

Il  en  résulte  que  M'  appartient  à  une  cycloïde  A'M'A,  engen- 
drée par  un  cercle  0'  égal  au  premier  cercle  O  et  roulant  sur  la 
droite  A'C;  A'  est  un  point  de  rebroussement,  et  A  un  sommet 
de  cette  seconde  cycloïde. 

La  développée  de  l'arcade  ABD  se  compose  de  deux  demi- 
arcades  AM'A',  A'M"D,  placées  comme  l'indique  la  figure. 

327.  Cycloïde  allongée  ou  accourcie.  —  Prenons  sur  le 
rayon  OM  (flg.  80)  un  point  m  (*),  que  nous  supposons  entraîné 
par  le  cercle  O  roulant  sur  AI);  ce  point  décrit  une  cycloïde 
allongée  ou  accourcie,  suivant  qu'il  est  extérieur  ou  intérieur 
au  cercle  mobile. 

Soient;;,  q  les  projections  de  m  sur  AD  et  NE;  les  coordon- 
nées de  m  sont 

x  =  Ap  =  AN  —  mq,     y  =  mp  =  ON  —  Oq. 

Le  triangle  Omq  donne  mq  =  b  sin  0,  Oq  --—  b  cos  0,  b  dési- 
gnant la  distance  Om  ;  les  équations  de  la  courbe  sont  donc 

oc  =  ai)  —  b  sin  0,     y  =  a  —  b  cos  0. 

Si  l'on  élimine  0,  on  trouve 

x  =  a  arc  cos  =p  y  b~  —  (a  —  ?/)-. 


(*)  Les  lettres  m, p,  q  ne  sont  pas  marquées  sur  la  figure. 
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Exercices  et  notes. 

1.  Un  point  A  d'une  droite  AB  parcourt  uniformément  une  droite  fixe 
LZ,  pendant  que  AB  tourne  uniformément  autour  de  A  ;  soit  .-*  le  rapport 
constant  entre  le  chemin  que  parcourt  A  et  l'angle  dont  AB  tourne  dans 
le  même  temps  *).  Si  l'on  prend  sur  AB  les  distances  AM  =  AM'  —  a,  les 
points  M  et  M'  décrivent  des  cvcloïdes  :  les  autres  points  de  AB  décrivent 
des  cvcloïdes  allongées  ou  accourcies  suivant  qu'ils  sont  extérieurs  ou 
intérieurs  au  segment  MM'  :  la  droite  AB  roule  sur  une  cycloïde  dont  le 
cercle  générateur  a  pour  rayon  lu. 

Cette  proposition  résulte  immédiatement  des  conditions  de  mouvement 
des  droites  OM,  KM  {fig.  86).  Le  point  O  décrit  une  droite  LZ  parallèle  à 
AX  et  il  existe  un  rapport  constant  u  entre  le  chemin  parcouru  par  (>  et 
l'angle  dont  OM  a  tourné  depuis  la  position  initiale  AN  aQ);  le  point  K 
décrit  une  droite  parallèle  à  AX,  et  la  rotation  de  KM  est  la  moitié  de 
relie  de  OM. 

2.  Conclure  du  théorème  précédent  que  la  développée  d'une  cycloïde  est 
une  cycloïde  égale  à  la  première. 

Les  points  K,  X  (fig".  86)  ont  la  même  vitesse  sur  les  droites  1B,  AC,  et 
les  droites  KM,  XM  tournent  de  quantités  égales. 
.">.  Le  rayon  OM  [fig.  86)  enveloppe  une  cycloïde  dont  le  cercle  générateur 

a  pour  rayon  -  OM. 

A.  On  porte  sur  la  tangente  EM  une  longueur  constante  Eh;  le  point  u 
décrit  une  cycloïde  allongée  ou  accourcie.  Dans  quel  cas  obtient-on  une 
cycloïde  ordinaire  ? 

5.  Sur  la  normale  XM  {fig.  86),  on  prend  une  longueur  constante  Nn;  le 
point  n  décrit  une  cycloïde  ordinaire,  allongée  ou  accourcie. 

(i.  Les  droites  qui  coupent  une  cycloïde  sous  un  angle  constant  enve- 
loppent une  cycloïde  égale  à  la  première. 

Menons  une  droite  Me  faisant  avec  MK  {fig.  86)  un  angle  constant  et  ren- 
contrant la  circonférence  0  en  e;  l'arc  Ee  étant  constant,  e  décrit  une 
parallèle  à  AC,  et  on  peut  appliquer  l'exercice  1. 

7.  Le  point  qui  divise  dans  un  rapport  constant  la  normale  XM  {fig.  86  . 
engendre  une  cycloïde. 

Soient  Y,  V  des  points  divisant  NO,  NM  dans  un  rapport  constant; 
l'exercice  1  est  applicable  à  la  droite  VV. 

S.  Le  lieu  des  sommets  des  triangles  S'MN,  semblables  à  un  triangle 
donné  et  construits  sur  les  normales  MN,  est  une  cycloïde. 

Construisons  le  triangle  SON  semblable  à  S'MN;  les  triangles  S'NS,  MNO 
seront  semblables.  Appliquer  l'exercice  1  à  la  droite  S'S. 

9.  Le  lieu  du  sommet  d'un  angle  droit  circonscrit  à  une  cycloïde  est  une 
cycloïde  égale. 

Supposons  que  deux  tangentes  rectangulaires  d'une  même  arcade  {fig.  86) 


(*)  Par  un  point  fixe  O,  on  mène  une  droite  OU  parallèle  à  AB  et  égale 
à  l'unité.  L'angle  dont  AB  tourne  pour  passer  d'une  position  à  une  autre, 
a  pour  mesure  l'arc  correspondant  décrit  par  U. 


—  309  — 

rencontrent  IB  en  E,  Ë]  :  on  a  IE  aQ,  IE]  aOi,  <l  <>u  l'on  déduit  que  EE, 
a  une  longueur  constanle.  Soient  R  le  ]>oint  de  rencontre  des  deux  tan- 
gentes, E.  le  milieu  de  Ejl'L  :  RE.2=  I^K..  L'exercice  1  est  applicable  a  la 
droite  KAi. 

10.  Le  lieu  du  sommet  d'un  angle  constant  circonscrit  a  une  cycloïde  est 
une  cycloïde. 

Si  les  notations  sont  celles  de   l'exercice  9,  le  centre  Oi  du  cercle  cir 
conscrit  au  triangle  REEj  décrit   une  droite,  et  le  rayon  a  une  longueur 
constante.  L'exercice  1  est  applicable  à  la  droite  O^R. 

11.  On  porte  sur  les  ordonnées  d'une  circonférence,  à  partir  de  cette 
courbe,  une  longueur  égale  à  l'arc  de  la  circonférence,  compris  entre  un 
point  fixe  et  l'extrémité  de  l'ordonnée  :  l'extrémité  de  cette  longueur  décrit 
une  cycloïde. 

12.  Si  l'on  porte  sur  l'ordonnée  voir  ex.  llj,  à  partir  de  l'axe  des  x  une 
longueur  égale  à  l'arc,  on  obtient  une  courbe  appelée  compagne  de  la 
cycloïde  et  ayant  de  l'analogie  avec  la  sinusoïde. 

13.  Une  droite  AB  se  meut  de  manière  que  le  point  A  décrive  une  droite 
fixe  LZ  et  qu'entre  la  distance  LA  =  z  et  l'angle  BAZ  =  0  on  ait  la  relation 

z  =  a  6  -f  h. 

Démontre/  que  AI>  enveloppe  une  cycloïde.  (Voir  exercice  1. 

14.  Quand  une  cycloïde  roule  sur  une  droite,  le  centre  de  courbure,  cor- 
respondant au  point  de  contact,  se  trouve  sur  une  circonférence  fixe. 

Car,  si  l'are  BA  roule  sur  BE  {fig.  86),  le  point  M  prendra  une  position 
dont  les  coordonnées  par  rapport  aux  axes  BL,  BC  .sont  égales  à  l'arc 
KM  =  2EM  et  MM'  =  2ME. 

Epicycloïde. 
325.  Définition.  —  On  appelle  epicycloïde  (fig'>  88)  la  courbe 

Fig.  88.  Fig.  8g. 


engendrée  par  un  point  M  d'une  circonférence  O' qui  roule  sans 
glisser,  extérieurement,  sur  une  circonférence  fixe  O. 
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Supposons  qu'à  l'origine  du  mouvement  les  circonférences  se 
touchent  en  A;  prenons  ce  point  (considéré  comme  fixe  sur  la 
circonférence  0')  pour  point  générateur  de  l'épicycloïde.  Si  M 
est  une  position  quelconque  de  ce  point,  et  X  le  point  de  contact 
des  deux  cercles,  les  arcs  NM,  XA  sont  nécessairement  égaux. 

Lorsque  le  point  générateur  coïncide  de  nouveau  avec  le  point 
de  contact  des  deux  cercles,  il  a  décrit  une  arcade  de  l'épicy- 
cloïde.   Le    cercle   (V    continuant    son    mouvement,    M    décrit 

d'autres  arcades  égales  à  la  première. 

P 

Soient  R,  R'  les  rayons  OX,   O'X;  le  rapport     ,  s'appelle  le 

module  de  V  épicycloïde.  S'il  a  une  valeur  commensurable,  égale 

à  la  fraction  irréductible     >  i>  l'ois  le  périmètre  de  la  circonfé- 

(j 

rence  O'  égalent  q  fois  celui  de  la  circonférence  O  ;  donc,  si  la 
circonférence  mobile  se  déroule  /)  fois  sur  la  circonférence  fixe, 
elle  fait  aussi  q  fois  le  tour  de  la  courbe  fixe,  et  le  point  géné- 
rateur revient  à  la  position  initiale.  Autrement  dit,  l'épicycloïde 
présente  p  arcades  distinctes,  que  l'on  rencontre  en  parcourant 
q  fois  la  circonférence  O.  Dans  ce  cas  elle  est  algébrique. 

La  figure  89  correspond  au  module  3  :  la  circonférence  fixe 
étant  ACE  et  la  circonférence  mobile,  AMX,  l'épicycloïde  est 
composée  de  trois  arcades  ABC,  CDE,  EFA. 

Si  le  module  est  incommensurable,  le  point  générateur  ne 
revient  jamais  à  sa  position  initiale;  le  nombre  des  arcades  est 
indéfini  et  la  courbe  est  transcendante. 

Un  point  M',  invariablement  lié  au  cercle  O',  décrit  une  courbe, 
qu'on  appelle  épicycloïde  allongée  ou  épicycloïde  accourcie,  sui- 
vant que  M'  est  extérieur  ou  intérieur  au  cercle  O'. 

326.  Equations  de  l'épicycloïde.  —  Prenons  pour  axes  OA 

et  la  perpendiculaire  OY,  Soient  a,  a'  les  angles  XOA.  NO'M; 
l'égalité  des  arcs  NA,  NM  donne 

Roc  =  R'a\ 

Construisons  les  coordonnées  A'  =  OI\  y  =  MP  du  point  M, 
et  menons  O'Q  perpendiculaire  sur  OA,  ML  parallèle  à  OA. 
L'angle  O'ML  étant  égal  à  -  —  (a  -f-  a'),  on  trouve  aisément 

x  =  OQ  -f-  LM  =  (R    I-  R')  cos  a  —  {{'  cos  (a  -f  *),  ) 
y  =_  o'q  _  o'L  =;  (R  -f  R')  sin  a  -  R'  sin  (a  +  a'),   i 
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De  la  relation  Roc  =  RY,  on  lire 

R  a' 

W     "    «     "W- 

m  est  le  module.  Remplaçant  R  par  in\V  et  x'  par////,  on  obtient 

x        R'[(m  4-  1)  eos  a  —  eos  (m  -f-  1)  a],    ) 
y  =  \V[(m  -j-  1)  sin  a  —  sin  (m  -|-  1)  "A-   * 

Telles  sont  les  formules  qui  nous  serviront  à  étudier  l'épie v- 
cloïde;  a  joue  le  rôle  de  paramètre  variable.  Si  m  est  commen- 
surable,  on  peut  éliminer  a,  et  la  courbe  est  algébrique. 

327.  Tangente  et  normale.  —  Les  égalités  (2)  donnent 

dx  =  (m  -\-  \)\V[ —  sin  a  4-  sin  (m  -f-  l)a]o?a,   j 
r///  =  (m  4-  l)R'[c©s  a  —  eos  (m  -f-  l)a]o?a;      ^ 

il  en  résulte 

(h/        eos  a  —  eos  (m  4-  l)a  (m  -|-  2N;«  /  a' 


afo?       —  sin  a  -f-  sin  (m  -f-  l)a  2  &  \  2 

Par   conséquent,   la  tangente  à  la  courbe   fait   avec  OX   un 

Y 
angle  égal  à  «-+«.    Soit  E   la  seconde  extrémité  du  diamètre 

NO'  du  cercle  ()';  comme  OEM    -.^XO'M  ==  .//,  l'angle  de  EM 

a' 
avec  OX  vaut  0  -f  a.    Doue  EM  est  la  tangente,  et  MN  est  la 

normale  à  l'épicycloïde.  C'est  ce  qui  résulte  aussi  de  la  propriété 
générale  des  roulettes.  (319,  II). 

327.  Rectification.  —  On  déduit,  des  formules  (3), 
ds2  =  <u~  +  <hf-  =  (m  +  1)2R'2[2—  2cosma]^, 

ds  =  2(77i  -f  1)R'  sin  "^  doi.  (4) 

Or 

Ç  .     ma    ,         2  f  .     ma    _/ma\  2  ma. 

sin   >,    à  =  -   sin    -    a|     0  =       eos         » 

J  2  mj  2       \  2  y  m  2 

donc  si  l'arc  s  commence  au  point  A,  où  a  =  0,  on  a 


,  -   i"l  +  1\v 


m 


mala  y//  -f-  1       ,  m» 

—  eos    -         =  4  Pv      1  —  eos 

2     o  w 


8(m  +  i)K,sin2«: 

m  4 
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Une  arcade  correspond  à  -/    -  2~  ;  elle  a  donc  pour  longueur 

8(m4-l)E,==8(B-fB')E, 


m 


R 


329.  Quadrature.   —   Soit  u  l'aire  du  secteur  compris  entre 
les  rayons  OA,  OM  et  l'arc  A  M  de  l'épicycloïde.  On  a  (211) 


du  =  -  [xdy  —  ydx). 
Remplaçant  x,  y,  dx  et  dy  par  les  valeurs  (2)  et  (.3),  on  obtient 
du  =  -(m  -f-  1)  [m  -f  2)R'2  1  -  cos  ma)rfa. 


Or,  (1  —  cos  mz)dct  =  a 

on  en  conclut 

1 


1 


sin  //?a 


//? 


a 


sin  a 

iv 


u-    i(m+l)(m  +  2)Ii'2 


a'         sill  a'    a' 

///  y//         q 


Si  le  secteur  a  pour  base  la  première  arcade,  on  a  y.'  =  2~,  et 


u  =  ~\l  - 


(rn  4.  i)(^  4.  2) 


Retranchons-en  le  secteur  correspondant  (*j  du  cercle  O  ; 
nous  aurons  pour  Taire  comprise  entre  une  arcade  et  la  circon- 
férence O  : 

Jm+l)(m    h  2)  3m  +  2 

".  Iv   *  —    ■■J/llv       —    ..  Iv    - . 


W2 


m 


La  cycloïde  est  une  épicycloïde  dans  laquelle  le  cercle  fixe  a 
un  rayon  infini  ou  dont  le  module  est  infini;  l'aire  comprise 
entre  une  arcade  de  cycloïde  et  sa  base  résulte  donc  de  celle 
que  nous  venons  de  calculer,  si  l'on  l'ait  m  00.  On  retrouve 
ainsi  3tcU'-  (321). 

330.  Rayon  de  courbure.   —    La  tangente  taisant  avec  OX 

.,  m  4-  2     .,       ,     ,  .  L,     lvm  +  2, 

1  angle    —* —  a,  1  angle  de  contingence  est  égal  a      0       a  a  ;  ds  est 


(*)  L'arc  de  ce  secteur  est  égal   au  périmètre  de  la   circonférence  O' 

i> 
l'aire  du  secteur  est  donc  t?~R'.    _       -mH'2. 


OU    il 


/*  =■= 


donné  par  la  formule  (4).  Par  suite,  si  /•  est  le  rayon  de  courbure, 

4 (m   |-  n  n,         ma       m;    h  R'J  „,    .     *' 
ST+2     llS1D    2    ^    R    (-2R'    R   ^T 

Cette  formule  conduit  à  la  construction  du  centre  de  courbure. 
due  à  Savary.  Appelons  n  la  longueur  de  la  normale  \M  ;  on  a 

n  =  NEsinNEM    =  2R' sin  " -, 

et  l'égalité  (5)  prend  la  forme 

2R(  +  R')  2R'  +  2R  Un 

r==    R   f2R'   "         2R'  +  R    "  ~~~  "  +  R -f  2Rr 

Soient  V  la  seconde  extrémité  du  diamètre  MO',  et  w  le  point 
de  rencontre  des  droites  MN,  OV  :  w  est  le  centre  de  courbure 
au  point  M.  En  effet,  dans  les  triangles  semblables  ONu>,  OEV  : 

Nw        ON         _,    ,      _,  Un 

m        OK'      d°U     Nw=  R    !   2R': 
donc  Mw  =  r. 

331.  Développée.  —  V  décrit  une  épicycloïde  égale  à  celle 
que  décrit  M.  Le  rapport  Ow  :  OV  étant  constant,  w  se  meut 
sur  une  épicycloïde  semblable  à  celle  que  parcourt  V.  Les  rayons 
du  cercle  fixe  et  du  cercle  mobile  qui  correspondent  à  la  déve- 
loppée, sont 

R        P  0w  &  R,        R,  0«  RR' 

1  "      OV        R    h2R'  '      lv>       lv   oV        R  +  2R'  * 

La  figure  89  donne  une  épicycloïde  ABCD  et  sa  développée 
AGCIÏ... 

332.  Epicycloïdes  particulières. 

1°  m  =  1  {ftg\  (jo).    Lorsque  les  cercles  (),  ()'  sont  égaux,   le 

Fi  g.  go.  Fig.  gi. 

E1 


point  M  décrit  une  cardioïde  (181).    En  effet,  les  arcs  \À,  XM 
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étant  égaux,  les  points  A,  M  sont  symétriques  par  rapport  à  la 
tangente  commune  NT;  soit  T  le  milieu  de  AM.  Si  P  est  le 
point  où  AM  rencontre  la  circonférence  décrite  sur  OA  comme 
diamètre,  la  figure  OXTP  est  un  rectangle  ;  doncTP  =  ON  =  OA. 
On  conclut  de  là  que  le  point  T  décrit  une  cardioïde  ayant  pour 
pôle  le  point  A,  pour  circonférence  directrice  la  circonférence 
OPA.  Or,  les  points  T  et  M.  décrivent  des  courbes  semblables, 
etc.  (*). 

Décrivons  une  circonférence  du  centre  O  avec  le  rayon  OE. 
La  cardioïde  est  la  caustique  par  réflexion  de  cette  circonfé- 
rence par  rapport  au  point  S;  car  les  angles  OES,  OEM  étant 
égaux  comme  moitiés  des  angles  égaux  EO A,  OO'M,  le  rayon 
lumineux  SE  se  réfléchit  suivant  la  droite  EM,  qui  touche  la 
cardioïde  en  M. 

2°  m  =  2  (fig.  9i).  L'épicycloïde  comprend  deux  arcades,  ("est 
la  caustique  par  réflexion  de  la  circonférence  décrite  du  centre 
O  avec  le  rayon  OE,  les  rayons  lumineux  étant  parallèles  à  OA. 
En  effet,  puisque  a'  =  2a,  l'angle  OEM  —  EOA;  donc  un  rayon  EE. 
parallèle  à  OA,  est  réfléchi  par  la  circonférence  EE' suivant  EM. 

Hypocycloïde. 


333.   Définition  et  équations.  —  Lorsqu'une  circonférence  O 
roule  intérieurement    sur    une    circonférence   fixe   O    (**)   tout 

Fier.  9a. 


point  M  de  la  première  ligne  décrit  une  courbe  appelée  hypo- 
cycloïde (fig.  $2). 


(*)  Le  lieu  de  T  est  la  podaire  de  lu  circonférence  AN  par  rapport  au 
point  A. 

(**)  Le  cercle  mobile  est  supposé  plus  petit  (pie  le  rende  fixe.  Lorsqu'il 
est  plus  grand,  la  courbe  engendrée  par  l'un  de  ses  pointsest  souvent 
appelée  péricycloïde ;  elle  peut  être  considérée  comme  une  epicycloïde 
(voir  ]>.  318,  ex.  G). 
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Les  notations  étant  celles  du  §328,  on  a  Ra       RV,  et 

.7;  _-_,  (R  _  R')  cos  a  -f-  R'  cOS(a'  —  a), 

y  =  (R  —  R')  sin  a—  R'  siny  —  a); 
équations  qu'on  peut  remplacer  par  celles-ci  : 

x  =  (m  —  1)  R'  cos  a  - 1-  R'  cos(m  —  1  la, 
?/  =  (m  —  1  )  R'  sin  a  —  R'  sin(m  —  l)a. 

Ces  formules  se  déduisent  de  celles  de  l'épicycloïde  par  le 
changement  de  m  et  R'  en  —  m  et  —  R\ 

334.  Hypocycloïde  rectiligne.  —  Si  m  ==  2,  la  dernière  équa- 
tion se  réduit  à  y  =  0;  doue  l'hypocyeloïde  (//£'.  o3)  se  réduit  à 
un  diamètre  A  A'  du  cercle  fixe. 

Pour  démontrer  directement  ce  résultat,  soient  ()'  une  posi- 


Fig.  ()3. 


Fù 


!H 


A* 


/       p/ 

\g> 

\K 

1              0 

yiil 

tion  quelconque  de  la  circonférence  mobile,  X  son  point  de 
contact  avec  la  circonférence  fixe  O,  M  le  point  où  elle  ren- 
contre le  diamètre  OA  qui  passe  par  la  position  initiale  du 
point  générateur.  Les  angles  NOM,  XO'M,  qui  sous-tendent  le 
même  arc  XM,  sont  dans  le  rapport  1:2;  on  en  déduit  que  les 
arcs  XA,  NM  sont  égaux.   Donc  M  appartient  à  l'hypocycloïde. 

Un  point  quelconque  m,  invariablement  lié  au  cercle  O',  décrit 
une  ellipse.  En  effet,  soit  MP  le  diamètre  passant  par  m.  Les 
points  M,  P,  dans  le  roulement  du  cercle  O',  décrivent  les 
diamètres  A  A',  BB'  du  cercle  fixe;  MP  conservant  une  long- 
gueur  constante,  le  point  m  décrit  une  ellipse  dont  les  axes 
sont  dirigés  suivant  A  A',  BB'  et  ont  pour  longueurs  2ni  M, 
2/nP. 
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335.  Hypocycloïde  à  trois  rebroussements.  [Fig.  &£).       si 
Ton  fait  m  —  3,  les  équations  du  §  333  prennent  la  forme 

.'•  =  R/(2  cos  a  -f-  cos  2a),     y  =  R'(2  sin  a  -j-  sin  2a  . 

En  éliminant  a,  on  trouve 

.v2)2  +  SK'x(3i/-  -  .*•-)  -f  18R'2(#2    h  y2)  -  27K'4       0. 

Quand  on  prend  pour  triangle  de  référence  celui  qui  a  pour 
sommets  les  trois  rebroussements,  l'équation  en  coordonnées 

normales  est 


\  :  ±  V*±  v 


0,    ou    Sa-2^2  —  2;rys2#  =  0.; 


et  l'équation  en  coordonnées  tangentielles, 


V«  +  VP+Vy=0,      ou      (a  +  p  +  Y)3_27a|3 


0. 


Cette  courbe  jouit  de  nombreuses  propriétés,  signalées  par 
Steiner,  Ferrers  et  Cremona.  Elle  est  l'enveloppe  de  la  droite 
qui  joint  les  projections  d'un  point  quelconque  M  d'une  circon- 
férence sur  les  côtés  d'un  triangle  fixe  inscrit  ABC;  cette  droite 
est  la  tangente  au  sommet  de  la  parabole  inscrite  au  triangle 
ABC  qui  a  pour  foyer  le  point  M. 

336.  Hypocycloïde  à  quatre  rebroussements  ou  astroïde 
(fig-  95). 


FL 


<)>. 


Fig.  ()C>. 


Lorsque  m  =  4,  les  équations  du  §  333  deviennent 

x  =  H\3  cos  »     -  cos  3a)  =   1R'  cos"  y.  =  R  cos3  a 


y 


R'(3  sin  a  —  sin  3a)        JK'  sin:;  y.  =  R  sin:;  y.; 
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on  en  déduit  facilement 

2  2  2_ 

x*    |   y*  =  IV. 

La  tangente  KM  (293;  jouit  d'une  propriété  remarquable  :  le 
segment  KT  intercepté  entre  les  diamètres  rectangulaires  0A, 
0B  du  cercle  fixe  est  égal  à  0A.  En  effet,  les  angles  \()A,  XO'M 
étant  toujours  désignés  par  a,  af,  on  a  a'  =  4a;  l'angle  NET, 
moitié  de  l'angle  NO'M  est  donc  égal  à  <>a;  comme  il  est  la 
somme  des  angles  EOT  et  ETO,  ceux-ci  sont  égaux  entre  eux, 
et  le  triangle  EOT  est  isocèle.  On  a  doue  KO  EN  ET;  par 
suite  l'angle  OTN  est  droit.  Le  triangle  OKT  étant  rectangle  et 
EO  étant  égal  à  ET,  on  a  aussi  EO    =  EK.  Doue  TK  =  20E=  ON. 

La  figure  92  donne  une  astroïde  AMBCD  et  sa  développée 
AEBFCGDHA. 

Remarque.  —  En  comparant  les  équations  de  l'astroïde  et  de 
la  développée  de  l'ellipse,  on  voit  que  la  seconde  courbe  se 
déduit  de  l'autre  en  modifiant  les  ordonnées  dans  un  rapport 
constant. 

Exercices    et   notes. 

].  Un  point  G  d'une  droite  ;j.  parcourt  uniformément  une  circonférence, 
de  centre  ()  et  de  rayon  r  :  en  même  temps  cette  droite  tourne  uniforme 
ment  autour  de  G.    Démontrer  (pie  les  points  de  ;j-  parcourent  des  epicy- 
cloïdes, allongées  ou  accourcies,  et  que  \>.  enveloppe  une  épicycloïde. 

D'une  manière  plus  précise,  si  les  angles  y.,  (3  de  <)G  et  <,.  avec  un  axe 
fixe  vérifient  constamment  la  relation 

?   =  na    l  y, 

deux  points  de  u  décrivent  des  epicycloïdes  de  module  n  —  1  ;   les  autres, 
des  epicycloïdes  allongées  ou   accourcies,    dans   lesquelles   le  rayon   du 

cercle  mobile  est     •  La   droite    \}-  roule    sur    une    enievcloïde    de    module 
n 

2(n  —  li,  le  rayon  du  cercle  mobile  étant  égal  à0 

Ce  théorème  résulte  du  mouvement  des  droites  O'M.  KM  325,  333. 
Si  le  module  est  négatif,  les  epicycloïdes  sont  remplacées  par'  des 
hypocycloïdes. 

i*.  Conclure  du  théorème  précédent  (pie  tout  diamètre  d'un  cercle  rou 
lant  sur  un  autre  cercle  enveloppe  une  épicycloïde,  et  (pie  la  développée 
d'une  épicycloïde  est  une  épicycloïde  de  même  module. 

:}.  Deux  points  G,  II  se  meuvent  avec  des  vitesses  constantes  sur  une 
même  circonférence,  de  centre  0  et  de  rayon  /•;  autrement  dit,  les  angles 
y-,  (3  des  rayons  OG,  OU  avec  un  axe  fixe  vérifient  constamment  une  rela- 
tion de  la  forme 

?  =  «oc  +  y. 
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On  prend  sur  la  droite  GlI  les  segments  GM  ~  GM' —  -  ,  et  les  seg- 

2nr 
ments  UN  =  UN'  —       ,    ,  :  les  points  M,  M'  engendrent  des  épieveloïdes  de 

n  -f-  1 

module       —   >  et  les  points  X,  N'.  des  épieveloïdes  de  module 

l  *  '£11 

Celle  proposition  correspond  au  mouvement  de  la  droite  O'M  '325).  G 
est  le  point  ()',  et  II  est  le  point  où  O'M  coupe  la  circonférence  décrite 
par  ()'. 

4.  Dans  l'exercice  précédent,  la  droite  GII  enveloppe  une  épieyeloïde  de 
module  n —  1  :  le  point  de  contact  divise  GlI  dans  le  rapport  1  :  n. 

G  remplace  le  point  E  de  la  fig.  88  et  II  est  le  point  de  rencontre  de  la 
droite  KM  avec  la  circonférence  décrite  par  E. 

5.  Lorsqu'un  cercle  roule  extérieurement  sur  un  cercle  égal,  tout  point 
invariablement  lié   au    premier    cercle   engendre  un   limaçon   de    Pascal 

332,  1°). 

(>.  Toute  épieyeloïde,  engendrée  par  le  mouvement  d'un  cercle  O'  roulant 
sur  un  cercle  fixe  O  (fig:  97)  peut  être  engendrée  par  le  mouvement  d'un 

Fig-  97- 


autre  cercle  O"  roulant  sur  le  même  cercle  fixe  O.  Si  II,  II',  II"  désignent 
les  rayons,  la  somme  ou  la  différence  des  deux  premiers  égale  le  troi- 
sième, suivant  (pie  le  contact  des  cercles  O,  O'  est  intérieur  ou  extérieur. 

(EULER.) 
En  effet,  la  droite  joignant  M  au  point  de  contact  des  cercles  O,  O'  ren- 
contre la  première  circonférence  à  l'extrémité  I)  d'un  rayon  OD  parallèle 
à  O'M  ;  soit  O"  le  point  d'intersection  de  OI)  avec  une  parallèle  menée  par 
M  à  ()'().  On  a 

0"M  =  00'=  R-f  R'  =  ()"I); 

donc  la  circonférence  décrite  du  centre  O"  avec  le  rayon  11  -f-  R'  touche  la 
circonférence  O  en  D  et  passe  par  M.  De  plus,  si  A  est  la  position  initiale 
de  M,  les  arcs  AD,  MI)  sont  égaux  ;  car  les  rayons  sont  II,  R  -f-  11',  et  les 
angles  au  centre  sont  a  -J-  a',  a',  etc. 

Remarque.  —  Ce  théorème  montre  (pie  le  mot  hypocycloïde  ne  convient 
que  dans  le  cas  d'un  cercle  roulant  à  l'intérieur  d'un  cercle  plus  grand. 

7.  Les  épieveloïdes  allongées  ou  accourcies  sont  susceptibles  d'une  double 
génération . 
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Soit  m  lu  point  générateur  (fig.  <j;  ;  menons  ;//()'"  parallèle  à  00',  0'"1) 

parallèle  a  O'M  et  rencontrant  en  D'  la  droite  qui  joint  m  au  point  de  cou 

tact  des  cercles  O,  0f.  Nous  aurons  OD'      O'm.  I,  >  0"'D'      On,    R   t5   . 

lv  R' 

Appelons  A  la  circonférence  de  centre  o  et  de  rayon  <>!)'.  et  soit  A'  la  cir- 
conférence de  centre  O'"  et  de  raj'on  o"  IV.  Si  l'on  t'ait  rouler  A'  sur  A, 
le  point  m  invariablement  lié  à  A'  décrit  la  même  courbe  que  lorsqu'il  est 
entraîné  avec  le  cercle  ()'  roulant  sur  le  cercle  O;  car  les  angles  AOIV 
znO"D'  interceptent  respectivement  sur  A.  A'  des  arcs  égaux. 
S.  Trouver  l'équation  de  la  podaire  d'une  épicycloïde. 

Prenons  pour  pôle  O  (fig.  88).  La  distance  de  O  à  EM       OE  sin    '"/'  ■ 

l'angle  de  KM  avec  OA       (il-   m)   )*■  Soient  r,  0  les  coordonnées  polaires 
de  la  projection  de  O  sur  KM,  et  /  la  distance  OE;  on  a 

r  =  l  bid    ■  ~*      0  =  f  1  -J-  — 


Eliminons  a  ;  la  podaire  de  O  aura  pour  équation 

r  =  l  sm  » 

m  -j-  2 

pourvu  que  l'on  change  convenablement  la  direction  de  l'axe  polaire. 
On  en  déduit  l'équation  de  la  podaire  d'un  point  quelconque  Q  : 

r  =  l  sm  —  a  eos  (0  —  a)  ; 

m  -f-  2 

l'axe  polaire  est  parallèle  à  celui  qu'on  a  adopté  pour  la  podaire  de  O,  et 
Q  est  pris  pour  pôle. 

9.  Le  lieu  du  sommet  d'un  angle  constant  circonscrit  à  une  épicycloïde 
est  une  épicycloïde  allongée  ou  accourcie. 

10.  On  appelle  équation  intrinsèque  (*)  d'une  courbe,  la  relation  f(s,  r}  =  0 
qui  lie  la  longueur  d'un  arc  (variable  AM  de  la  courbe  et  le  rayon  de  cour- 
bure mené  à  l'extrémité  variable  M  de  l'arc,  dont  l'origine  A  est  supposée 
fixe. 

Si  l'on  prend  s  pour  abscisse  et  r  pour  ordonnée  d'un  point  par  rapport 
à  deux  axes  rectangulaires  qui  sont  la  tangente  AT  et  la  normale  AN 
menées  par  l'origine  de  l'arc  s,  l'équation  f(s,r)  =  Q  représente  la  courbe 
décrite  par  le  centre  de  courbure  correspondant  au  point  de  contact, 
lorsque  la  courbe  donnée  roule  sans  glisser  sur  la  tangente  AT. 

(*)  On  peut  consulter  les  Lezioni  di  Geometrica  Intrinseca,  par  E.  CÉSARO 
Xapoli,   Presso  l'autore-editore,   1896)    traduction  allemande  par  KowA- 
r.EWSKi)  et  plusieurs  articles  du  même  auteur  dans  Matjiesis,  t.  IV,  p.  233; 
VII,  p   25;  XI,  p.  51. 
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L'équation  intrinsèque  de  l'épicyeloïde  peut  prendre  la  forme 

a- s-    |-  W-r1  =•-  a-b- . 

11.  L'enveloppe  «les  circonférences  qui  ont  pour  diamètres  les  rayons  de 
courbure  «l'une  épicycloïde,  est   une  courbe  inverse  de  cette  épicycloïde. 

(Menxesox. 

Chaînette. 

337.  La  courbe  {fi  g.  qS)  que  figure  un  fil  homogène  pesant, 
flexible  et  inextensible,  et  dont  les  extrémités  sont  fixes,  a  reçu 
le  nom  de  chaînette.  On  démontre,  en  mécanique,  que  cette 
ligne,  rapportée  à  des  axes  rectangulaires  convenablement 
choisis,  a  pour  équation 


a 


V  =  2  V    +  6   ' 


(O 


L'axe  des  x  est  appelé  la  directrice  de  la  chaînette;  la  cons- 
tante a  est  le  paramètre. 
338    On  trouve1  aisément 

i  / x    ~-\ 


>/ 


1 
2a 


ca  -f-  c   ;| 


// 
cr 


(3) 
(4) 


L'ordonnée  y  est  toujours  positive  ;  elle  croît  avec  .v  si  l'on 
ne  considère  que  les  valeurs  positives  de  a\  car  y   >  0  OY  étant 


un  axe  de  symétrie,   un  minimum  y  =  a  a  lieu   pour  x 
point  correspondant  A  est  le  sommet  de  la  chaînette. 


0  ;  le 
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La  dérivée  y"  étant  positive,  la  courbe  tourne  toujours  sa 
concavité  vers  le  haut. 

339.  Soient  x  ■  OP,  y  =  MP  les  coordonnées  d'un  point 
quelconque  M  de  la  chaînette,  MT  et  MX  la  tangente  et  la  nor- 
male, a  l'angle  MTX,  s  l'arc  AM.  La  formule  (3)  donne 


ds  -  y'i  -|-.v'e  dx 


II 
a 


da 


d'où 


eos  a 


dx 
di- 


te 

y 


5 

(G) 


Menons  PQ  perpendiculaire  à  MT,  PS  perpendiculaire  à  MX  ; 
l'égalité  (6)  montre  que  MS— a,  car  MS  =  MP  eos  PMN=y  eos  a. 

Ainsi  :  la  distance  du  pied  de  l'ordonnée  à  la  tangente  est 
égale  au  paramètre  ;  autrement  dit,  la  projection  de  V ordonnée 
sur  la  normale  est  constante. 

340.  Cherchons  l'arc  AM  de  la  chaînette.  On  a 


-  (  y  i  +  y2  <te 


Çx\(-        --\ 
-  le'd  -{-  e    a  J  c/a1 


!(*(''+• 


—  \  dx  . 


par  conséquent 


a 


s  = 


a 


a 

o=2 


eu  égard  à  la  relation  (2),  on  peut  écrire 


ay 


a  tg  a. 


(") 


Or,  MQ  =  PQ  tg  QPM  =  a  tg  a  ;  donc  l'arc  compté  à  partir  du 
sommet  est  égal  à  la  projection  de   l'ordonnée  sur  la  tangente. 

On  conclut  de  là  que  le  lieu  de  Q  est  une  développante  de  la 
chaînette  (229).  MQ  étant  la  normale  à  cette  développante,  QP 
est  la  tangente.  Mais  QP  ==  a;  donc  la  courbe  décrite  par  Q  est 
la  courbe  aux  tangentes  égales,  appelée  également  iractrice 
ou  tractoire. 

341.  Soit  U  l'aire  AOPM.  L'égalité  (5)  donne 

ad  s  =  i/dx  =  dXJ  ; 

il  en  résulte  U  =  as  -J-  C.  La  constante  C  est  nulle,  puisque  U 
s'annule  avec  s  quand  M  coïncide  avec  A.  Ainsi  U  =--  as  =  PQ.  MQ  ; 
donc  le  segment  AOPM  est  équivalent  au  rectangle  MQPS. 

Xeuberg,  An.  inf.>  i.  21 
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342.  Soient  R  le  rayon  de  courbure,  *  et  j3  les  coordonnées  du 
centre  de  courbure.  On  a 


R 


// 


a 


la  normale   MN   avant  pour  expression   _ri-,   =--•>  le  rayon  de 

M  S         a 

courbure  est  égal  à  lu  normale  arrêtée  à  la  directrice. 


Ensuite  (226), 


1  4-  >/'2 
y  —  ?=-—  —!?■     =— y,     d'où     3  =  2.y; 

«  —  a  = --77 =  -y \e*  —  e   &), 


(8) 
(9) 


la  relation  3  =  2y  démontre  de  nouveau  que  R  —  MN. 

Pour  trouver  l'équation  de  la  développée,  nous  mettons  les 
équations  (8)  et  (9)  sous  la  forme 


a  =x 3|  e*  —e   a  , 


10 


il  reste  à  éliminer  .\\  Les  quantités  eu,  e   a,  qui  ont  pour  somme 

q 

-  et  pour  produit  1,  sont  racines  de  l'équation 

a 

U-  —'^   +   1=0; 

donc,  selon  que  x  est  positif  ou  négatif. 


x  O  02 


1 1         e    a  _  J 


Q  Q  2 

=F  \/  l 


3 


=  tt*|    O        ±    V   ,2 

|_2«        V  4a2 


—  1 


Par  substitution  dans  la  seconde  des  équations  (10-  on  trouve 
Telle  est  l'équation  de  la  développée  de  la  chaînette  [fig.  98). 
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Exercice  a  et  notes. 
1    La  tractrice  a  pour  équation 

x  =  al  y  •     —  X<<:1- 

y  y 


y 


2.  On  appelle  syntracirice  le  lieu  d'un  point  situé  sur  la  tangente  à  la 
tractrice,  ù  une  distance  constante  du  point  de  contact. 

Cette  courbe  est  représentée  par 

y 

3.  Si  une  chaînette  roule  extérieurement  sur  un  cercle  ayant  pour  rayon 
le  paramètre  de  la  courbe,  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point 
de  contact  sur  la  directrice  décrit  une  spirale  d'Archimède.      iMaxsion). 

A  déduire  des  relations  MS  =  a,  MQ       MA  (t'ig.  98). 

Roulette. 

343.  On  détermine  facilement  le  rayon  de  courbure  d'une 
roulette.  En  effet,  si  l'on  substitue  aux  courbes  A,  A',  dont  la 
première  roule  sur  la  seconde,  deux  polygones  inscrits 
KABCD  ...,  K'ABCD'  ...,  (319,  II),  le  point  M  décrit  une  suite 
d'arcs    de   cercle   MM',    M'M"  ...,    ayant  respectivement   pour 

centres  les  points  B,  Cr Soit  O  le  point  d'intersection  des 

rayons  MB,  CM'  ;  désignons  par  e,  z\  e"  les  angles  CBT,  TBC, 
MOM',  par  R,  R'  les  rayons  de  courbure  de  A,  A'  en  B,  par  R" 
celui  de  la  roulette.  En  employant  le  langage  des  infiniment 
petits,  nous  dirons  que  l'intersection  O  des  deux  normales 
infiniment  voisines  MB,  M'C  de  la  roulette  est  le  centre  de 
courbure;  e,  s',  s",  sont  les  angles  de  contingence  des  trois  cour- 
bes, et  BC,  BC,  MM'  sont  trois  arcs  infiniment  petits.  On  peut 
alors  écrire 

MM'    -  R"s",     BC  =--  \U,     BC  =  RV.  (1) 

L'angle  MBM'  décrit  par  BM  pendant  que  BC  tourne  autour 
de  B  pour  s'appliquer  sur  BC,  est  égal  à  s  -f  i';  il  en  résulte 

MM'  =  r(i  +  0» 

r  désignant  la  distance  BM.  Egalons  les  deux  valeurs  de  l'arc 

MM'  : 

R''ê"=  r(e-f-e'); 
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remplaçant  e,  e'  par  leurs  valeurs  tirées  des  relations  (1),  BC  et 
BC  par  l'arc  infiniment  petit  ds  des  courbes  A,  A',  on  trouve 

Soit  ?  l'angle  MBT.  Le  triangle  BOC  donne 

B("  BO 

sinBOC     ~  sinBC'Ô  ' 

or,    B(  )  ==  R"  —  r,     angle  BC'O  =  MBC  —  BOC  =  T  -f-  s'  —  s"; 

sm  s"        sin  (ce  -|-  s'  —  s 

.   ,     ,.     .,  ds        R"  —  r 

ou,  a  la  limite,  — ïï  =      .  •  ;; 

e"  sm  o 

Des  égalités  (2)  et  (3),  on  conclut 


K  sin»      Ib        R 


par  conséquenl 


K    ""    1         1        sin,'    0U     R"~%:"       ^":  Ir        R 
R       R' 


v 


344.  Appliquons  cette  formule  à  l'épicycloïde.  Les  rayons  de 
courbure  de  A  et  A'  sont  égaux  aux  rayons  du  cercle  mobile  (V 
et  du  cercle  fixe  O  (fig.  88)  ;  r  est  la  distance  MX.  ©étant le 
complément  de  l'angle  ENM,  on  trouve 

1     .     1 
R"  =  MN 


R    T    R 

i     ,     1           1 

-MX    R    '    U 
~          R    I-  2R' 

R       R'  "    2R' 

Pour  passer  à  la  cycloïde,  il  suffit  de  faire  R  — oo;  on  retrouve 
ainsi  que  le  rayon  de  courbure  est  double  de  la  normale. 
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CHAPITRE  XIX. 

S  U  R  PAC E S    E X  VE LOPPES . 

Cas  d'un  seul  paramètre. 

345.  Équation  de  l'enveloppe.  —  Si  a  est  un  paramètre 
variable,  l'équation 

F(.r,y,s,a)  =  0  (1) 

représente  une  famille  de  suri'aees. 

Soient  S,  S'  les  surfaces  de  cette  famille  qui  correspondent 
aux  valeurs  particulières  a,  a  -\-  h  du  paramètre  ;  elles  se  coupent 
suivant  une  courbe  C,  qui  a  pour  équations 

F(yV/,  z,  a)  =  0,     F(#,y,  z,  a  -f  /<)  =  0.  (2) 

On  peut  remplacer  le  système  (2)  par  le  suivant  : 

F{x,y,  ,,a)  =  0,     tV-'A  *  "  ±  9  "  F-<^  '•  "'  -  0. 

Si  Ton  fait  tendre  h  vers  zéro,  la  surface  S'  tend  a  se  confondre 
avec  la  surface  S  ;  mais  la  courbe  C  tend  vers  une  position 
limite,  qui  est,  évidemment,  définie  par  le  système  d'équations 

F0?,//,  sr,  a  =  0,     F!ja?,y,  s,  a)  =  0.  (3) 

Cette  position  limite  de  C  est  nommée  la  caractéristique  de  S. 

Si  l'on  fait  varier  a,  la  caractéristique  engendre  une  surface, 
qu'on  appelle  Yenveloppe  des  surfaces  comprises  dans  l'équa- 
tion (1). 

L'équation  de  leiweloppc  s'obtient  en  éliminant  le  paramètre 
a  entre  Véquation  de  la  surface  variable  et  sa  dérivée  par 
rapport  au  paramètre. 

Dans  le  langage  des  infiniment  petits,  l  enveloppe  d'une 
famille  de  surfaces  est  le  lieu  de  l'intersection  de  deux  surfaces 
consécutives  de  la  famille. 
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346.   Théorème.    —   L'enveloppe   touche  chacune  des  enve- 
loppées le  long'  de  la  caractéristique. 

1°  Soit  M(.v,  y,  z)  un  point  de  la  surface  (1),  appartenant  à 
l'enveloppe  ;  l'équation  du  plan  tangent  à  cette  surface  est 


S(X  —  oc)F'*(x,  //,  v,  a)  =  0. 


(4) 


2°  Supposons  que  la  seconde  des  équations (3)  donne  a ='f  (se, y, 2)  : 
alors  l'équation  de  l'enveloppe  est  F  (.y,  ?/,  2,  »)  ==  0,  et  celle  du 
plan  tangent  au  point  M  de  l'enveloppe  est 


0<P 


S(X--a?)|  F'x(a-,//,  sr,  ?)  +  F'?(a?,y,  s:,  ?)  ^ 


0. 


'5) 


Or,  on  a  identiquement  F'^f.v,  //,  2,  ©)  0,  car  ®(*v,  y,  2)  est  la 
valeur  de  a  tirée  de  l'équation  F'aOc,  //,  2,  a)  =  0;  de  plus,  comme 
M  satisfait  aux  équations  (3),  'f(.\\  y,  s-)  est  la  valeur  de  a  qui 
particularise  la  surface  enveloppée  à  laquelle  appartient  le  point 
M.  Il  suit  de  là  que  l'équation  (5)  ne  diffère  pas  de  l'équation  (4)  ; 
donc  cette  surface  touche  l'enveloppe  tout  le  long  de  sa  carac- 
téristique. 

Remarque.  —  Le  théorème  précédent  peut  être  en  défaut 
dans  certains  cas.  que  nous  n'examinerons  pas  ici. 

347.  Arête  de  rebroussement.  —  Les  caractéristiques  tracent 
sur  l'enveloppe  une  famille  de  courbes,  qui  admet  une  enveloppe. 

Celle-ci  est  appelée  V arête  de  rebroussement  des  surfaces  consi- 
dérées; on  peut  dire  (pie  c'est  le  lieu  des  intersections  des  carac- 
téristiques successives. 

Ecrivons  F(a)  au  lieu  de  F«.v,//.  .-,  a),  et  soient  F'(a),  F"(a)  les 
deux  premières  dérivées  de  F(x,  //,  2,  a)  par  rapport  à  a.  Deux 
caractéristiques  infiniment  voisines  ont,  respectivement,  pour 
équations 

F(a)  =  0,     F'(a)  =  0;  (G) 

F(a  +  h)  =  0,     F'(«  -1-  h)  -  0.  (7) 

Le  système  (7),  si  l'on  néglige  les  termes  d'un  ordre  supérieur, 
prend  la  forme 


F(4)  4-  //F'(rt)  =  °j      FV)  +  hFn{a)  =  0. 
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On  en  conclut  que  les  deux  caractéristiques  se  rencontrent 
aux  points  définis  par  l'ensemble  des  égalités 

F(a)=0,     F'(a)  =  0,     FV)  =  0,  (8) 

quand  on  l'ait  abstraction  des  termes  du  second  ordre  en  //. 

On  obtient  les  équations  de  l'arête  de  rebroussement  en  éli- 
minant a  entre  les  trois  équations  (8),  prises  deux  à  deux. 

348.  Théorème.  —  Toutes  les  caractéristiques  sont  tangentes 
à  t 'arête  de  rebroussement. 

Une  caractéristique  a  pour  équations 

F(a?,  //,  s,  a)  =  0,     F'a(#,  y,  z,  à)  ==  0.  (9) 

La  tangente  en  un  point  M  de  cette  courbe,  (pie  nous  suppo- 
sons appartenir  aussi  a  l'arête  de  rebroussement,  est  représen- 
tée par 

IX-  x)F'Jj?,!/}  z,a)    -  0,     | 

Si  X  —  x)F'^(x,  y,  z,  «i  =  0.      \ 


0) 


Les  équations  (9)  définissent  l'arête  de  rebroussement  pourvu 
que  l'on  y  remplace  a  par  sa  valeur  ?(a-,  y,  z)  tirée  de  l'équation 


F"  (a?,  y,  *,  a)  =  0; 


(H) 


par  conséquent,  la  tangente  au  point  M  de  cette  courbe  a  pour 
équations 

t{X-œ)\  F'Jx,  y,  s,  ?)  -f-  F!((.r,  y,  s,  <p)  ^ 


-0, 


dcol 


12) 


S  X  -  a-)    F^a.y,  *,•)  -f  F^w.y,  ar,.)^    -0(*).      \ 


Or,  s(ac,  y,  c-)  étant  la  valeur  de  a  tirée  de  (11),  on  a  identique- 
ment F"r  (x,  y,  z,  <f)  =  0.  De  plus,  M  vérifiant  l'équation  (11), 
-i.w  v,  s)  est  égale  à  la  valeur  de  ;t  qui  particularise  la  caracté- 
ristique considérée.  Donc  les  systèmes  (\2)  et  (10)  sont  iden- 
tiques. 

349.  Application-  —  Enveloppe  d'une  sphère  dont  le  centre 
parcourt  une  ellipse  donnée  et  qui  passe  par  le  centre  de  cette 
courbe. 


t'i  Nous  indiquons  par  V.c  F.ia  les  dérivées  de  Fi  x,  y,  z,  f   par  rapport  a  f . 


—  328  — 

Nous  prenons  pour  axes  coordonnés  les  axes  principaux  de 
l'ellipse  et  une  perpendiculaire  à  son  plan.  Les  coordonnées  du 
centre  de  la  sphère  mobile  sont  (a  eos©,  frsin©,  0),  œ  étant  un 

paramètre  variable;  le  rayon  est  égal  à  \ a2  eos2  ©  -f-  b2  sin2  ©. 
La  sphère  a  alors  pour  équation 

(x  —  a  eos  'f)2  -f-  {y  —  b  ^n  '?)"  "h  z2  —  a"  *,()*"  ?  "h  ^2  s^n"  ?» 
ou  x-  -f-  y'1  4-  s2  =  2a.r  eos  ©  -\-  2by  sin  ©.  i  13} 

La  dérivée  de  cette  équation  par  rapport  à  cp  est 

0  =  —  2ax  sin  ce  -j-  £%  eos  ©.  (14) 

Pour  trouver  l'enveloppe,  on  élimine  ©  entre  les  égalités  (13) 
et  (14).  A  cet  effet,  on  élève  les  deux  membres  de  chacune  au 
carré,  puis  on  additionne  membre  à  membre;  ce  qui  donne 

(x2  +  y2    h  s3)8  =  4{a2x2  -f  ÔV)-  (l5) 

La  caractéristique  est  la  circonférence  suivant  laquelle  la 
sphère  mobile  est  coupée  par  le  plan  qui  passe  par  l'origine  des 
coordonnées  et  est  perpendiculaire  à  la  tangente  menée  à 
l'ellipse  parle  centre  de  la  sphère.  C'est  ce  que  l'on  voit  par 
l'équation  (14),  ou  par  un  raisonnement  géométrique  très  simple 
(291,  i°). 

Les  équations  de  l'arête  de  rebroussement  s'obtiennent  en 
éliminant  'f  entre  les  équations  (13),  (14)  et  la  dérivée  de  (14) 
par  rapport  à  ©,  savoir 

0  =  2ax  eos  ©    |-  2by  sin  ». 

Si  l'on  combine  la  dernière  avec  chacune  des  autres,  on  trouve 

œ-  .\-y*  +  ,o2  =0,      a2x2  +ÔV     =  °- 

L'arête  de  rebroussement  a  un  seul  point  réel,  le  centre  de 
l'ellipse. 

350.  Remarques-  —  L  Soient  U,  V,  \Y  des  fonctions  uniformes 
de  «v,  y,  z.  L'équation 

U  4-aV  =  0  (16) 

représente  un  faisceau  linéaire  de  surfaces  :  Par  tout  point  de 
l'espace,  il  passe  une  surface  du  faisceau  et  une  seule,  à  moins 
que  le  point   n'appartienne  à  la  ligne  d'intersection  des  deux 
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surfaces  U  =  0,  V  =  0.  Cette  courbe  appartenant  à  toutes  les 

surfilées  (16),  en  constitue  l'enveloppe.  La  règle  345)  esl  en 
défaut. 

1 1.  L'équation 

U  +  2aV  +  azW      0  (17) 

définit  un  faisceau  du  second  ordre  :  Par  tout  point  de  l'espace, 
qui  n'appartient  pas  à  la  fois  aux  trois  surfaces  U  =  0,  Y  0, 
VV  =  0,  il  passe  deux  surfaces  de  ce  faisceau.  L'enveloppe  des 
surfaces  (17j  a  pour  équation 

V2—  UW   -0. 

Toutes  les  surfaces  du  faisceau  et  leurs  caractéristiques 
passent  par  les  points  communs  aux  trois  surfaces  U  =  0, 
V  =  0,  W  =  0;  ces  points  remplacent  l'arête  de  rebroussement. 

Cas  de  deux  paramètres. 

351.  Considérons  les  surfaces  représentées  par 

Y(x,y,z,ajj)  =  (),  (1) 

les  paramètres  a,  &  devant  satisfaire  à  une  relation  donnée 

o(a,ô)  =  0.  (2) 

Elles  admettent  une  enveloppe,  dont  on  peut  chercher  l'équa- 
tion par  la  règle  indiquée  (345);  car.  si  l'on  remplace  b  par  sa 
valeur  tirée  de  (2),  l'équation  (1)  ne  renferme  plus  qu'un  seul 
paramètre  a.  En  raisonnant  comme  au  §  '^(.)0,  on  est  conduit  à 
éliminer  a  et  b  entre  les  équations  (1),  (2)  et 

dF  ç>?        dF  df 

<)a   db        ôb  da 

352.  Si  les  paramètres  a,  b  sont  indépendants,   l'équation  (1) 

représente  une  série  doublement  indéfinie  de  surfaces. 

On  détache   une   série  simplement  indéfinie  de   surfaces  en 

établissant  entre  a  et  b  une  relation  b  =  ©fa);  cette  série  admet 

une   enveloppe,   qui  est   le   lieu   des   courbes   définies    par    les 

équations 

F(<r,yf*,a,&)  =  0,     FVhFVa-0.  (4) 

où  l'on  remplace  a  et  b  successivement  par  toutes  les  solutions 
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de  l'équation  b  »(a).  Or,  pour  un  même  système  de  valeurs  de 
u  et  b,  la  courbe  (4),  quelle  que  soit  la  fonction  ©(a),  passe  par 
les  points  qui  vérifient  les  trois  équations 


F==0,     F'a  =  0,     F\>  =  0. 


(5) 


Le  lieu  de  ees  points  est  encore  appelé  V enveloppe  des  sur- 
faces (1);  on  obtient  son  équation  en  éliminant  a  et  b  entre  les 

égalités  (5,i. 

353.  Théorème.  —  L'enveloppe  louche  chacune  des  envelop- 
pées aux  poinls  communs. 

►Soit  M(.\\  y,  z)  un  point  commun  à  l'une  des  surfaces  (1)  et  à 
l'enveloppe;  l'équation  du  plan  tangent  en  M  à  la  première  sur- 
face est 

S(X  —  a?)  F',  =  0.  ((>) 

L'équation  (1)  représente  aussi  l'enveloppe  pourvu  (pie  Ton 
remplace  n  et  b  par  leurs  valeurs  a  =  -f(.\\  y,  s),  /;  =  •lix,  y,  s), 
tirées  de 


F'a  ==  0,      F 


0. 


(7, 


Le  plan  tangent   au  point  M  de  l'enveloppe  est  donc  repré- 
senté par 


2(X  -  «}  [f',  +  F'4"  +  F'„  ^ 


=  0, 


(8) 


où  il  est  sous-entendu  que  dans  les  dérivées  F'x,  F'y,  F'z,  F,,.  F'n, 
a  et  />  sont  remplacés  par  -f(.v,  y,  z)  et  ■}  .w  y,  s).  Après  cette 
substitution,  les  dérivées  F'a,  F'b  sont  identiquement  nulles,  car 
les  valeurs  substituées  sont  les  solutions  des  équations  (7). 
Comme  M  satisfait  a  ces  équations,  ®(x,  y,  z  et  •>(,v,  y,  z)  sont 
les  valeurs  de  u  et  />  qui  particularisent  celle  des  surfaces  1;  à 
laquelle  appartient  M.  Donc  les  équations  (6)  et  (Si  sont  iden- 
tiques :  ce  (jiii  démontre  le  théorème. 

354.  Exemple-  —  Enveloppe  d'un  plan  qui  détermine  avec  le 
trièdre  OXYZ  un  tétraèdre  de  volume  donné. 

Le  plan  mobile  a  pour  équation 


-  +  !  +  =  -!, 

((  h         C 


■' 
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avec  la  condition  abc  =  m3.  En  éliminant  c,  on  obtient  l'équa- 
tion avec  deux  paramètres  indépendant» 

x       y       ab  z 

-I-"   -I-     3  -  1.  (10) 

a        b        m* 

Dérivons  (10)  successivement  par  rapport  à  a  et  à  /;  : 

x        bz  //        az 

,  —     3       0,      Z,   -     =    =  0;  11) 

a-        ms  h-        /y/3 


si  Ton  remplace  m3  par  <-*6c,  les  relations  (11)  deviennent 


x       y 

a        h 


(12) 


Le  point  de  contact  du  plan  mobile  avec  l'enveloppe  satisfait 
aux  égalités  (9  et  (12);  il  a  donc  pour  coordonnées 

x  =  -a,     y  —  -6,     5  =  -c.  (l./>) 

11  lui  résulte  que  le  plan  touche  son  enveloppe  au  centre  de 
gravité  de  la  base  du  tétraèdre  qu'il  tonne  avec  letrièdre  OXYZ. 

En  éliminant  a,  b,  c  entre  les  équations  (13)  et  abc  ='m3,  on 
obtient  pour  l'enveloppe  la  surface  asymptote  : 

1       3 
xyz  =  0-.  m  • 

Enveloppe  d'un  clan  mobile 

355.  Cas  de  deux  paramètres.  —  Soit 

kx-\-  Bu    |    C:.    \-  D  =0  (1) 

l'équation  d'un  plan,  les  coefficients  A.  B,  C,  I)  étant  des  fonc- 
tions de  deux  paramètres  indépendants  a,  b.  Ce  plan  admet  une 
enveloppe,  qu'il  touche  en  un  seul  point,  déterminé  par  les 
équations  (1)  et 


OA  dB  ,;c   ^    ;     ç>D  _0 

<)a  '  r)rt   *  da   *  des 


(2 


On  aura  l'enveloppe  en  éliminant  a,  6  entre  les  (1),  (2),  (3). 
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359.  Cas  d'un  seul  paramètre.  —  Si  les  coefficients  A,  B, 
G,  I)  dépendent  d'un  seul  paramètre,  le  plan  (1)  admet  une 
enveloppe,  qu'il  touche  le  long  de  la  droite  représentée  par  le 
système 

\'.r  j-  H'//   1   C's    h  i)'-  o,     i 

où  les  accents  indiquent  des  dérivées  par  rapport  à  u.  L'équa- 
tion de  l'enveloppe  s'obtient  en  éliminant  n  entre  les  équations  (4). 

L'arête  de  rebroussement  de  l'enveloppe  vérifie  les  équations 

(-1   et 

\".r     ,-  W'y  -f  (.'";  -f  D"      -  0.  (5) 

Elle  est  tangente  à  toutes  les  droites  comprises  dans  le  sys- 
tème (4). 

L'enveloppe  peut  donc  être  considérée  comme  le  lieu  des 
tangentes  à  cette  arête:  par  suite,  c'est  une  surface  dévelop- 
pable  '266).  Le  plan  mobile  est  le  plan  oscillateur  de  l'arête. 

357.  Exemple.  —  Trouver  la  surface  d'égale  pente,  circons- 
crite à  une  surface  S. 

Ou  appelle  ainsi  la  surface  développable,  enveloppe  des  plans 
qui  touchent  la  surface  S  et  font  un  angle  donné  À  avec  un 
plan  fixe. 

Adoptons    trois    axes    rectangulaires    OX,  OY,  OZ    dont    les 

deux   premiers   sont   situés  dans  le  plan   fixe,  et   représentons 

S  par 

s  =  F(a?.y).  G 

Le  plan  tangent  au  point  M(a\  y,  z)  a  pour  équation  (278) 

Z-z  ,=  p{X  —  oo)~\-q(Y  —  i/).  (7) 

S'il  fait  l'angle  a  avec  le  plan  xy,  on  a 

1 

Le  lieu  du  point  M  est  la  courbe  définie  par  les  équations 
(6)  et  (8). 

La  surface  d'égale  pente  est  l'enveloppe  du  plan  (7);  les 
quantités  variables  .v,  y,  z  étant  liées  par  les  égalités  ((j)  et  (8), 
le  plan  ne  dépend  que  d'un  seul  paramétre.  D'après  la  règle  des 


cos  a,      ou     jr  -f  q-  -\-  tg-  À.  (g) 
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enveloppes  (345),  la  caractéristique  esl  représentée  par  l'équu 

(ion  (7)  et  la  dérivée  de  (7)  par  rapport  au  paramètre.  Rem- 
plaçons cette  dérivée  par  la  différentielle,  en  faisant  varier  les 
trois  quantités  x,  y,  z  et  en  tenant  compte  des  égalités  de  con- 
dition ;  il  vient 

—  dz  =  —  pdx  —  qdy  +  (X  —  x)dp    |    (Y  —  y)dq.  (0) 

dz  =  pdx   h  qdy,  (10) 

pdp  +  qdq  =  0.  (11) 

La  relation  (9),  à  cause  de  (10),  se  réduit  à 

(X  —  a-)^  -|-(Y—  y)dq    =  0;  (12 

de  (11)  et  (12),  on  conclut 

(X-tf)?  —  (Y-y)p  -=0.  (13) 

Les  équations  (7)  et  (13)  représentent  la  caractéristique.  Cette 
droite  est  la  perpendiculaire  abaissée  de  M  sur  la  trace  hori- 
zontale du  plan  (7),  ou  la  ligne  de  pins  grande  pente  de  ce  plan. 

Pour  obtenir  l'arête  de  rebroussement  de  la  surface  d'égale 
pente,  nous  différcntions  l'équation  (13);  ce  qui  donne 

(X  —  œ)dq  —  qdx  —  (Y  —  y)dp    \  -  pdy  ==  0,  (  1 4) 

Mais  (110) 

dp  =  rdx  \-  sdy,     dq       sdx  -f-  tdy  ; 

portant  ces  valeurs  dans  les  équations  (14)  et  (12),  on  obtient 
deux   équations   linéaires   et   homogènes  en  dx   et   dy.   Si  Ton 
élimine  dx  et  r/y,   l'équation  résultante,  jointe  aux  égalités  (7 
et  (13),  détermine  le  point  de  l'arête  de  rebroussement   qui  cor- 
respond au  point  M  de  S. 

358.  Coordonnées  tangentielles.  —  I.  Soit 

\x+  VU  !'-  4-  1  =  0  (15) 

l'équation  d'un  plan  mobile.  À,  [a,  v  devant  vérifier  la  relation 

F(X,  fx,v)  =-0.  (16) 

Si  l'on  remplace  v  par  sa  valeur  tirée  de  (16),  le  plan  ne  dépend 
plus  (pie  de  deux  paramétres  À,  a,  et  il  enveloppe  une  surface  352 
qu'il  touche  au  point  déterminé  par  l'égalité    15)  et  ses  dérivées 

th  (h 

■    US"0'     "  ■'■   Zdy.-°- 
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L'-éq nation  de  condition  (16)  donne 


(h 


F'      '     (h. 


V 


pi/   > 


substituant  ces  valeurs  dans  les  égalités  précédentes,  on  obtient 

(17) 


X 

F'À 


F', 


F'v 


Pour  avoir  l'enveloppe,  on  élimine  À,  jx,  v  entre  (15),  (10)  et  (17). 
II.    Supposons    ensuite    que    X,  jx,  v    vérifient    deux   relations 
données 


F(X,  ^,v)  =  0,     A*,  ^v)  =  0. 


(18) 


Le  plan  ne  dépend  pins  que  d'un  seul  paramètre  À  si  l'on  éli- 
mine ;;.  et  v  entre  (15)  et  (18).  11  enveloppe  une  surface  dévelop- 
pabîe,  dont  la  génératrice  rectiligne  est  déterminée  par  l'équa- 
tion (15)  et  sa  dérivée 


x  —  y    ;:    -  z 


(h 


0. 


19) 


Les  dérivées    ,;  j    ~  sont  données  par 


1  à  +  F  ^  Sx  ~h  F  v  ,/x  -  °'    /  a  +  /  :,.  dl  +  A  ^    -  0. 

En  éliminant  ces  dérivées,  on   obtient  pour  la  seconde  équa- 


tion de  la  génératrice 


x      y  z 

F'        77'  F 

X  lJ- 

'  ri 


r\   f\.  /". 


120) 


Pour  avoir  l'équation  de  l'enveloppe,  on  élimine  À,  ;j-,  v  entre 
les  égalités  (15),  (18)  et  (20). 

111.  Les  quantités  À,  \x.,  v  fixent  complètement  le  plan;  on  les 
appelle  les  coordonnées  du  plan.  Une  équation  F(X,  p.,  v)  =  0 
définit  une  surface,  enveloppe  des  plans  dont  les  coordonnées 
vérifient  cette  équation;  c'est  l'équation  tangentielle  de  la 
surface.  Un  système  de  deux  équations  F(X,  u.,  v)  =  0,  /{X,  ;j.,v)  =  0 
définit  une  surface  développable,  enveloppe  des  plans  tangents 
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communs  aux  deux  surfaces  représentées  par  L'ùiie  ou  L'autre 
des  équations.  On  voit  qu'en  coordonnées  tangentielles,  la 
surface  développable  est  l'analogue  de  la  courbe  en  coordonnées 
cartésiennes. 


X     Y    Z 


I      <j.     v 


Remplaçons  x,  v,  z  par  -->  *-»    »  et  À,  ;;.,  v  par  ;  f  et  p  son! 

lit  z      z      z 

I        I        I 

des  variables  d'homogénéité.  L'équation  (15)  sera  remplacée  par 

Xa?-|-H.y  +  *sr  +  p*=0;  (15') 

l'équation  (16),  devenue  homogène,  peut  être  représentée  par 

F(X,  u,  v,  p)  =  0.  (16') 

Des  égalités  (17),  on  déduit 

x  \œ  -f-  :V/  +  v~ 

en  tenant  compte  de  (15')  et  (16'),  on  trouve  facilement 


x 


F\ 


F'       "  F'        F' 

U  V  '     t 


car  l'équation  (16')  donne  (116) 

XFS  +  -J.F'    +vF",    h  pF',  =0. 

Si  les  coordonnées  À,  [x,  v,  p  vérifient  deux  relations  homogènes 
F(X,  p.,  v,  p)  =  0,     flX,  p,  v,  p)  =  0,  (18') 

une  génératrice  de  la  surface   développable  engendrée   par  le 
plan  (15')  a  pour  équations 


x  y  z  t 

F\  F'  F',  F' 

À  [x  v  p 

A  /"  /"  /" 


0 


20' 


la  dernière  notation  signifie  qu'on  égale  à  zéro  les  déterminants 
formés  avec  trois  colonnes  quelconques  dn  système  (20'  . 
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Exercices  et  notes, 


1.  Enveloppe  d'une  sphère  «le  rayon  donne  R  et  dont  le  centre  parcourt 
une  circonférence  donnée. 

Réponse  :      (x2  -  y2   f  s2  +  r2  —  R2)2  =  4r2(x2  -f  y2 1. 

2.  Enveloppe   des   ellipsoïdes    dont    les   axes   principaux    sont   dirigés 
suivant  les  mêmes  droites  <>X,  OY,  OZ  et  vérifient  l'une  des  relations 


lo  abc  =  m3;     2°  a2  -f  b2 


;  4-  jV  -    6> 


1  +  *-  +  L=    l 

^-  6-         c~  ///- 


ni 


Réponse  :   1°  a- r~  =    ,      :    2°  .v  i  j*  i  ^  =  i  »i  ;     3"  les  surfaces  passent 

par  huit  points  fixes,  donnés  par  .v  =  i  j'  =  i  c  =  i  m. 

3.  Enveloppe  du   plan   qui   passe  par   les  projections   d'an  point  quel- 
conque d'un  ellipsoïde  sur  les  axes  principaux  ou  sur  les  plans  principaux. 


Réponse 


2 

a 


y 


2 


+lf  + 


1  ou  23. 


-1.  Enveloppe  d'un  plan  qui  rencontre  les  axes  OX,  OY,  OZen  des  points 

1 
m2 


A,  1).  C  satisfaisant  à  la  relation  x  -\-  0  -j-  :         j 

OA  OU ~        OC 


Réponse  : 


ar  -p-  ?/-  -f-  j-  =  m- 


5.  On  joint  un  point  fixe  S  y.,  o,  y)  à  un  point  quelconque  A  d'une  circon- 
férence avant   pour   équations   x* -\- y2  =  r2,     z  =  0.    Enveloppe    du   plan 

mené  en  A  perpendiculairement  à  la  droite  SA. 

Réponse  :  (ax  -J-  yz  -f-  r2)2  =  r-[(x  -f-  a)'2  -f-  s2  . 

6.  In   plan   P    se  meut    de  manière  que  ses  distances  plt  p2,    ...  pn  h  n 
points  donnes  A,.  A2 vérifient  la  relation 


F(pltpti   ....  pn)  =     0. 


(1) 


Démontrer  que  le  point  de  contact  de  P  avec  son  enveloppe  est  la  pro- 
jection, sur  I\  du  centre  de  gravité  des  points  Al9  A> \.u  charges  des 

poids 


<)F        dF 
àPi  '      àp% 


àpn 


Soit  ax  -f  riij  +  yz  —  8  =  0 

l'équation  de  P,  avec  la  condition 

a2  +  02  +  y2=   1. 


(2) 
(3) 
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si  .v i.  ^>-i.  z\  sont  les  coordonnées  de  Ai.  on  a 

P\       *•'.    I    ///i    h  Y^i  —  ô. 

V  dépend  de  deux  paramètres,  car  a,  {3,  y,  o  satisfont  aux  égalités  <1    et 
1.3).  Différentions  (1),  (2),  (3)  par  rapport  à  -/,  [3,  y,  8;  il  vieil  1 

S-3     (ayjrfa    |  - //,,/'*    }-  .V/y  —  rfô)  ==  0, 

xd*    \-yd$    |    :■((■;  -  ofô    =  0,      ud%  -f-  ptfp  -f-  ydy  =  (J. 

Si  l'on  élimine  ii;  et  «Z<$,  le  résultat  aura  la  forme  Mda  -f  NrfS  =  0,  et  l'on 
devra  poser  M  =  0,  X  =  0  (*).  éliminons  d'abord  rfô,  ce  qui  donne 

s  f  [(*  -  »i)^  h  ;.'/  -ViW  -h  (~  -  -iMrJ  =  o. 

Cette  équation  et  l'égalité  ao?a    [    pr/;3  -f-  yo?y  =  0  ayant   lieu  pour  une 
infinité  de  systèmes  de  valeurs  de  c/a,  (/[j,  dy,  on  a 

Koc-oc,)  S(y— yi)—        S(y  — jrj- 

^  r^l  ^ 

a  p  y  Nl 

Les  équations  (4)  représentent  la  perpendiculaire  menée  à  P  par  le  centre 

6>F      dF 
<le  gravite  des  points  donnés,  charges  des  poids  >  >  ••• 

0pl     op2 

7.  Par  le  centre  d'un  ellipsoïde,  on  t'ait  passer  un  plan  quelconque  P  ; 

soit  2n  la  longueur  d'un  axe  «le  la  section.  On  mène  un  plan  Q  parallèle  à 

/•- 
I*.  a  ia  distance         •  Trouver  1  enveloppe  du   plan   Q.  —  Cette  enveloppe 
u 

porte  le  nom  de  surface  de  l'onde  lumineuse 
Soit  7.x       [3j/    |    yS  =  0  l'équation  de  I*.  Si  l'on  l'ait 

1  1  .  1  1 

u  =  -  i       a  =     rj       0   —    , .  >       c  =  -v > 
v  «'  //  c' 

l'équation  qui  donne  u  (171)  prend  la  forme 


>-  +  r..L  ,/,  +  „«!  C-S=0.  (O 


l 'j  Quand  on  cherche  l'enveloppe  des  surfaces  comprises  dans  l'équation 

dF  cF 

F(x,  y,  z,  y.,  8)  =  0,  on  pose    -     =  0.      :      =   0  ;    donc    la    différentielle* 

a  y.  dp 

àF   ,        dF   7r 

«a         —    (l-j  est  nulle  pour  toutes  les  valeurs  de  aa  et  ai. 
dx  dp      ' 

Neuberg.  —  ^4i*.  m/'.,  /.  2a 


Le  plan  <^  est  représenté  par 

xx    \-  §y    Y  Y-  =■  k~r> 
à  la  condition  y-~        '/'  4~  y  —  I  ; 


il  dépend  de  quatre  paramètres  y.  R,  y.  v  entre  lesquels  il  existe  deux  rela- 
tions. Différentions  (1),   2),    3)  par  rapport  à  ces  paramètres;  il  vient 

^      -4—8*-  +      TEL-    -vdvl        K2      -, 

,v/-,  _|_  ^^  -}-  :.(h  _  /-',/,-  =  (),     mil   1-  «<3    f-  y^Y  =  ()- 

additionnons  ces  égalités  après  multiplication  par  —  1.  u,  ),.  Si  l'on 
détermine  À  et  >).  par  la  condition  que  les  coefficients  de  th.,  et  rit  s'an- 
nulent, ceux  de  r/v  et  r//>  voir  exercice  6),  seront  également  nuls.  On  trouve 

ainsi  : 


/y         •>.<• 


c  —  a  -  i  -  —  i>  -  r-  --  c  ■ 


>-Y    h  ^  =     .,     ' 


(r^-y^ 


/■-• 


îl  reste  à  éliminer  a,  (3,  y,  v,  /.,  ;j.  entre      .   2),  (3j,    i  . 

Si  l'on  ajoute  les  relations  A  après  les  avoir  multipliées  nue  première  fois 

par  yy  3,  y,  une  seconde  fois  par  .v.  r.  r.  il  vient,  en  égard  à    1  ,  (2)  et    •'!  : 


7  C 


r-  —  a  - 


,,; 


mi  /■'  cnI  écrit  pour  .v-    \- y-       --'.  Des  équations   (i),  on  déduit 


y  r 


>>.'r-  —  //V-i  S      , 

/■'-  —  <t  • 


- 


En   transposant    le    premier   ternie    de    chacune    «les    égalités 
élevant   au  carre  et  additionnant,   on  obtient 


1  ,    puis 


.,.-,•-      y-   \  s 


r-  —    fl'' 


\    cause  de  (5)  et   (6),   cette   relation   se  ramené   a 


u-V2  =  ;j-/V'    | 


.1  on 


,     /. 


r 


(8J 
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Substituant  les  valeurs  181  dans  les  équations  (4J  et   (7j,  on   trouve 
/r.v  y.v  /;->/  [ir  kzs  y'" 

/.-       '-    .,         ,,•  '10) 

v  —  a- 

Si  l'on  ajoute  les  égalités  (9)  après  les  avoir  multipliées  par  x,  y,  z,  on 
obtient,  en  tenant   compte  de  (10)  : 

r2  t/2  ~2 

Remarque.  —  On  obtient  encore  la  surface  de  l'onde  en  élevant  par  le 
centre  d'un  ellipsoïde  une  perpendiculaire  sur  un  plan  diamétral  quel- 
conque, égale  à  la  longueur  d'un  axe  de  la  section  de  l'ellipsoïde  par 
ce  plan. 

8.  Lorsqu'un  plan  se  meut  de  telle  sorte  que  la  somme  des  carres  de  ses 
distances  à  des  points  fixes  soit  constante,  il  enveloppe  un  ellipsoïde 
ayant  pour  centre  le  centre  des  moyennes  distances  des  points  donnes. 

9.  Une  sphère  de  rayon  donné  se  meut  de  manière  que  ses  puissances 

Pzi  Pi 7'n   Par   rapport    à   des   points   fixes   Alf  A2 An   vérifient  la 

relation   Fi /q, />.,,..., />n  i       0.    Démontrer  que   le   rayon  qui   passe   par  le 
point  de  contact  de  la  sphère  avec  son  enveloppe,  passe  par  le  centre  de 

<)F     ôF  oV 

gravite  des  points  A,,  A.»,  ..  ,  An,  charges  des  poids     -->-->•••>-■ 

dp}      dp,  ()pn 

10.  En  un  point  quelconque  M  d'une  surface  donnée  S,  on  construit  le 
plan  tangent  ;j.,  qui  rencontre  un  plan  donné  P  suivant  la  droite  m.  On 
l'ait  passer  par  m  un  plan  \jJ  perpendiculaire  à  f/.;  soit  M'  le  point  de 
contact  de  jx'  avec  son  enveloppe.  Démontrer  que  les  perpendiculaires 
élevées  eu  M  à  u  et  en  M'  à  \x  se  rencontrent  en  un  point  du  plan  mené 
par  m  perpendiculairement  à  P. 

11.  A,  B,  0, 1)  étant  des  fonctions  du  premier  degré  de  .v,  .r.  z  et  À  un 
paramètre  variable,  trouver  l'enveloppe  <lu  plan  mobile 

A.X3  -f3BX2  f  3CX  -j-1)  =  0, 

et   l'arête  de  rebroussement  de  cette  enveloppe. 


340  - 


CHAPITRE  XX. 


COURBURE     DES     SURFACES, 


Courbure  d'une  ligne  tracée  sur   une  surface  donnée. 
359.  Soit  une  surface  ayant  pour  équation 

s  =-F(*,y). 

Pour  les  dérivées  partielles  premières  el  secondes  de  -  par 
rapport  à  .v  et  y,  nous  employons  les  notations  connues  : 

<)z  <):■  <)-;■  ()2z  ()•:■ 

dx  dy  <>.<■-  àxdy  dy1 

Pour  arriver  à  la  notion  de  la  courbure  de  la  surface  en  un 
point  A.  nous  étudions  la  variation  de  la  courbure  des  diffé- 
rentes lignes  tracées  par  ce  point  sur  la  surface. 

Soient  I  A  I>  Tune  de  ces  lignes  {fi  g.  Qg),  A  P  la  tangente,  1>  un 
point  infiniment  voisin  de  A.  Comme  pour  les  courbes  planes 
217,  le  cercle  oscillateur  en  A  est  la  limite  du  cercle  qui  touche 

Fig    f)!h 


AV  en  A  et  passe  par  H.  AC  étant  le  diamètre  du  dernier 
cercle,  si  Ton  mène  BP,  IUJ  perpendiculaires  sur  AI\  AC,  le 
triangle  BAC  rectangle  en  1>  donne 


AB*=  AC.  AU,  ou   AC 


ai; 
BP 
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abaissons  oncoro    BM  perpendiculaire    sur   le  plan    tangent 
mené  en  A  à  la  surface  ;  nous  aurons  KM        II  P  eus  M  151'  et ,  par 

suite, 

k   ,       AB!cos  MBP 
A'     -  BM  ' 

Le  rayon  de  courbure  R  est   la  limite  de ^ÀC  quand   \>  tend 

vers  A.  Or,  a  la  limite,  la  corde  AI>  peut  être  remplacée  par 
Tare  AH  =  At  (241)  cl  même  par  la  différentielle  <h<  ~  représen 
tant  l'arc  IA  de  la  courbe  compté  a  partir  d'une  origine  quel- 
conque 1  ;  les  droites  BM,  A  P  ayant  pour  limites  la  normale  A  X 
à  la  surface  et  la  normale  principale  a  la  courbe  IAIJ,  on  peut 
substituer  l'angle  0  de  ces  deux  normales  a  l'angle  MBP.  La 
formule  (2)  donne  ainsi 

R    -  lim  Jj^j  cosO.  (3) 

Les  coordonnées  des  points  A,    H  étant  x,  y,  z  et  x  -f-  Xv, 

y    |    Ay,  ~-    |    Az,  l'équation  du  plan  tangent  en  A  est 

z  —  z  =p{X  —  .'•)  !-7(v  —y), 

et  la  distance  de  1>  à  ce  plan  a  pour  expression 

BM       -^-^-VV. 
\   1     hp2    I    T 

En  attribuant  au  radical  un  seul  signe,  nous  admettons  que 
BM  (et  par  suite  R,)  change  de  signe  lorsque  la  courbe  I A  B 
passe  d'un  côté  du  plan  tangent  a  l'autre. 

Remplaçons  A.v,  Ay.  Ac  par  les  valeurs  (238,  II 

\.r=-=f/.c  \    ~d*x.  |-  ...,  \y  =  dy   \--d2y  .    ...,A;       dz -\~  ^d2Z    \-  ...; 

nous  aurons 

(lz  —  pdx  —  qdy    !-  -    ■-:•  —  pdzx  —  qcPy)    f-  t, 
BM  = 

\  i  -hP2  i  r 

r,  désignant  un  infiniment  petit  d'un  ordre  supérieur  au  second. 
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La  courbe  IAB  appartenant  à  la  surface  (1;,  les  coordonnées 
de  M  et  leurs  différentielles  vérifient  les  égalités  (*) 

dz  —  pdx  - 1 -  qdy, 
dlz       rdx'1  -f-  2sdxdy    \    tdy2  -\-  pd2x  \-  qdry\ 

en  substituant  ces  valeurs  de  <lz  e(  d2z,  on  obtient 

BM        rdx2  +  2sdœdy    \    tdy2    \    2u  § 

A  \  +i'-'  Vf 

La  formule  (S)  donne  ensuite 

H  -lim        ,      ^   \    V,1']    '    ?-?*?-  cos  6.  (4) 

rdx2  -f  2sdxdy    \-  tdy2  +  2r, 

Soient   a,   S,  -;  les  angles  directeurs  de   la   tangente  AP  ;    on 
a  (242) 

COS  X  -         --  i       cos  p  ri        1 1I1Î  ,  (). 

Donc.   si   Ton  divise  le  numérateur  et  le  dénominateur  de  la 
fraction  (4)  par  (h2,  on  obtient 

\   1  -I-  »-  4-  r/2 
r  cos-  a  -j-  2s  cos  a  cos  ^   |-  /  cos-  p 


Telle  est  la  formule  qui  nous  sert  à  étudier  la  courbure  des 
lignes  tracées  par  un  même  point  sur  une  surface  donnée. 

Elle  montre  immédiatement  qu'une  ligne  gauche  tracée  par  A 
sur  la  surlace  a  même  courbure  que  la  section  de  la  surface  par 
le  plan  oscillateur  de  cette  ligne  en  A. 

360.  Théorème  de  Meunier.  --  On  appelle  section  normale 

d'une  surface  en  un  point  A,  la  ligne  suivant  laquelle  la  surface 
est  coupée  par  un  plan  quelconque  passant  par  la  normale. 


*i  On  peut  supposer  les  équations  <le  la  courbe  IA1>  sous  la  forme 

x  =    o(t),     y  =  »l(^,     z       ^(/;; 

ces  valeurs  de  x,  y,  s  et  leurs  différentielles  vérifient  identiquement  les 
égalités 

Z     =  F(.r,  y),     dz       pdx  -f  qdy, 

d2z       dpdx  -f-  dqdy  -f- pd2x  -[■  qd*y 

.—  rdx2    |    2sdocdy       tdy2    |   pd2x    \    qd2y. 
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Soienl  (*)  :  AN  la  normale  en  un  point  A.  d'une  surface  ;  AD 
une  courbe  (quelconque  tracée  sur  lu  surface,  '•>'  son  eenlre 
•  le  courbure,  AT  la  tangente;  AI)  la  section  de  lu  surface  par 
le  plan  normal  NAT:  R  cl  p  les  rayons  de  courbure  A'/,  \<"  <l<-^ 
courbes  Al),  Al);  (>  l'angle  des  normales  A"»,  \«,\  H  est  donné 
par  la  formule  (5),  et  r  résulte  <lc  la  même  formule  où  l'on  fail 
8       0,  <le  sotie  que 

\  1    !   />-'   \   <r 

)'  COS2  '/     |     2s  COS  7  ('I)S  [3     |     /  cos- 

d'où 


6 


U 


2s  cos  a  cos  [3 

:  cos  0. 

Donc  :  Le  centre  de  courbure  w'  d'une  courbe  AI)  tracée  sur 
une  surface  est  lu  projection,  sur  le  plan  oscillateur,  du  eenlre  de 
courbure  w  r/c  /<•<  section  normale  A  I)  ayant  même  tangente  AT. 

Voici  une  conséquence  immédiate  de  cette  proposition  : 

Les  cercles  de  courbure  de  toutes  les  courbes  tracées  pur  un 
même  point  A  &«r  une  surface  et  ayant  même  tangente  AT,  no/// 
situés  sur  la  sphère  (jui  a  le  même  eenlre  et  le  même  rayon  que 
le  cercle  de  courbure  de  la  section  normale  passant  par  AT. 

Remarque.  —  I^e  théorème  de  Meunier  ramène  l'étude  de  la 
courbure  des  lignes  tracées  par  un  même  point  sur  une  surface, 
à  celle  delà  courbure  des  sections  normales  passant  par  ce  point. 

Courbure   des  sections  normales; 

361.  Sections  principales.  —  Etudions  la  variation  du  rayon 
de  courbure  p  en  un  point  A  lorsque  la  section  normale  tourne 
autour  de  la  normale  A.Z    fig.  ioo),   A   cet  effet,   nous  prenons 

Fis    ioo. 


pour  axes  coordonnes  la   normale    AZ  et   deux  droites   rectan- 
gulaires A\\  A  Y  tracées  dans  le  plan  tangent.  Le  plan  tangent 


{*)  Le  lecteur  est  prie  de  l'aire  la  figure. 
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ayant   alors  pour  équation  Z    -  0,  ou   a   nécessairement  /)  =  0, 
7     -  0.  Comme  [3  =  kJ  —  a,  la  formule  (6)  du  ?;  360  devient 
l 


r  cos-  x       2s  cos  2  sin  %  —  t  sin2  a. 


(I 


Cherchons  les  maxima  et  minima  de     *   Les  valeurs  corres- 

pondantes  de  a  annulent  la  délivre  de     par  rapport  à  *  ;  donc 
il  faut  poser 

2(7  —  r)  sin  a  eos  a  -|-  2s  feos2  z  —  sin2  a)     --  0, 

d'où,  successivement, 

(/  —  ri  siu  2a    h  2*  ^'()S  2a  =  0,  2) 

25 


te2«  - 


r  —  t 


(3) 


L'équation  (3)  définit  deux  directions  rectangulaires  AX', 
AY'  (*),  même  si  r  =  t  ou  si  s  =  0,  ainsi  qu'on  le  voit  par 
1  égalité (2)  ;  AX',  AY'  sont  les  directions  principales  au  point  A. 

On  donne  aux  sections  laites  dans  la  surface  par  les  plans 
ZAX',  ZAY'  le  nom  de  sections  principales  ;  pour  Tune  d'elles, 
p  passe  par  un  maximum  pl5  pour  l'autre  par  un  minimum  p,  (**). 
p,  et  p2  sont  les  rayons  de  courbure  principaux  de  la  surface 
en  A. 

Si  s  =  0,  les  sections  principales  sont  contenues  dans  les  plans 
coordonnes  ZOX,  .ZOY. 


•    si  a  est  le  plus  petit  arc  positif  axant   pour  tangente  ,•  on  peut 

r  —  / 

faire   2a  =  ce,  y    (-«,  ce    |    2~.  ...:  don   *  =  |.  |  +  f.  £    j    " H  suffit   île 


considérer  le6  deux  premières  valeurs  de  a. 
"    La  dérivée  du  second  ordre  de 


P 
2[t  ■—  /')  cos  2*  —  1s  sin  2a, 

prend  des  valeurs  égales  et  de  signes  contraires  quand  on  remplace  2a  par 
es  et  par  tp  -j-  -. 
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362.  Formules  d'Euler.  —  Si  les  plans  des  sections  princi 
pales  sont  les  plans  ZOX,  ZOY,  on  a  s  0,  et  la  formule  I 
devient 

=  r  cos2  y-   \-  t  sin2  -/.  (4) 

Les  l'ayons  de  courbure  principaux  pn  p3  correspondent  main 
tenant    à    «  =  0,  /  =     ;   donc  /•,  /,    et    la    relation    (  [) 

~  Pi  ?2 

prend  la  forme 

11,1, 

cos2  »  sill-  a.  (.») 

P  Pi  P2 

Soient  pr,  p"  les  rayons  de  courbure  de  doux  sections  normales 
qui  font  entre  elles  nn  angle  droit;  si  a  et  a  -|  -sont  les  angles 
de  ees  sections  avec  le  plan  ZAX,  on  a 

1  1         .      ,     1     .    ,  1  !..  1 

,  cos-  'x    [-         sur  x,  fj ?  =         sin-  y.  cos-  a; 

P  Pi  ?2  ?  Pi  ?■: 

en  ajoutant  ces  égalités,  on  trouve 

1  +1--1  i- 1  • 

Pi 

Donc,  la  somme,  des  courbures  de  deux  sections  normales 
perpendiculaires  enlre  elles  est  constante. 

363.  Ombilic.  —  L'équation (2)  devient  indéterminée  si  /       r, 

s  =  0.   La  relation  (\)  se  réduit  alors  à  -  =r;   donc   toutes  les 

sections  normales  au  point   A  ont  la  même  courbure.    Un   tel 
point  est  appelé  un  ombilic  ou  un  point  de  courbure  sphérique. 

Indicatrice. 

364.  Première  définition  de  l'indicatrice.  —  Les  axes  étant 
la  normale  AZ  et  les  traces  AX,  AY  des  sections  principales 
sur  le  plan  tangent,  on  a  trouvé  : 

=  r  cos'2  a  -f  /  sin2  a.  (1  ) 

P 

Portons  sur  la  tangente  AT  d'une  section  normale  A  M 
(flg.  ioo)  une  longueur  AT  =  \  /p,  /  étant  nue  constante  de  même 
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signe  que  p.  Lorsque  le  plan  ZOT  tourne  autour  de  AZ,  T  décrit 

une  ligne  que  Dupin  a  introduite  dans  la  science  sous  le  nom 
d'indicatrice.  Cette  ligne  est  du  second  ordre;  car  les  coordon- 
nées de  T  étant 

x  =  \   lp  eos  a,     y  =  \^  lp  siu  a, 

la  formule  il)  donne,  par  l'élimination  de  cosa  et  siu  a, 

rj?s  -f  ///- —  /. 

365.  On  peut  distinguer  trois  cas  : 

1"  r  et  /  ont  le  même  signe,  par  exemple  le  signe  |  .  Le  signe 
de  p  est  invariable;  doue  la  surface  est.  dans  le  voisinage  de  A, 
d'un  même  coté  de  son  plan  tangent.  L'indicatrice  est  ellip- 
tique [fig-  toi);  la  distance  de  A  à  un  point  de  cette  courbe 
Fis?,  mi.  Fisc.  loa.  Fig.  io3. 


allant  en  décroissant,  puis  en  croissant  lorsque  T  va  d'une 
extrémité  du  grand  axe  a  l'autre,  le  rayon  de  courbure  p  va 
d'abord  en  diminuant,  puis  en  augmentant.  Les  centres  de 
courbure  des  sections  normales  sont  compris  entre  les  deux 
centres  de  courbure  u>n  w2  des  sections  principales. 

La  surface  est  dite  convexe  au  point  A  ou  à  courbure  totale 
positive. 

On  appelle  tangentes  conjuguées  en  un  point  A  d'une  surface 
de.ix  diamètres  conjugués  de  l'indicatrice.  Il  résulte  d'une  pro- 
priété de  l'ellipse  que  lu  somme  des  rayons  de  courbure  de  deux 
sections  normales  menées  pur  deux  tangentes  conjuguées  est 
constante. 

2°  r  et  /  sont  de  signes  contraires,  par  exemple  r  0,  /  0. 
Si  l'on  met  le  signe  de  /  en  évidence,  on  a 


1 


=  r  COS2  a  —  t  siu2  a  =  /  eos-  a  /      —  tg-  a 
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Désignons  par  Ail,  AIT'  (/*#'.  102)  les  deux  droites  du  plan 
tangent  qui  font  avec  l'axe  des  a\  de  part  et  d'antre,  l'angle  qui 

a  pour  tangente  \/    >  et  soient  AK,  AK'  leurs  prolongements. 

Lorsque  la  trace  AT  d'une  section  normale  est  comprise  dans 
l'angle  II AU',  p  est  positif,  et  la  section  est  située  au-dessus  du 
plan  tangent;  lorsque  la  trace  passe  dans  l'angle  HAK',  p  est 
négatif,  et  la  section  normale  passe  au-dessous  du  plan  tan- 
gent; les  sections  comprises  dans  les  plans  ZAH,  XAIif  ont 
une  courbure  nulle,  ou  un  point  d'inflexion  en  A. 

La  surface  est  dite  ïi  courbures  opposées  ou  à  courbure  totale 
négative  au  point  A. 

Un  hyperboloïde  à  une  nappe,  an  paraboloïde  hyperbolique 
sont  des  surfaces  dont  la  courbure  totale  est  négative  en  chaque 
point;  les  droites  ILK,  HfK'  sont  ici  les  deux  génératrices  recti- 
lignes  de  la  surface  passant  au  point  considéré. 

Le  tore  engendré  par  une  circonférence  tournant  autour  d'une 
droite  fixe  située  dans  son  plan  et  ne  rencontrant  pas  la  courbe 
est  à  courbure  totale  positive  en  tout  point  de  la  partie  engen- 
drée par  la  moitié  de  la  circonférence  génératrice  qui  est  cou- 
cave  vers  l'axe;  elle  est  à  courbure  totale  négative  en  tous  les 
[joints  de  la  partie  engendrée  par  l'autre  moitié. 

L'indicatrice  se  compose  de  deux  hyperboles  conjuguées, 
ayant  pour  équations 

rx2  —  ty-  =  l,      rx~  —  t>./~  =  —  /, 

et  pour  asymptotes  communes  les  droites  HK,  H'K'.  La  première 
hyperbole  correspond  aux  sections  normales  passant  dans  l'angle 
II'AH,  et  la  seconde  aux  sections  passant  dans  l'angle  HAK'. 
La  première  hyperbole  suffit  pour  représenter  la  courbure  des 
différentes  sections  normales;  car  les  carrés  de  ses  diamètres 
dits  imaginaires  sont  égaux  en  valeur  absolue  aux  carrés  des 
diamètres  réels  qui,  dans  la  seconde  courbe,  ont  la  même  direc- 
tion. 

Les  droites  HK,  H'K'  sont  appelées  les  directions  asympto- 
liqnes  de  la  surface  au  point  A. 

Si  Wj,  w2  sont  les  centres  de  courbure  des  sections  principales, 
ceux  des  autres  sections  normales  sont  extérieurs  au  segment 
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3°  L'une  des  dérivées  r  et  f,  par  exemple  r,  est  nulle.  Ou  a 

=  t  si u-  %  ; 

? 

est  <le  signe  invariable,  s'annulant  seulement  pour  x  =  0. 

? 

L'indicatrice  a  pour  équation 

tif    =1; 

elle  se  compose  «le  deux  droites  parallèles  m,  m  {fi g.  io3).  Le 
rayon  de  courbure  est  proportionnel  au  carré  du  segment  de  la 
tangente  compris  entre  A  et  ///  :  un  minimum  correspond  a  la 
section  perpendiculaire  à  m,  tin  maximum  p  =  oo  à  la  section 
parallèle  a  m. 

Le  point  A  est  maintenant  un  point  parabolique;  on  dit 
aussi  que  la  surface  a,  au  point  A.  une  courbure  totale  nulle. 
Tout  point  d'une  surface  développable  est  unpointparabolique. 

366.  Remarques.  —  I.  En  un  ombilic,  tous  les  rayons  de  cour- 
bure des  sections  normales  étant  égaux,  l'indicatrice  est  une 
circonférence. 

IL   Lorsque  les  plans  ZAX.  XAY  ne  coïncident  pas  avec  les 

-cet ions  principales,  l'indicatrice  a  pour  équation 

rx~    ;-  2sxy    }-  ///-  =  l\ 

c'est  une  ellipse,  une  hyperbole  ou  un  système  de  deux  paral- 
lèles suivant  que 


vl  —  s~  >  0,     rt  —  s2  <0,     rt 


s- 


367.  Paraboloïde  OSCulateur.  —  Les  axes  étant  la  normale 
A/  et  les  directions  principales,  soit  r  Li.w  y)  l'équation  de 
la  surface.  Si  l'on  développe  Ki.wy)  par  le  théorème  de  Mac- 
Laurin  d35i,  on  trouve 

ffa     F(o,o)    |   ^F'x(o,o     ;  yF'y(o,  o) -h  ^2^^(0,0) +...]  +  .-. 
Au  point  A.  p  —  0,  q       0.  s    ■-  0  ;  donc  la  valeur  de  :  est 
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\>.  désignant    l'ensemble    des   tonnes    d'un   degré    supérieur   au 
second. 

Si  Ton  attribue  à  x  et   y  des  valeurs  infiniment    petites  du 
premier  ordre,  l'équation  précédente  se  réduit   sensiblement  à 

z=\[rœ°-   |   ur).  (3) 

Elle  représente  un  paraboloïde  elliptique,  un  paraboloïde 
hyperbolique  ou  un  cylindre  parabolique,  suivant  que  r  et  / 
sont  de  même  signe,  de  signes  contraires  ou  que  Tune  de  ces 
quantités  est  nulle.  Dans  les  deux  premiers  cas,  la  surface  (3) 
est  appelée  paraboloïde  oscillateur;  ses  plans  principaux  coïn- 
cident avec  les  sections  principales  de  la  surface  proposée. 
Dans  le  troisième  cas,  A  est  un  point  parabolique,  et  la  surface 
se  confond  sensiblement,  dans  le  voisinage  de  ce  point,  avec  un 
cylindre  parabolique. 

368.    Seconde    définition   de   l'indicatrice.    —   Coupons   la 

surface  proposée  par  un  plan  V  parallèle  au  plan  tangent  VA'  Y 
et  mené  à  une  distance  infiniment  petite  Ali  h  (flg'.  i<><>). 
D'après  ce  qui  précède,  la  projection  de  la  section  sur  le  plan 
xy  a  pour  équation  approchée 

2h       rx*    !-  ///'-'  : 

on  voit  que  cette  courbe  est  semblable  à  l'indicatrice,  circons- 
tance qui  s'explique  facilement.  En  effet,  si  I*  coupe  le  plan 
d'une  section  normale  XAT  suivant   la  droite    II  M,  le  rayon   de 


■> 


,AM         .    Mil 

courbure  de  cette  section  est  la  limite  du  rapport  .        ou  de  %) .       ; 

i 

il  est  donc  proportionnel  a  M  H  puisque  AIL  est  constant  pour 
toutes  les  sections  normales,  pourvu  qu'on  néglige  les  infini- 
ment petits  du  troisième  ordre.  Or,  pour  construire  l'indica- 
trice, nous  avons  porté  sur  la  trace  AT  de  la  section  normale 
une  longueur  AP  égale  à  \  h  (367),  par  suite  proportionnelle  à 
Mil  ;  donc  le  lieu  de  T  est  une  courbe  semblable  à  la  section  de 
la  surface  par  le  plan  P. 

Lorsque  le  point  A  est  a  courbures  opposées,  on  mené  deux 
plans  P,  P'  parallèles  au  plan  tangent,  de  part  et  d'autre,  et  on 
projette  les  sections  de  la  surface  par  ces  deux  plans  sur  le  plan 
tangent;  on  obtient  ainsi  deux  hyperboles  conjuguées,  formant 
une  courbe  semblable  à  l'indicatrice. 
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Rayons  m;  courbure   principaux. 

369.  Cherchons  les  sections  principales  en  un  point  A  d'une 
surface,  les  axes  coordonnés  étant  quelconques. 

La  formule  donnant  le  rayon  de  courbure  d'une  section 
normale  peut  être  écrite  ainsi  : 


\  l  -I -P~+>r 


p 


r  cos2  a   \-  2s  cos  a  cos  cj  -\-  I  cos2  |3. 


Posons        u  =    r  cos-  a    \-  ?.s-  cos  a  cos  ri   \-  t  cos2  p  ; 


(1) 

(!') 


nons  aurons  à  déterminer  le  minimum  et  le  maximum  de  ».  Les 
angles  a.  p,  y  vérifient  les  égalités 

cos-  a  -|-  cos-  [i    h  cos2  y    =  1,     p  cos  a  -}-  q  cos  p  —  cos  y  =  0;     (2) 

la  dernière  exprime  que  la  tangente  à  la  section  et  la  normale 
à  la  surlace  sont  rectangulaires.  Si  on  élimine  cos  y,  on  trouve 

cos'  a  - 1-  COS-  'i  -}-  (/J  COS  a  -J-  7  COS  |3)2  ==  1, 

on  (1  ~{-jr)  COS-  a  4-  2pq  COS  a  COS  j3  -f  (1  +  72)  COS2  (3  =■  1.         (3) 

77  dépend  des  deux  variables  cos  a  et  cos  [i,  liées  par  la  rela- 
tion (3)  ;  pour  trouver  son  maximum  ou  son  minimum,  nous 
posons  r/77  =  0  et  nous  différentions  l'équation  de  condition. 
Xous  aurons  ainsi  : 

(r  COS  a  -}-  s  cos  Vi'/eOS  a  -f-  (s  COS  a  -j-  /cos  |3)a?cos  3  =  0, 

[(1  -|-;/*'»cosa  f-y><ycos;J|'/cosa   h  [y>7  <-*os  a4-(l  -f- #2)  COS  J3]fl?COS  j3  =0: 

d'où,  en  éliminant  les  différentielles  d  cos  a,  d  cos  S  : 


r  cos  a  -f-  6-  cos  3 


5  COS  a  -|-  t  COS  P 


(-0 


(1  +  i>~)  eos  a  +  P#  oos  ?      y/ry  cos  a  +  (1  +  <72)  cos  ? 
Ordonnons  l'équation  (4)  par  rapport  à  cos  a  et  cos  3;  il  vient 


P0T  — (1  +  ;/>"|cosRa-f[(l  4. q*)r-(l  +P*)t]  eosacos  p    j 
+  [(l+î2)*—  P?*]eos2|3  =  0,  i 


(5) 


COS  a 


égalité  qui  détermine  le  rapport      -  »•  Les  égalités  (5),  (3)  et  (2) 

cos  p 

font  connaître  la  position  des  sections  principales. 
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Chacun  des  L'apporta  (4)  est  égal  à  // ;  car  si  on  les  additionne 
tenue  à  ternie  après  avoir  multiplié  le  numérateur  et  le  déno- 
minateur du  premier  par  cos  a,  ceux  du  second  par  cos  fJ,  on 
obtient  un  rapport  égal  aux  deux  rapports  (4);  mais,  eu  égard 
aux  relations  (lf)  et  (3),  le  nouveau  rapport  se  réduit. à  //.  Cela 
posé,  en  (''galant  à  u  les  deux  fractions  (4),  on  trouve 

[r  —  u{\  -j-  p~)\  eos  a    |-  [s  —  upç]  cos  (3     =  0, 
(x  —  upq)  eos  a  -f-  [*  —  w(l  -j-  72']  ('os  [3  =  0; 
en  éliminant  eos  y.  et  cos  (3  entre  ees  deux  égalités,  on  obtient 

[r  — m(1  +p»)]p— m(1  -l-g2)]-(s-îrf    -0, 
ou 

(1    ! V   !   ?>2-[M'  +  Ps)  +  KM-îs)-.2ptf*l"   M-*!      0. 


V  1  -h  30 s  4-  <r 
Remplaçons  u  par  sa  valeur  ;nousauronsl  equa- 

? 
tion  aux  rayons  de  courbure  principaux  : 

+  (H-*>8+y)8==0.   (.      " 

En  un  point  parabolique,  une  valeur  de  p  est  infinie;  un  tel 
point  vérifie  donc  l'équation  ri  — s2  0  Cette  équation,  jointe 
a  celle  de  la  surface,  détermine  un  lieu  de  points  paraboliques, 
à  moins  qu'on  n'ait  identiquement  ri —  s"-  0,  auquel  cas  la 
surface  est  développable. 

370.  Ombilic.  —  Toutes  les  sections  normales  avant  même 
courbure,  chacune  d'elles  peut  être  considérée  comme  une  sec- 
tion principale.  Donc  les  deux  racines  de  (6)  sont  égales,  ce  qui 
exige 

[(l+p2)  +  r(l  +  q*)-2pqsY  —  (\    j    p*  +  qs)  {rt  —  s*)  =  0. 

Le  premier  membre  de  cette  égalité  peut  se  mettre  sous  la 
forme  d'une  somme  de  deux  carrés;  en  égalant  à  zéro  chacun 
de  ces  carrés,  on  obtient  les  équations 

r  s  t 

'  r+p*  s=zpqss  1  -H?r 

On  y  arrive  plus  rapidement  en  exprimant  que  la  valeur  de 
r  eos2  a    |    2s  cos  a  cos  p  -J-  £  cos2  / 


u 


( l  -h  P')  cos2  7~  -/"/  c'os  *  c'os  ?  +  (1  +  ?2)  cos"  ^ 


est  indépendante  du  rapport  eosa:eosfJ;  «loue  les  coefficients 
du  numérateur  sont  proportionnels  à  ceux  du  dénominateur. 
On  peut  aussi  égaler  à  zéro  les  coefficients  de  l'équation  (5). 

Les  équations  (7),  jointes  à  celle  de  la  surface  donnée,  déter- 
minent en  général,  un  nombre  fini  d'ombilics.  Si  ces  trois 
équations  se  réduisent  à  deux  ou  même  à  une  seule,  la  surface 
possède  une  ligne  d'ombilics  ou  est  une  sphère. 

Dans  les  surfaces  du  second  ordre  qui  admettent  des  sections 
circulaires,  les  ombilics  sont  les  extrémités  des  diamètres 
conjugués  avec*  ces  sections;  car  un  plan  parallèle  au  plan  tan- 
gent en  un  ombilic  coupe  la  surface  suivant  une  courbe  sem- 
blable à  l'indicatrice. 

371.  Courbure  totale,  courbure  moyenne.  —  Soient  p,,  p2 
les  rayon.,  de  courbure  principaux  en  un  point  A(a\  y,  z)  d'une 
surface. 

On  appelle  courbure  totale  au  point  A  le  produit  des  cour- 
bures des  sections  principales,  et  courbure  moyenne  la  demi- 
somme  de  ces  courbures.  Ainsi  : 

ri  y    /    /  l 

(A)urbui'c  totale  = 


ru 


(1  +  P2   hq2)2  ' 


Courbure  moyenne  =  -I-  1  =  -  .. 

Si  les  rayons  de  courbure  principaux  sont  égaux  et  de  signes 
contraires,  la  courbure  moyenne  est  nulle;  l'indicatrice  est 
alors  une  hyperbole  équilatère.  Une  surface  dont  la  courbure 
moyenne  est  nulle  en  chacun  de  ses  points,  est  appelée  surface 
minium  ou  élassoïde;  on  rencontre  ces  surfaces  dans  le  pro- 
blème de  géométrie  suivant  :  Etant  donné  un  contour  ferme 
dans  l'espace,  trouver,  parmi  toutes  les  surfaces  continues 
passant  par  ce  contour  et  suppurant  sur  lui,  celle  qui  a  Vaire 
la  plus  petite  possible. 

Lignes  de  courbure,. 

372.  Ou  nomme  ligne  de  courbure  d'une  surface,  une  ligne 
ii-acer  sur  cette  surface  et  tangente  en  chacun  de  ses  points  à 
iune  des  sections  principales. 
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Pour  expliquer  la  génération  d'une  telle  ligne,  soit  A  an  point 
quelconque  do  la  surface;  sur  la  section  normale  à  courbure 
maxima  qui  passe  par  A,  prenons  un  are  infiniment  petit  AH; 
sur  la  section  à  courbure  maxima  qui  passe  par  B,  prenons  un 

arc  infiniment  petit  BC  ;  et  ainsi  de  suite.  Nous  formons  ainsi 
un  polygone  curviligne  ABCD...,  dont  les  côtés  sont  des  arcs 
de  sections  principales  en  l'une  de  leurs  extrémités.  Ce  poly- 
gone, si  Ton  fait  décroître  indéfiniment  les  longueurs  de  ses 
côtés,  a  pour  limite  une  ligne  de  courbure. 

Il  passe  par  A  une  seconde  ligne  de  courbure,  tangente  en 
chacun  de  ses  points  à  une  section  normale  à  courbure  minima. 

Les  deux  systèmes  de  lignes  de  courbure  constituent  un 
double  réseau  orthogonal. 

373.  Equation  différentielle  des  lignes  de  courbure.  —  En 

un  point  d'une  ligne  de  courbure,  les  cosinus  directeurs  de  la 
tangente  vérifient  l'équation  (4)  du  §  369;  car  cette  tangente 
coïncide  avec  la  tangente  menée  à  l'une  des  sections  principales 

.  i     o«  iî  i  o  dx    dy 

passant  par  A.    Si  Ion  remplace  cos  a,  cos  S  par  —=-*    ;   >  on 

th       (h 

obtient  l'égalité 

rdx  -j-  sdy  sdx  -\-  Idy 


(1  +  p2)  dx  -f-  pqdy       pqdœ  -f-  (1  -f-  q1)  dy 


(i) 


les  différentielles  dx,  dy  se  rapportant  à  la  ligne  de  courbure. 

L'équation  (lj  est  l'équation  différentielle  des  lignes  de 
courbure. 

374.  Normalie  développable-  —  Les  normales  à  une  surface 
S  le  long  d  une  courbe  L  tracée  sur  la  surface  engendrent  une 
surface  réglée,  qui  a  reçu  le  nom  de  normalie;  L  est  la  direc- 
trice de  la  normalie. 

Pour  qu'une  normalie  soit  une  surface  développable,  la  direc- 
trice doit  être  une  ligne  de  courbure  de  S. 

Pour  démontrer  ce  théorème,  nous  exprimons  que  les  nor- 
males menées  à  S  le  long  de  la  directrice  L  sont  tangentes  a 
une  même  courbe  L'  (263).  Soient  x,  y,  z  les  coordonnées  d'un 
point  A  de  L,  et  a,  b,  c  celles  du  point  N  où  la  normale  en  A  à 
la  surface  S  touche  L';  ces  quantités  peuvent  être  considérées 

Xeuberg,  An.  inf.,  i  ..  23 
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comme  des  fonctions  d'un  même  paramètre.  La  normale  en  A 
à  la  surface  S  a  pour  équations  (279) 

X  —  x  +  p(Z  —  *)  =  0,     Y  —  y  +  gr(Z  —  a)  =  0  ; 

comme  elle  passe  par  X,  on  a 

a  —  x  +  p(c  —  s)  =  0,     6.  — y  -f-  ç(c  —  c)  =  0.  (2) 

Les  cosinus  directeurs  de  la  normale  sont  proportionnels  aux 
quantités  /;,  q,  —  1  ;  ceux  de  la  tangente  en  X  à  L'  sont  entre 
eux  comme  les  différentielles  da,  db,  de.  11  en  résulte 

da       db 
P         9 
ou  da  -{-  pote  =  0,     ofô  -\-  qdc  =  0.  (3 

Différentions  les  équations  (2)  : 

da  —  dx  -j-  7>(//c  —  ofe)  -f-  (c  —  z)  dp  —  (  >, 
db  —  rfv  +  ?(tfc  —  dz)  -f  (c  -  s)  r/7  =  0, 

et  réduisons  au  moyen  des  égalités  (3)  : 

dx  -f  pdz  —  (c  —z)dp  -  0,     '///  -f  qdz  -  (c  —  cVfy  =  0. 

Ces  égalités  donnent 

d'où,  en  substituant  les  valeurs 

û?5  =  pdx  -f-  gc?y,     <7/>  =  rdx  -f-  St/y,     g??  ==  sdx  -f-  fcft/  : 

(1  +  ?r  j^j?  +  pqdy  __  ^efa?  4-  (  1  -{-  g2)o?y  _ 

rc/i'  '[-  sdy  sdx  -f-  A/// 

On   retrouve    ainsi    l'équation    différentielle    des    lignes    de 
courbure. 

375.   D'après  l'équation  (4)  du  §  309,  les  valeurs  (5)  de  c  —  s 

1  P 

sont  égales  à  -  ou  à  -7=  •  0  désignant  le  rayon  de  cour- 

U  \  1  +  j>-  -  -f  g*     ' 

bure  de  la  section  principale  tangente  en  A  à  la  ligne  de  cour- 
bure ;  donc  si  À,  ;j-,  v  sont  les  angles  directeurs  de  la  normale 

AX,  on  a 

p 
c  —  z  =  -7—  =  s  cos  v.  G 
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(.'eue  égalité  montre  que  AN-  =  p;  doue  X  est  le  centre  de 
courbure  de  la  section  principale  touchant  la  ligne  de  courbure 
en  A. 

L'arête  de  rebroussement  L'  |d'une  normale  développable  est 
donc  le  lieu  des  centres  de  courbure  des  sections  principales 
qui  touchent  la  directrice  L  en  ses  différents  points. 

376.  La  droite  NA  étant  tangente  en  X  à  la  courbe  L'  et 
normale  en  A  à  la  surface  S,  on  a 

da  db  de 


COS  A  COS  [J.  COSv 

En  projetant  AX  sur  les  trois  axes  on  trouve 

a  =  x  -f  p  cos  À,     1)  =  y  -\-  p  cos  |x,     c  =  z  -\-  p  cos  v, 

De  ces  égalités  on  conclut 

d(x  -\-  p  cos  À)  _ _  d(y  -|-  P  eos  ;jl)     _  c?(s  -j-  p  cos  v) 
COS  X  COS  \).  cos  v 

dx  -f-  p  rf  cos  À        rfy  -j-  p  r/  cos  [j.       r^  4-  p  d  cos  v 

COS  À  COS  [).  COS  v 

La  valeur  commune  des  rapports  (7)  est  zéro,  comme  on  le 
voit  en  faisant  la  somme  des  antécédents  et  celle  des  consé- 
quents multipliés  respectivement  par  cos  X,  cos  ;j.,  cos  v.  On  a  donc 

dx  4-  pd  cos  À  -=0,     dy  -\-  od  cos  \j.  =  0,     dz  -\-  pd  cos  v  =  0, 

dx  dy  dz 


d'où 


d  cos  X       c/cos  m-       d  cos  v 


les   différentielles   se  rapportant  à  un  déplacement  du   point 
(x,  //,  z)  sur  une  ligne  de  courbure. 

377.  On  trouve  quelquefois  les  lignes  de  courbure  d'une 
surface  en  cherchant  les  lignes  jouissant  de  la  propriété  que 
les  normales  menées  en  leurs  points  à  la  surface  forment  une 
surface  développable. 

Ainsi,  sur  une  surface  de  révolution,  les  lignes  de  courbure 
sont  les  parallèles  et  les  méridiens.  Car  les  normales  à  la 
surface  menées  le  long  d'un  méridien  sont  situées  dans  un 
même  plan  et  forment,  par  suite,  une  développable  ;  les  nor- 
males en   tous  les  points  d'un  parallèle  rencontrent  l'axe   de 
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révolution  en  un  même  point  et,  par  suite,  forment  un  cône,  qui 
est  aussi  une  surface  développable. 

Observons  aussi  que  les  centres  de  courbure  principaux  en 
un  point  A  de  la  surface  de  révolution  sont  le  centre  de  cour- 
bure de  la  méridienne  passant  en  A  et  le  point  de  rencontre  de 
la  normale  en  A  avec  l'axe  de  révolution. 

De  cette  dernière  remarque  on  conclut  que  la  surface  engendrée  par 
une  chaînette  tournant  autour  de  sa  directice,  est  un  élassoïde. 

Un  premier  système  de  lignes  de  courbure  d'une  surface 
développable  est  constitué  par  les  génératrices  rectilignes  ;  car 
le  plan  tangent  étant  le  même  en  tous  les  points  d'une  généra- 
trice, les  normales  en  ces  points  sont  situées  dans  un  même 
plan.  Le  second  système  est  formé  par  les  trajectoires  ortho- 
gonales des  génératrices 

Lorsqu'une  sphère  se  meut  de  manière  que  chacune  de  ses 
positions  dépend  de  la  valeur  d'un  seul  paramètre  variable,  elle 
enveloppe  une  surface  dont  un  système  de  lignes  de  courbure 
est  constitué  par  les  caractéristiques  de  la  sphère;  car  les  nor- 
males menées  le  long  d'une  caractéristique  étant  communes 
à  la  sphère  et  à  l'enveloppe,  sont  les  génératrices  d'un  cône, 
qui  est  une  surface  développable. 

Exercices    et  notes. 

1.  Les  rayons  de  courbure  principaux  de  l'ellipsoïde  au  point  M  (x,  r.  z) 
sont  donnés  par  l'équation 

p*  ._  (at  +  f  +  e-  -  «t  ._  y*  _  z*)  i  |    a"y  „  o, 

où  p  est  la  distance  du  centre  au  plan  tangent  mené  en  M. 

2.  Pour  la  surface  asymptote  xyz  =  m*,  on  a 

27m6 

3.  Pour  le  paraboloïde        -I-  -,     =  2z.  on  a 

a     '     b 


a 


+  *+;^V/l+S+FP  +  a<1+S  +  ©3  =  a 


4.  Maximum  ou  minimum  de  la  distance  d'un  point  P  (x  (3  y)  à  nue  sur- 
face. 
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Soit  x,  y,  z  les  coordonnées  d'un  point  A  de  la  surface;  posons 

u  =  («  _  «)•  +  (y  -  p)i  +  (;  -  y)2. 
Si  l'on  considère  z  comme  fonction  de  x  et  y,  on  a 

du  =  [a  —  a  -j-  p(*  —  Y)]ûte  +  [y  —  ?  +  q(z  —  y)Ky. 

Les  coefficients  de  dx,  dy  doivent  être  nuls;  on  en  conclut  que  la  droite 
PA  est  normale  à  la  surface.  On  a  ensuite 

l  d*u  =  [  1  +  p^  +  r(z  -  r)]^2  -  h  2[  pq  +  *(*  -  Y)  !  ctedy 

Pour  discuter  le  signe  de  <Z2»,  plaçons  l'origine  en  A,  et  prenons  pour 

plans  coordonnés  les  sections  principales  et  le  plan  tangent  ;  alors 

Z  =  Ô,     p  =  0,     q  =  0,     5  =  0,     r  =  — ,      /  =      ; 

Pi 

J^  =  (i-;;)^-i-(i_;;}¥. 

Le  maximum  et  le  minimum  de  «  exigent  que  d2u  ait  un  signe  invariable, 

ou  que  le  produit  (1  —    —  )  (  1  —  soit  positif;  donc  P  doit  se  trou- 

V         Pi/  V         P«/ 
ver  en  dehors  du  segment  u)jto2  ou  sur  ce  segment  suivant  que  A  est  un 
point  à  courbure  convexe  ou  à  courbures  opposées  (wj,  to2  désignent  les 
centres  de  courbure  principaux). 

5.  Rayons  de  courbure  principaux  en  un  point  Aux.  y,  z\  de  la  surface 
ayant  pour  équation  F(x,  y,  z)  =  0. 
Pour  simplifier  l'écriture  nous  posons 

dF  ÔF  d¥  <T-F  d*F  0<F 

doc  -  * l'  dy  ~  *2'  Jz  ~*3'dœ*  ~    ' u  ôy*  ~    *2'  dz*  "  * 331 


<PF         d°-F 
ôxdy       dydx 


—  F     =  F 


Considérons  une  section  normale  IAB  :  soient  a,  3,  y  les  cosinus  direc- 
teurs de  la  tangente  en  A,  a  Tare  IA,  1)  la  distance  du  point  B( x  -}-  fax,...) 
au  plan  tangent.  On  a  (359) 

„      F,A«  +  F,Ay  +  F3A,      F,  (^  +  ^ +...)  +  ■■. 
VFï-fF|  +  F|  V 
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V  désignant  le  radical.  Comme  SFjÀjc  =  0,  on  trouve 


F^2* -f  F2d2!/  -\-F3d~z 
L'équation  SFjd^c  =  U  donne,  par  différentiation, 

lFlxdx"  +  2SF18oferfy  H-  SF^-r  —  0; 

W/<72  V 

ÎF^  =F2SF12<&%  "=  ~~  -Fna-  +  2SF]7âp 


donc         R  -=  — 


Pour  obtenir  les  sections  principales  nous  cherchons  le  maximum  et  le 
minimum  de 

Vrn 


=  -'Fna2  +  2SF13<4. 
les  variables  a,  [3,  y  étant  lices  par  les  relations 

Fj«  +  F,P  +  F,y  «  0,     (2);  s2 .+  P2  +  Y2  =  1-     (3) 

Le  maximum  et  le  minimum  absolus   168)  de 


(i) 


ï«  +  MF,a  -f  F23    h  P,Y)  +  s  K«2  +  ?'   f  Y*  -  i; 


exigent 


\d£  +  xf,  +  ,*  =  o,  ig  +  xf2  +  rf  =  o,  i ;;:; -i-xF3 f ,v_o.(4. 

Ajoutant  les  égalités  (4>  après  multiplication  par  2.  3,  y  et  tenant  compte 
de  (1),  (2)  et  (3),  on  obtient  «  ~\-  jjl  =  0.  Si  Ton  remplace  \>-  par  —  ri,  les 
équations  (4)  deviennent 

(Fu-M)a  +  F12M-F13T -4-^=0,       , 

F21«  -h  (F22  -  u)$  +  F23y  -f-  XF2  -  0,  (5) 

F31«  +  F32P  +  (F33  -  ")y  4-  ÀF3  ==0.      \ 

Entre  les  équations  (5)  et  (2)  on  peut  éliminer  a,  3,  Y,  À:  on  trouve 


(t. 


Il  reste  à  remplacer  a  par  — 


Fll- 

-u  F12 

Pu 

F, 

P.1 

F„  — 

u 

P,3 

F, 

F31 

F  3  0 

1  33 

u  F3 

F2 

F2 
V 

F3 

0 

R 


G.  Trouver  les  ombilics  de  la  surface  V  x,  y,  z)  —  0. 
On  a  (voir  exercice  5) 

SFna2  +  22:F12ap 

«2  +  P2  +  Y2      * 
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si  L'on  remplace  Y  par  sa  valeur  tirée  <lc  IT',*     -  0,  on   trouve  pour  n  une 
expression  de  la  forme 

A,*2  +  2B3ap    h  Aty 
C2a*  +  2D3ap  +  C1P2' 

qui  doit  être  indépendante  du  rapport  a  :  (3;  ce  qui  exige 

A2    __    Bg         _    A, 
C2        "Dg-'C, 

Par  analogie  on  peut  écrire 

Aj        A., ^8__.?j       ?_?  _    ?J! 

C,       C,""C8'SSD1  ~D2       L)n' 

où       A,  -  F:F33  +  F§F22  -  2F2F3F23,     CL  =  F; -b  Fi    .., 

B,  =  FïF23  +-  F,F3F11-F1F2Fl,-F1F3F12,   D,  =  F2F3,  .... 

7.  Trouver  sur  une  surface  donnée  le  lieu  des  points  qui  ont  des  indica- 
trices semblables. 

(p.  4-  P->)~ 

On  exprime  que  — —  a  une  valeur  constante. 

S.  lies  lignes  de  courbure  de  la  surface  ez  =  cos  x  cos  y  ont  pour  équa- 
tion différentielle 

dx  dy 

=  ± 


cos  x  cos  y 

9.  On  appelle  Z/^/te  asymptotique  d'une  surface  une  courbe  qui,  eu  chacun 
de  ses  points,  touche  une  asymptote  de  l'indicatrice  correspondante.  L'é- 
quation différentielle  d'une  ligne  asymptotique  est 


dpdx  -\-  dqdy  =  0,     ou     rdx~  -f-  2sdxdy  -\-  tdy%  =  0. 

10.  Lignes  de  courbure  du  paraboloïde  hyperbolique  équilatère  z 
L'équation  (4)  du  s:  374  donne 

(a2  +  x2)  dy2  —  (a2  +  y'2)  dx2  —  0, 


ay 

a 


ou 


ou 


dy  dx 

±  —,  -  =  0, 


Va2  -f  //     "  Va2  -h  s5 


:m 


CHAPITRE  XXI. 


CHANGEMENT    DE    VARIABLES 


Fonctions  d'une  seule  variable. 


378.  Changement  de  variable  indépendante.  —  Si,  y  étant 
fonction  de  x,  on  prend  une  nouvelle  variable  indépendante  /. 
telle  que  x  =  -oit),  on  peut  considérer  y  comme  l'onction  de  t  et 

,       i  ■       ,      dy    d2y  .       , ,   .    ,      dy    dzy 

exprimer  les  dérivées    j,->    ,;,  )■••  par  les  dérivées    ;   >    .-*,»■•   > 

dt     (It- 
ou ces  dernières  par  les  premières. 

I.  La  règle  des  fonctions  de  fonction  (45)  donne 


dx    dx2 


dy       dy    dx 
dt        dos  '  dt 


(1) 


Dérivons  cette  égalité  plusieurs  fois  de  suite  par  rapport  à  / 

i        dy    d2Y  ,  "  .  .  . 

en  regardant    .'    >    r~y  ••  comme  des  fonctions  de  ionction  de  /  : 
dx    dx2 

il  vient 

d->/        d'2y  fdx\2    ,    dy  d'2x 
dt2  ^  dx*  ,df  )      '    dx  de  ' 

d3y       d3y  fdx\z         d2y  dx  d'2x       dy  d3x 
W  '"  dx*  [dt  )  '        dx^dt  dt-      '  dxdë  ' 


(3) 


Ces  formules  résolvent  le  premier  problème. 
II.  Pour  le  problème  inverse,  il  suffirait  de  résoudre  les  équa- 
tions précédentes  par  rapport  à   /    »    ;  \  •  •••  Mais  on  arrive  plus 

dx    dx-  t 

directement  au  but  en   considérant  y  et  x]  ou  y'  et  x  (*),  ou  y" 


(*)  y\  y",   ...  désignent  les  dérivées 


dy      d2y 

j 
dx     dx2 


;;<;i 


et  .y,  ...  comme  fonctions  do  /  et.  en  appliquant  La  règle  relative 
à  ce  eas  (76).  On  trouve  ainsi  : 


,       du   dx 
J        dl     dt 


I) 


y 


dt/'        dt/'    dx 

dx         dt  '  dl 


y 


dt/"       dy"   dx 

dx         dl   '  dt 


(5) 


Remplaçons,  dans  la  seconde  égalité,  y[  par  la  valeur  (4j;  il 
vient 

dx  dzy         dy  d2x 

dl  <it-  ~  dl  de 

'dx 

■il 

Portons  cette  valeur  de  y"  dans  celle  de  y"  :  nous  aurons 

dx  (dx  (P//       dt/  d*x\  d2x  (dx  d2y       dt/  d2x 

...       dï\dt    <//'■'  "dt  dl'3)"'    dt*  \dt    dl-     ~  dt  dl- 


'dx 


V'O 


w 


Et  ainsi  de  suite. 

On  obtient  des  formules  pins  simples,  niais  pas  essentielle- 
ment différentes  des  précédentes,  en  différenciant  les  deux 
membres  de  l'égalité 


y  — 


dy 

dx 


où  dy,  dx  sont  des  différentielles  par  rapport  à  /.  On  trouve 

dxd2t/  —  d//(l2.r  dxd2y  —  dud2x 

y  dco  _  ■    /r:  ■  ,     ou     y    --  '  -dxi  ■  ■ 

Une  nouvelle  différentiation  donne 

dx(dxd*y  —  dt/d3x)  —  3d2x(dxdzy  —  dydr  v) 


(S 


y 


dx- 


379.  Remarque.  —  La  formule  fondamentale, 

dy  =  y'dx, 

subsiste,  soit  que  y  est  fonction  de  v,  soit  que  .v  et  y  sont  fonc- 
tions d'une  même  troisième  variable  t.  Mais  si  Ton  différent ic 
cette  formule,  on  trouve,  dans  le  premier  cas, 


dzy  =  y"dxz, 
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dx  étant   traité  comme  une  constante;   dans  le  second  eus,  dx 
est  l'onction  de  /  et  l'on  a 

dhj  =  y"dx2  -f  y'd-x. 

Le  défaut  de   concordance   entre   ces   deux   valeurs    de    dzy 

explique  pourquoi  le  changement  de  variable  indépendante  ne 

....  .  ^d-//  d2y 

peut  se  taire  en  remplaçant  ,    ,  par    -,■-.-  ,,„  • 
1  L     J        dx2  l       ®'2(t)dtz 

380.  Cas  particulier.  —  Prenons  y  pour  variable  indépen- 
dante et  désignons  par  x',  a1",  ...  les  dérivées  de  x  par  rapport 
à  y. 

Nous  aurons  d'abord 

J       x" 
puis,  en  dérivant  les  deux  membres  par  rapport  a  y  : 

dx  x"  ,,  x" 


y"¥y^-^ony" 


y 


dx 

dy 


x^xm—%xnzx]2 


x 


'  ou  // 


'!! 


x'3 
a?'5 


('es  formules  sont  comprises  dans  celles  qu'on  a  trouvées  ci- 

dy       , 


dt 


dessus   :   elles    correspondent    à   y  =  t,   de  sorte    que 

d-v       ,   d3y       A 
<//-  '  dP  ' 

381.  Applications.   —  I.  Transformer  l'équation  différentielle 

en  prenant  pour  variable  indépendante  /  =  arc  cos  a\ 
(  )n  a 

(/^'  .  d2x 

x  =  cos  t,     — =—  =  —  sm  £,       rs  =  —  cos  £; 

introduisant  ces  valeurs  dans  les  formules  (4)  et  (5),  on  obtient 

dy  1      dy        d'y  1      d2y         cos  t    dy 

dx  siii  t  dt  '     '/.>•-       sin2£  dt-        sin3  £    rfr 
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*  iii  du     dzu     ,,.         .  , 

Au  moyen  de  ces  valeurs  de  x,    ,     »    ,    ,  >  1  équation  undevient 

g +  «*-<>■ 

II.   Le  rayon  de  courbure   II  d'une  courbe  représentée    par 
l'équation  y  =  F(a:)  est  donné  par  la  formule  (214,  226) 

trouver  R  lorsque  la  courbe  est  définie  par  les  formules  x  —  »(/), 

.y  =  /(')• 

En  faisant  usage  des  formules  (7j  et  (8),  on  trouve 

R  _        (c^2  +  W 
(Lvd~i/  —  dyd2x 

382.  Changement  de  toutes  les  variables.  —  Soient,   par 
exemple, 

F(œ,  y,  h,  t)  =  0,     f(œ,  //,  u,  t)  =  Q  (9) 

deux  relations  qui  définissent  x,  y  en  fonction  de  iz,  t.   Nous 

supposons  en  outre  une  relation  o(x,  y)  =  0  entre  x  et  y;  si  l'on 

élimine  x  et  y  entre  les  égalités  (9)  et  ©(jc,  y)  =  0,  on  trouve  une 

relation  ip(M,  /)  =  0.  On  peut  donc  considérer  u  comme  fonction 

rf\'     d^ v 
de  /  et  se  proposer  d'exprimer  les  dérivées    ;    ,    ,--•■•  au  moyen 

CIX      (IX  ~ 

,       , ,   .    ,       du     d-u 
des  dérivées    1± -  »    7j7>  •  • 
dt      dt- 

Pour  résoudre  ce  problème,   dérivons   les   équations  (9)  par 

rapport  à  /  en  considérant  x,y,u  comme  fonctions  de  t;  les 

,      ,., ,  .     ,  .  -  .         f/\v      dy    d-x    d2y 

égalités  ainsi  obtenues  tout  connaître     „  >     ;    >    — r  i  — ^-j  •••  en 

ai       dt      dt2     dt- 

f onction  de  ■■Tr »  -^ ->  ■••  Il  reste  à  porter  ces  valeurs  dans  les 
dt     dt- 

équations  (4),  (5),  (6)  ... 

383.  Exemple.  —  Transformer  la  formule  (b)  (381)  en  coor- 
données polaires. 

Les  formules  de  transformation  des  coordonnées  sont 

x  =  r  cos  0,     y  =  r  sin  8. 
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On  en  tire  en  prenant  0  pour  variable  indépendante, 


dx  ,  dr 

-   =  eos  0    - 

f/0  (ft 


.    „      du         .    A  dr    , 
r  sin  0,      :,    =  sm  0  — -  -\-  r  eos  0; 
'     d<)  db 


d-x  ,  d-r       _     .     .    dr 

„  ,   =  eos  0  -— 2  sm  0     !n r  eos  0, 

dbz  f/0-  r/0 


dà    - sm  °  diï 


2  eos  8 


dr 

là 


r  si n  o, 


Portons  ees  valeurs  dans  (4)  et  (5)  après  avoir  changé  /  en  8; 
il  vient 


•     a  dr    , 
siu  0     —  -  -  rcosf) 

eos  0  —  ;•  *in  0 


r*  +  2 


cfr  \a         }  d*r 

dû  I  '~rd& 


dr  '■ 

eos  8         —  r  sin  0 


La  formule  cherchée  est  doue 


U  - 


r2  -f 


Se 


(rs  +  *"«) 


»'2\2 


,    >     ou     R=    ...     .   ,., 
'-;*  r-  -|-  2r  -  - 

r'  et  r''  désignant  les  dérivées  de  r  par  rapport  à  0. 


dv  '  2  r/- 

r2--2(  —  r 


rr 


Fonctions  de   plusieurs  variables. 


384.  Changement  des  variables  indépendantes.  —  Soit  s 
une  fonction  des  variables  x,  y.  On  introduit  deux  nouvelles 
variables  u}  v  définies  par  les  équations 


x  =  flu,  v),     y  =  cp(w,  ?•); 


(1) 


ce  qui  permet  de  considérer  z  comme  fonction  de  u  et  y.  Cela 
posé,  on  demande  d'exprimer  les  dérivées  partielles 


dz 


ùz 


d2z 


d*~z 


d2z 


du  ~ Pi    dy    =  q>     dx*    =  r'     dxdy  .  = S'      dy*  '     ' 


en  fonction  des  dérivées  partielles 

dz  dz  dzz  ô2z 


ST=Pl'     dès~qit     du*==ri'    ~dudv~Sl'     ^    =tl' 


dv' 
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Pour  résoudre  ce  problème,  ou  pourrait  regarder  c  comme 
fonction  immédiate  de  //,  v  et  ces  dernières  variables  comme 
dépendant  de  .v,  y. 

Alors  la  règle  da<  fonctions  composées  (69)  donne,  par 
exemple, 

ôz       Oz  du    ,    dz  àr 

=  -f-  ; 

dx        ôliùx        àr  dx 


les  équations  (1)  étant  dérivées  par  rapport  à  .v,  ou  a  aussi 

OX  OX  ÔX  •       <)ir 


d'où  Ton  tire  r->^-*  valeurs  qu'on  substitue  dans  la  relation  (2). 
ùx  dx 

La  méthode  suivante  est  plus  élégante  et  souvent  plus  com- 
mode. On  a 

dz  =  pdx  -!-  qdy\     (3)  v-  ■    dz  --=  pAdu  -f  qxdv,  |  |) 

et  des  égalités  (1)  on  déduit 

dx  -=    '  </«  -f   /  dr,     <&/  -  -  ■  du         •   dv.  (5) 

An  moyen  des  valeurs  (5),  la  formule  (3)  devient 

dz  =[p  -    -f  7    •  W,<  -f   p-         y  --■  w/r. 

Comparant  à  la  relation  (3),  on  trouve 

d'où  l'on  déduit  /)  et  q  en  l'onction  de  />1  et  g^ 

De  même,  x  et  y  étant  considères  comme  fonctions  de  u,  v  : 

dH  =  rdx~  4-  2.sy/.iy///  -1   ^///2  -{-  pe^  -f  r/-//,  (6) 

ri1**  =  rxdu?  -f-  2sxdudv  -f  V/r-,  (7) 

d2*  =  fC^_|_o    ^/   dudv+^Çdv*,  (8) 

d*y  =  f!^-    12    ~f  tfi«fo  +  ^!i<fc*.  (9) 
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Remplaçons,  dans  (0),  dx,  dy,  d*x,  tf2ypar  les  valeurs  (5),  (8), 
(9)  ;  puis  identifions  eette  expression  de  d*z  avec  la  valeur  (7j. 
Xous  aurons  trois  équations  desquelles  on  tire  les  inconnues 
r,  s,  /. 

385-  Application.  —  Transformer  l'équation 


d*z       d*z 
dœ*~    d'y* 


0, 


en    prenant    pour    variables    indépendantes    les    coordonnées 
polaires  p,  0. 

Les  foi-mules  x  =  p  cos  0,  y  =  p  sin  0  donnent 

dx  =  cos  0  dp  —  p  sin  0  c£6,    cty  =  sin  0  dp  -f  p  cos  0  dO,      (10) 
d2#  =  —  2  sin  fi  dpdO  —  p  cos  0  d&,  d*y  =  2  cos  Grfptfe  —  p  sin  8û?82 .(11) 

Substituons  les  valeurs  (10)  dans  l'équation  (3);  il  vient 
dz  =  (p  cos  0  -}-  g  sin  0)dp  -f-  (  —  ;)  sin  G  -f  ç  cos  6)ptf0. 
Comparant  à  la  relation 


on  voit  que 


*  =  %  d?  +  S  rf6> 


.     *       à*  ■     ,    ,  r       1  A* 

fl  cos  0  4"  Q  Sin  o  =  --»      —  p  sin  0  -j-  g  cos  6  =  -        ; 


12) 


de  ces  égalités,  on  conclut 


dz           ,        1    r);      .     , 
»  ==        eos  0 -   sm  6,     <i 

dz  p    du 


dz     .     .    ,    1  dz 
-r-smô-f-   —  cosO. 
dz  p    Ou 


Portons  maintenant  les  valeurs  (10)  et  (11)  dans  l'équation  (6); 
nous  aurons  pour  d*z  une  fonction  homogène  du  second  ordre 
en  dp  et  c?6,  qui  doit  se  confondre  avec  l'expression 

5  dp*  +  2  f''    tfptfG  -f  °":  d8«. 


rfp 


<W6 


rW 


On  en  conclut 
d2* 


dp* 

d*z 

db- 


r  cos2  0  +  25  cos  6  sin  0  +  (  sin2  0, 


p2(?'  sin'2  G  —  2s  si,n  0  cos  0   r  /  cos-  G)  —  p(p  eos  G  -f  </  sin  0) 
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Ajoutons  ces  équations  membre  à  membre,  après  avoir  divise 

la  seconde  par  -J  ;  en  égard  à  la  valeur  (12)  de    ~   >  on  obtient 
'  dp 


d*Z    {     1    d°~z  1  dz 

dp2  o2     à()  a  dp 


r      i 


Or,  l'équation  proposée  est  r  4  £  ==  0;  doue  la  transformée  est 
*,         1  ^       l* 

386.  Changement   de  toutes  les  variables.   —   Soit  z  une 

fonction  des  deux  variables  indépendantes  x,  y.  On  introduit 
trois  nouvelles  variables  u,  v,  w,  définies  par  les  équations 

x  =  f[U,  r,  m?),      y  =  f^u,  v,  ta),      z  -■     f,[t(,  r,  w);  (1) 

la  relation  entre  x,  y,  z  se  transforme  ainsi   en   une   relation 
entre  u,  v,  w,  et  l'on  considère  alors  w  comme  fonction  de  u,  v. 
Proposons-nous  d'exprimer  les  dérivées 

dz  dz  0-z  d-z  d-z 

dx~P'       dy     _<?'       ôx-       r'      dxdy     '  St      dy*  ~~ 

en  fonction  des  dérivées 


dw  dw  dho  d~w  d'2w 

Tu=Pu      dï=qi'     àu-^*'1'      àuàv^*^      dô*     =t 


On  a 

dz  =  pdx  -j-  qdy,     (2)         dw  =  p^w  4  Qidv,  (3) 

et  les  formules  (1)  donnent 

cte  —   ^  di*+    v    rf»+    ^  c?«?,  (4) 

0«  c/u  ^«'  v   ' 

dy  -■=  à(]  du  -|-  df;  dv  +  -f '-  rfw,  (5) 

ou  dv  dw 

dz  =  ^  du  4  ^  dv  4  ^  <*".  (6) 

dit  ov  Ou- 

Si  Ton  substitue  ces  valeurs  de  dx,  dy,  dz  dans  (2),  on  trouve 

V  o^c        '    ou:         '  ou-  J  V     au  L   Ou         du  J 

*   f   àf     .       à/\         df2\ 


-  :m  - 

Telle  relation  entre  du,  dv,  dit)  ne  peut  différer  de  (S)  ;  on 
déduit  de  là  deux  équations  ({ni  feront  connaître  /)  et  <j  en  fonc- 
tion de  px  et  q.x. 

On  procède  de  la  même  manière  pour  les  dérivées  d'ordre 
supérieur.  Considérant  z  comme  fonction  de  .y,  y,  et  .v,  y,  w 
comme  fonctions , des  variables  indépendantes  u,  ?;,  on  a 

d'lz  =  rdx~  -j-  2sdxdy  -f-  tdy~  -\-pd~x  -f  qd2y,  (7) 

d2ir       )\<luz  -{-  2sxdudc  -f-  txdc-,  s. 

d2x  =  £Çdu*    !    g^t+|ïrftt,»,4-2  /'Y  riftffe 

dit2  rjr-  ^#-  OUOtO 

±:2^f-dvdw    h  2    ^    drd*c    \-°J  d-,r, 

0170*0  0tf02C  C/MJ 

a  *  j  —    ,  ;  cm-         .   . 
ûw 

On  remplace  r/.\\  r/y,  (/-'.v,  t/2y,  ^/;>c  par  leurs  valeurs  dans  (7), 
ce  qui  donne  une  relation  entre  d2w,  du,  dv;  l'identité  de  cette 
relation  avec  (8)  s'exprime  par  trois  égalités,  qui  font  connaître 
r.  s,  /. 

Exercices  et  notes. 

1.  Transformer  l'équation 

en  prenant  comme  variable  indépendante  /  =  Z  (a    |   .vi. 
Réponse:  j~    \  -  hy  =  0. 

■'V  —  y      #y'  —  V 

2.  Transformer  ,'       ',  en  coordonnées  polaires. 

00  +  yy     \\-\-;i'1 

r             r2 
Réponse  :  -.  >  — ; 

3.  Transformer  l'équation 

.v"  —  a^'2  -  2/j/'3  =  ()- 
en  prenant  pour  variable  indépendante  y. 

Réponse  :  oc"  -j-  xx'  +  y  =  0. 
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4.  Transformer  l'expression 


d2zd°Z       f  <nz 
dx2  dy2        \dxdy 


en  posant  X        aw        ,^',      y        %xu  -f-  $xv. 
Réponse  : 


1  j  d'Z  d2z 


5   Transformer  l'équation 


d*V   ,  d2Y  d*Y     ,  r/-V 

dz2  oydz  dzdx  dxdy 


en  prenant 
On  a 


a? 


VW,       V 


ira , 


uv 


(I 


ôX  dx        ôX  dy        ô\r  ôz 

c)x  <9w         cyy   r)/(         cte    du 


ÔX 
du 
Ô~X       „d*V/dx\*   ,     4_  d2Y  dxdy       v  ôX  d2x 

c)?r-  ôx-\ôuj  dxdy  du dv  ôx  du2 

d2Y         J2V()a?^    ,    _  d2Y  fdxdij       ôx  ôi/\    ,    _,  ÀV   d2a? 

=  1  -J-  1  (  — V-  — —  --—  )  -j-  2t  >    etc 

r)w>???  dx2dudv  dxdy\dudv       ôvôuj  ôx  du  Or 

le  signe  sommatoire  s'étendant  aux  trois  variables  x,  y,  z. 
Les  équations  de  condition    1 1  donnent 


ôx 
dû  " 

=  o  -  - 

U'  dv 

d-x 

dv2 

w 


ôx  ô'2x         dlx  ô~x 

'  r)/r         '  dit'        duàv       dudic 


«0, 


d2#  d2a? 

<9w2  cto<9?£ 


1,  etc. 


Par  conséquent 


g/V  ^Y     ,         ôX 

^'  ^//  dî 


Ô~X 

du* 


w 


d-X 
W2 


d-Y         .,,/-' Y 
tCVlo  4-  r- 


P«j 


t)2V 
dudv 


d2Y  d2Y  Ô-X  d2Y 

if"  4-  M20  -}-  'V  -   -f-  ?tu 

ôxôv  dydz  dxdz 


dz 


(2) 
(3) 


Les  équations  *  l;  u  (3)  et  les  autres  analogues  l'ont  connaître  les    dérivées 

à2V  à*V        „  .      .  , 

du    second   ordre  ,  ...  en  fonction  de       -,  ...  Mais  si  1  on  ajoute    1  equa- 

dx'  du2 

tion  (2)  multipliée  par  u2  aux  deux  équations  analogues  multipliées  par  w2, 

w-  et  qu'on  tienne  compte  des  égalités  (I),  on  trouve 

d2Y  (y      d*Y       v        d2Y 

--—  =  21  Sa;2       .,  -j-  lyz 


du2 
NEUBERG.  —  An.  Inf  ,    J. 


<).<• 


dydz)  ' 


■.M. 
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6.   Si  l'on  pose 

X  =  ax  +  by  +  cz,     Y  *=  a'x  +  ////  -f  c'z,     Z       a"œ  -f  b"y  -^  c"z, 
on  a 

c)-v     r)=v  ,  d»v      „,  ,  ,  ,,  ,    „.  r)2v  ,  ov      ,  ,,,  ,     ,   ,r-\ 

&  +  à?  +  S*  =  Mft"  +  *   +  °  '  «i  +  -""  +  **  ^  CC,^Y  • 

Si  les  deux  systèmes  de  coordonnées  sont   rectangulaires,   le   second 
membre  de  cette  égalité  se  réduit  à 

d«V       ')-Y        <r-Y  i 
2    '   iwâ  "      ,r/'- 


dX2 
7.  Transformer  l'expression 


dZs 


r)2Y  r)2Y    ^_    d*V 

àx2    +   fy2    +    ds2 

en  passant  des  coordonnés  x,y,  z  d'un  point  M  aux  coordonnées  sphéri- 
ques  p  =  OM,  0  =  angle  MOZ,  cp  =  dièdre  MOZX. 
Les  variables  x,  y,  z  sont  liées  à  ces  coordonnées  par  les  formules 

z  —  p  eos  6,     se  =  p  sin  0  cos  cp,     y  =  p  sin  0  sin  ©. 

Si  l'on  pose  p  sin  0  =  R,  R  étant  une  variable  auxiliaire,  on  aura 

(   x  =  lv  cos  ce,  t    R  =  p  sin  8, 

(1)   )  '         (2)   ■  r 

|  y  =--  R  sin  cp  ;  (    -sr  =  p  cos  0. 

Remplaçons  d'abord  x,  y  par  R.  cp  en  conservant  ar;  alors    385 

d-Y         r)2Y         r)-V     t      1    d*V  1     r)Y 

<h?2  +  <),/-  '"  d\\2    r  R2  Ôf  +    R   dR  ' 


et  l'expression  proposée  devient 


d*J        d'Y         1    <)2Y         1    ÔY 
dz2  "    <)R2  ~     R2  cte2  "  "  R  <?R 


(3) 


V  est  maintenant  une  fonction  de  R,  f  et  ^,  qu'on  transforme  au  moyen 
des  formules  (2).  Ou  a  donc 

tï'Y        (Ï2Y       à2Y         1  d*Y        1   "Y 
dzz  +  ù\V  ~  ùf  +  ps   r)0-  H 

par  suite,  la  quantité  1 3 >  est  équivalente  à 


P  dp  ' 


ff-Y        1   ^V         1    ')2Y       1  ÔY         1_  r/A 
dps   +  p2  t)0-  +  IV  ôf        î    dz     '"   R  OU 
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Calculons         en  considérant  Y  comme  une  fonction  de  R,  cp,  s,  que  la 

('  l  ». 

substitution  (2)  change  en  une  fonction  de  co,  0,  8.  Cette  substitution  donne 

p-\/r*'+T*,    tge  -    |; 

dV         dV    r)p         dy    d0         dy     K         dV    cos2  8 

dR         dp    dR  +   d6    dR  =      dp"  ç    ^    dô  '      z 

dV     .     .        dV   cosO 
—         si n  0  4-  ,  etc. 

dp  dO         p 

S.  Transformer  l'expression  rfac2  +  dyz  —  ds2  ei1  introduisant  les  coor- 
données bipolaires  P,  pj,  distances  du  point  uv,  y)  à  deux  points  fixes  F,  F]. 
On  différentie  les  relations 

p2  =  (x  —  af  -f-  //-',     Pl2  =  {x  4-  a)2  H-  ?/2  : 

prfp  =  {x  —  x)  dx  -j-  ydy,     p/^Pi  =  (a?  +  d)  dx  -\-  ydy. 

Tirant  de  là  dx  et  dy,  on  trouve 

dS    ^4p?1  4P*Pï-(p8  +  ?ï-4«r 

9.  Même  question,  les  variables  étant 

P  +  Pl    =   2$,         p  —  p!    =2^. 

2t4,o»«  :  A*  =  (ç2  -  ?ï)  f-^  +    /^ .,)  • 

\7~  —  a2       a2  —  <i\j 


CHAPITRE  XXII. 

EXPONENTIELLES  IMAGINAIRES  ET   FONCTIONS 

HYPERBOLIQUES. 

Addition  et  soustraction  des  séries. 

387.  Théorème.  —  Soient  des  séries  convergentes 

a,  -f  «2  4-  «3  +  •••  ,  (1) 

Cj  +c2  -f-Cj  +  ...  ,  (3) 
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ayant  respectivement  pour  sommes  A,  1>,  C.  La  série 

(a,  +  bx  —  Cl)  +  (a.,  -\~h.,  —  c,)    [-{a.,    |    ^3  — c3)-f  ...  (4) 

est  convergente  et  n  pour  somme  A    |    B  —  C. 

En  effet,  si  An,  1>„,  C„,  ln  sont  les  sommes  des  u  premiers 
termes  des  séries  (1),  (2),  (3),  (4),  on  a 

Un  =  An  4-  Bn —  Cn. 

Quand /i  croît  indéfiniment,  les  sommes  An,  Bn,  On  tendent 
vers  des  limites  déterminées  A,  B,  C;  donc  Un  a  pour  limite 
A  +  B  — C. 

Pour  fixer  les  idées,  nous  avons  considéré  trois  séries;  mais 
il  est  facile  de  généraliser. 

Remarque.  —  Le  théorème  peut  être  en  défaut  quand  on 
ajoute,  terme  à  terme,  des  séries  en  nombre  infini. 

Multiplication  de  deux  séries. 

388.  Théorème.  —  Soient 

a0  4-  a,    |-rt.2  -|-  ...  (1) 

h  +  ô,  +bt  -f  ...  (2) 

deux  séries  convergentes,  dont  lune  nu  moins  est  absolument 
convergente  (9).  Si  on  leur  applique  la  règle  de  la  multiplication 
algébrique,  on  obtient  une  nouvelle  série  convergente,   ayant 
pour  somme  le  produit  des  sommes  des  séries  (I)  et  (2). 
Les  1er  mes  de  la  nouvelle  série  sont 

e0  —  cIqIjq, 

Cj  =  ajjl  4-  afio, 

c2  =  a0bt  +albl     4-  a2b0, 


cn     -  aQbn  -\-  a^n_i  4-  a2bn    2  -\-  ...    |-  anb0, 


Pour  démontrer  cette  proposition,  posons 

An  —  a0  \   ax  4  a.:   j    ...  4  atu 

Bn  =  ^0   +^i   +   K   +  ^   "Mo, 
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&1  indiquons  le  produil   A„  !>,,  : 

a0     -|-  a,       |-  a,      |    ...    h  an 
*o      h*,       I  -''••     +...'+ 6n 

«0*0     h  «1*0  +  «2*0    h  •••  +  «n*o 

+  flfo*i  +  rti/vi     !"  •••     h  «n-i*i  -h  «n*] 

a0b2  +  ...  -f-  an-2*2  4-  «n-i*2   !   «n*2  (T 


«0*n         h  «1*11       -h h«n* 


C0       +  Cj        +  C2       4-  ...  -f  C,,  |-  ... 

Les  (n  f- 1)  premières  colonnes  du  tableau  (T)  sont  respective- 
ment égales  à  c0,  cl5  c2,  •  ••,  cn.  Complétons  ce  tableau  de  manière 
(jue  les  n  dernières  colonnes  reproduisent  cu  u  cn-|  2,  ...,  c2n.  A 
eet  effet,  nous  ajoutons  à  ces  colonnes  les  termes 


"n  ■  i*o     h  «nH  2*0     f  ...     !"    «2n*0 

«n+i*i  "f:  •••   4-  «2n  -l*i 


U) 


et  nous  écrivons  les  nouvelles  lignes 

«0*n+i  +«]*n+i    4"  ■••  +  «n-i*n+i       . 

«0*n  h2  4"  •••  4"  «n-2*n  (-2      '     ,y 

r  ' 

4"  «o*2n 

Désignons  par  //  l'ensemble  des  termes  (U),   par  v  l'ensemble 
des  termes  (V),  par  (\,n  la  somme  c0  4-  c1  -f-  ...    j-  c-jn  ;  alors 

C2n  —  AnBn  +  w  -f-  v. 

Le  module  d'une  somme  étant  égal  ou   inférieur   a    la   somme 
des  modules  de  ses  parties,  nous  aurons 

mod  u  <  mod  >an\i  4~  «nH  2  4"  •••«2n)-  niod  />0 
4-  mod  (an+,  j-  .  .  f-  a2n-i).  mod  bï 
—  ...  4-  mod  aa  |  !  .  mod  ^n-i- 

modr  <mod(flfl   h  «i    I    •••    h  «n-i)  mod  .  6n+1 
4-  mod  (a0  -\   a]  -\-  ...    h  «n-2)  mod  .  b 
...  4-  mod  «„  .  mod  ^2„. 


:ï?4 


Les  séries 

aQ    \-  a{    |-  a,  -\-  .... 
niod  b0  -j-  mod  bt  -\-  ...  4-  mod  b2  -\-  ..., 

étant  supposées  convergentes,  on  peut    trouver   deux   nombres 
fixes,  y.  et  [3,  tels  que  pour  toutes  les  valeurs  de  ni, 

mod  (a0  +  al  -f  ...  -f-  am)  <  a, 
mod  &0  +  mod  b^  -\-  ...  -\-  mod  bm  <^  p. 

On  peut  aussi  trouver   un  nombre  /i'  tel,  que  pour  toutes  les 
valeurs  de  n  supérieures  à  n'  et  quel  que  soit  m,  on  ait 


mod  (an+1  4-  an+2  -f  ...  4-  «n .,_m)  < 


«-*- 


mod  &n+1  4-  mod  6n^2   |-  ...  4-  mod  bn  t .,„  < 
Il  résulte  de  là  que  pour  n  >  n\ 


a  -h? 


mod  u  <  rj  [mod  VH  mod  6>  -h  ...  4-  mod  &n_i]  < 

af,j  a  4~  p 


a  -f  6  ' 


mod  v  <a  [mod  bn^.i  -\-  mod  ôn+2  -f-  •••  4"  mod  ^n]  < 

par  suite       mod  (C2U  —  AnBn)  <  mod  m  4-  mod  v  <  e. 

Comme  £  peut  être  pris  aussi  petit  qu'on  veut,  on  a 

lim(C2n—  AnBn)  =  0; 

donc  C2n  a  pour  limite  AB. 

On  verrait  de  la  môme  manière  que  la  différence  0^+, —  AnBn 
tend  vers  zéro;  donc  C2n-H  a  également  pour  limite  AB. 

Exponentielles  imaginaires. 


389.  Définitions.  —  Les  formules 

o 
/y»  •>  >  - 


sm  x  =  x  — 


,/•• 


x-' 


1.2.3    '    1 .2.3.4.5 


k"  + 


.'- 


l'IIS  .r  —    ]   4- 

1.2  n    1.2.3. 


(O 
(21 

(3) 
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s'appliquent  à  toutes  les  valeurs  réelles  de  x .  Les  trois  séries 
sont  encore  convergentes  quand  on  remplace  x  par  une  imagi- 
naire /•  (cos  8   |-  isin  8)  :  la  série  (1),  par  exemple,  devient 

1   h  r  (cos  8  -[-  i  sin  8)   |-      «  (cos  28  -f-  i  sin  20]   |-  ...  , 

et  les  modules  de  ses  termes  constituent  la  série  convergente 

,  r  .     r%    .      r3 

1  -|- 


1    '    1.2   '    1.2.3   ' 

Cela  posé,  par  définition,  les  expressions 

cx^'\     sin  (x  -\- yi),     cos  (se   \-yi) 

sont  les  sommes  des  séries  (1),  (2),  (3)  quand  on  remplace  a:  par 
x   ! -yi. 

390.  Formules  d'Euler.  —  D'après  ce  qui  précède, 

./yi  v  /y*  S  1  /Y»  4 

*    =1+^-T.2-TX3+  1. 2.3.4+- 

1  —    4-  —  —  -  ^  4-  ■•(-  -        —       4- 

'1.2"1"  1.2.3.  1  ""7       Al  "  "1.2.3^  "\  ' 

La  partie  réelle  de  exi  est  la  série  (3)  ;  le  coefficient   de  /,  la 
série  (2).  Par  conséquent 

a^  =  cos  x  4-  i  sin  x  ;  (4) 

le  change  ment  de  x  en  —  x  donne 

Ces  formules  ramènent  les  exponentielles  cxi,  e~xi  aux  lignes 
trigonomé triques.    Inversement,  les  fonctions  circulaires  s'ex- 
priment au  moyen  des  exponentielles  exi,  e~xi;  car  des  égalités 
4   et  5)  on  tire 

c?xi  4-  e~xi  .  <?**  —  e  Xl 

cos  x  =  -        ••       sin  ./'  =  i 

2  2* 

,,Ni    _    g-Xi 

t  (  >•  j9  = 

/(c'xi+C-si) 
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391.  Opérations  sur  les  exponentielles  imaginaires.   -  Les 

séries 

1  +  1  ^  1.2   h  1.2.13    l 

r  i    '    1.2    '     1.2. 3    ' 

sont  absolument  convergentes  pour  toutes  les  videurs  de  x  et  y  ; 
on  peut  donc  leur  appliquer  le  théorème  (388)  ;  ee  qui  donne 


x 


x~ 


,'■■ 


eVy=    1+    1    -h.  2  +1.2.3 

"V  i      il     1.2 1 
4-  y-*-+  '"  y-a 

1.2    '      1    1.2 


+ 


1.2.: 


Le  fn  -|-  1  )r  ternie  du  produit  est 


x1 


x 


n— 1 


19       n/  — 


a?1 


1  .2...n  '    1.2...(;/  — 1)  1    '    1.2... (n  -2)  1.2 


a'"  -f  -//.r11"1  4 


1 
On  en  conclut 


1.2 


y  -./■' 


y 


1    2...W 


«  n{n—X)  1         (x  -1-  //' 


e*e*     --\+œ±1J  +  K%p2     h-  (;'J^,U- 


1 


1.- 


1  .  2  ...  72 


Le  second  membre  est   la  série  (l)  dans  laquelle  x  est  rem- 
placé par  x  4  y-   ()l1  a  donc  pour  toutes    les  valeurs  de  x  et  y 


\-/jy     _  y,\  .  y 


<■»'    -  É 


: 


On  voit  que  le  produit  de  deux  ou  plusieurs  exponentielles 
cx,  ey,  e7- ,  ...  s'obtient  en  faisant  la  somme  des  exposants. 

La  règle  de  la  division  suit  immédiatement  de  ce  qui  précède  : 

De  même  (ex)m  =====  emx, 

du  moins  si  l'exposant  m  es/  entier. 
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392.  Module  et  argument  derx|}i.  —  Des  formules  4)  el  -. 
on  déduit 

cx--.v  =  e*eyi       ex(cos  y    |    i  sin  y). 

Donc,  V exponentielles*  •  -vi  a  pour  module ex, pour  argumenty. 
Logarithmes   imaginaires. 

393.  On  appelle  logarithme  népérien  dune  quantité  quel- 
conque,  réelle  ou  imaginaire,  l'exposant  de  la  puissance  de  e 
qui  reproduit  celle  quantité. 

Soit  x  +  yi  le  logarithme  de  l'imaginaire  <w   j-  bi,  de  sorte  que 

gx+yi  =  a_J_  fo 

Ramenons  <w  -f-  bi  à  la  forme  trigonométrique  r(eos  0  -j-  *  sin  9) 
et  remplaçons  ex  Kvi  par  ex(cos  y   h  i  sin  y)  (392)  ;  nous  aurons 

ex(cos  y  -j-  /  sin  y)  ==  r(cos  0  -h  '  sin  0). 

L'égalité  de  deux  imaginaires  exige  que  les  modules  soient 
égaux  et  (pie  les  arguments  diffèrent  d'un  multiple  de  2~  ;  on  a 

donc 

ex  __  r^     y  _  f)  _|_  2nTT. 

Pour  désigner  un  logarithme  en  général,  nous  nous  servirons 
de  la  caractéristique  À,  réservant  la  lettre  /  pour  les  logarithmes 
népériens  réels.  L'égalité  ex  =  r  donne  x  =  Ir;  donc 

X(a  -f-  bi)  =x-\-  yi     -  Ir  4-  (6  -\-  2mz)i.  8) 

Ainsi,  ?z/îe  quantité  quelconque  a  une  infinité  de  logarithmes, 
qui  forment  une  progression  arithmétique  de  raison  2~i. 

394.  Cas  particuliers.  —  1°  Soit  N"  un  nombre  positif;  son 
argument  étant  égal  à  zéro,  la  formule  (8)  donne 

XN  =*=  IN    ■    2mzi. 

Ainsi,  loul  nombre  positif  a  un  seul  logarithme  réel,  el  une 
infinité  de  logarithmes  imaginaires. 

2°  Un  nombre  négatif  a  pour  argument  «;  il  en  résulte 

X(— N)  =JN    |    (2n  +  1)-;. 
Donc  /es  nombres  négatifs  nont  pas  de  logarithmes  réels. 
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3°  Les  imaginaires  Ni, —  Ni  ont  pour  argument-*  ~;  donc 

X(N*J  =«=  IN  -f  (4n  -f-  1)  */,      X(—  N/)  =  JN  +  (4n  +  3)  1 1. 
Si  l'on  fait  N  =  1,  h  -—  1  ou  0,  les  égalités  précédentes  donnent 
M  =  2™,      X(_  1)  =  m,      h  -=   2  ,     a(_  i)  =     — ; 


OU  <?2Ki  =  1,       6-5=    -1,        C'2     =2, 


3~i 
*  2 


/ . 


Les  dernières  formules  peuvent  se  déduire  directement    de 
l'équation  (4)  du  §  390. 

Lignes  hyperboliques. 

395.  Valeurs  de  sin  (xi)  et  cos  (xi).  —  Par  définition  (389), 

oobM=1+   J.2-I-L2.3..1  +  --'  <9) 

"n^-'U+1.2.3+1.2.'L.5  +  --}      ('0) 
Or,  si  l'on  combine  par  addition  et  par  soustraction  les  égalités 

/y»  /y»  2  /y»  /v»~ 

6        1+l  +  l72  +  -'      ''  1_1  +  1.2---' 

on  obtient 

/,  xz  x4  \ 

^  +  ^-2(1  +  l.2+i.2.:i.4  +  -)' 

I    '     1.2.3  +  1.2.3.4.5+  " 

Les  formules  (9)  et  (10)  peuvent  donc  prendre  la  forme 


—  X 


cx  4-  e~*        sin  (xi)        cx  —  e 
cos(^)=         2        '  t-    -=      — 2~     •  (IL 

On  peut  les  déduire  des  relations  (6)  en  changeant  x  en  a*/. 

396.   Lignes   hyperboliques.   —   Les   valeurs  de  cos  (xi)  et 

sin  (xi) 

sont   réelles;    on  les  appelle  cosinus  hyperbolique  et 

sinus  hyperbolique  de  .v,  et  on  les  désigne  par  Ch.v  et  Sh.v.  On 
a  donc 

oS    __]_    /?  — X  /;X    p — X 

Ohtf=   -1--    •      Sha?=*-     s--     •  (12) 
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On  considère  encore  quatre  autres  fonctions   hyperboliqm 
analogues  aux  fonctions  circulaires  tg,  cot,  sec,  coséc,  savoir 

m.  S  h  x       cx  —  c~x        e2x — 1  . ,   ,.  C\\x  1 

Thx  =  =  i         Coth  '      ■  -- 

dix        rx  4-  e~x        c-x  -f-  1  Sh  a?         I  h  x 

Séch  x  -   -7^-.—    i   Coséch  x-  =    .,_ 

(  h  a?  Sh  x 

Il  existe,  entre  ces  fonctions,  des  relations  qui  ne  diffèrent 
pas  des  formules  trigonom étriqués  connues,  ou  qui  ne  s'en 
distinguent  que  par  les  signes  de  certains  termes.  Par  exemple  ; 

Ch-a'  —  Sh2.*?  =  1, 

S  h  (x  -f-  y)  =  Sh  x  Ch  y  -f-  Sh  y  Ch  x\ 
Ch  (a?  +  z/)  =  Ch  a;  Ch  y  +  Sh  x  Sh  y, 
,rl    -      ,      ,         Tha?  -  Th// 

Sh  2a;  =  2Sh  x  Ch  a-, 

Ch  2x  =-■  Ch2a?  +  Sh2a;, 

Sh  3a;  =  3Sh  x  +  4Sh3a?,  etc. 

Pour  démontrer  ces  relations,  on  peut  partir  des  formules 
trigonométriques  correspondantes.  Ainsi,  considérons  l'égalité 

cos(.*?  +  y)  =  cos  x  cos  y  —  sin  x  sin  y. 

Si  l'on  y  substitue  à  cos  x,  cos  y,  sin  x,  sin  y,  cos  (x  -f-  y) 
leurs  développements  en  série,  on  doit  trouver  une  identité.  Cette 
vérification  étant  indépendante  des  valeurs  particulières  de  a* 
et  y,  on  peut  remplacer  x  et  y  par  xi  et  yî;  donc 

cos  (x  -f-  y)*'  =  cos  (oui)  cos  (y/j  —  sin  (xi)  sin  (.?//). 
Or  cos  (xi)  =  Ch  a?,     sin  (a?z)  =  /Sh  x,  etc. 

Les  formules  suivantes  se  vérifient  encore  facilement  : 

Ch(—  x)  =  Cira;,     Sh(—  x)  =  —  Sha\ 
Cho         ="l,  Sho         =  0, 

Ch  oo      =  oo,         Sh  oo       =  oo, 

dShx  ~,         dChx 

— ; —         -Cho;,        ;  =  hhx., 

dx  (fx 

Sh  x  dx  =  Ch  x,       Ch  x  dx  =  Sh  a?,  .,  Th  .r. 


Tli(— 

x] 

=  —  Tlu 

Th  o 

0; 

Th  oo 

—  1; 

tfTha? 
o?a? 

1 
~Ch2a?  ' 

—  8S0 


397.  Représentation  géométrique.         Soi!  AM       //  un  arc 
quelconque    AM    pris    sur    la    circonférence    trigonométrique 

(fig>  io4)- 

Fi8-  I()4  Fis:   100. 


ni 
O 

B 

s 

r 

T 

\T' 

\        ° 

y 

A 
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/> 

\   T/ 

\ 

P             X 
H1 

\\ 

En  effectuant  les  constructions  bien  connues,  on  a 

sin  u       MP,     eos  ?t  -    OP,     tg  w  =  AT,     cotg  a  =  I iS. 

On  a  aussi  séc  u  =  OT,  coséc  u  OS:  mais  en  menant  en  M 
la  tangente  qui  coupe  OA  en  T',  OH  en  S',  on  peut  aussi  écrire 

séc  u  =  OT',     coséc  u  —  OS'. 

Considérons  maintenant  une  hyperbole  équilatère  M'AM 
(fi g.  io5),  rapportée  à  ses  axes  principaux  OA.  OH  et  ayant 
pour  équation 

r~  —  y"  =  1  . 

L'analogie  de  cette  équation  avec  la  relation 

(  'h-./-  ---  Sh2#  =  1 

nous  conduit   a   prendre,   pour  coordonnées  d'un  point  M  de  la 
courbe. 

x       CL  u ,     J  =  Sli  //. 

u  étant  un  paramètre  variable. 

Soient  :  MP  l'ordonnée  de  M,  Tel  S  les  points  où  le  rayon  O.M 
rencontre  les  perpendiculaires  élevées  par  les  sommets  A,  H  sur 
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les  axes,  T'  cl  S'  les   points  on   la   tangente   menée  en  M  coupe 
les  axes.  Les  triangles  semblables  OMP,  OTA,  ()SI>  donnent 

Th^  =  AT,     Cothw       BS; 

et  de  l'équation  de  la  tangente  Ml"  :  ,v.\  —  y  Y  =  1,  on  déduit 

Séch  u       01",      Coséch  u  =  —  OS'. 

Il  y  a  donc  nue  analogie  complète  entre  les  lignes  trigonomé- 
triques  et  les  lignes  hyperboliques.  Cette  analogie  s'étend  an 
paramètre  u,  si  l'on  observe  que  le  secteur  circulaire  MO.M'a 
pour  expression  u. 

En  effet,  soit  Y  Taire  du  secteur  OAM  (fig\  io5).  On  a  (211) 


o-J 


ru 

(xdy  —  i/dx)  ; 
J  A 

d'où,  à  cause  de 

x  —  V\\  )<<     y  =  Sli  u,     dx  =  Sh  u  du,     dy  =  Ch  u  dit  : 

U  -^       (Ch2w  — ShWw-  '       du. 

-  J  A  ~  J  A 

Le  point  A  correspond  à  7/  =  0;  donc  si  u  est  la   valeur  du 

paramètre  au  point  M,  \J  =  --  Par  suite  u  est  l'aire  du  secteur 
OM'AM. 

398.  Fonctions  hyperboliques  inverses.  —  1°  On  désigne 
par  Arg  Sh  X  la  quantité  dont  a*  est  le  sinus  hyperbolique.  Soit 
y  cette  quantité. 

De  l'équation  y  =  Arg  Sh  x  on  déduit 

x     -  Sh//  =  <:>  (ey  —  e~y). 

Le  système 

e>  —  e  y  =  2x,     ey  e  >'  =  1 

donne,   si   l'on   élève   la  première   équation  au   carré   el    qu'on 
ajoute  ensuite  la  seconde  multipliée  par  4, 

ey  _|_  e-y        2\"l-f-tf2. 
Par  conséquent 

&  —  a?  +  VÏ  +  i»,     y  =  /(*  +  Y'i  +  ï 
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Ainsi  Arg  Sha       l(x   \    \1    |   a?2). 

De  cette  égalité,  on  tire 

<l .  Arg  S  ha;  C       dx 


1     .   f 

\  oc'  + 1      J  y 


doc  \   ,r;>  -f  1  J\/œ2  +  l 

2°  On  trouve  de  la  même  manière 


=  Arg  S1k/'. 


d.  Arg  Ch.r 


Arg  Char  =  J(a>  -f-  \^2  —  1), 
1  C         dx 


Arg  Clia?. 


doc  '  \  œ-2  _  j       J  \/^_] 

3°  Posons  y  —  Arg  Tluv.  Cette  équation  donne,  successivement, 

x  =  Thy 


-  1 
1 


Donc 


ey  _^_  e-y         ezy 
1  —  X  1  —  # 

1     1  -h  a? 

Arg  Tlia?  =  -  l  -  » 

*  2    1  — a? 


o?.  Arg  Tha? 


1 


oc- 


Ç     dx 

)  1  —  x* 


Arg  Tha?. 


Exercices  et  notes. 


1.  Mettre  l'imaginaire  (a  -j-  /;/)a+iJl  sous  la  forme  x  -f-  yi 


On  met  d'abord  a  -f-  M  sous  la  forme  e' 
2.  Démontrer  les  formules 


■H» 


,2 IX 


cos  a;  4-  ?  sm  #  1  ,  l  -f- 1# 

.    .        •       arc  tff  a;  =  —  l --     . 
cos  x  —  %  sin  a?  2i    1  —  &a? 


3.  De  l'équation 


déduire 


t°"  2.r  =  — 


tg  (a;  +  ?V)  =  r  (cos  fj  +  '  sin  9)' 

2r  cos  8  _    1   r2  +2/' sin  8  +  1 

rl  —  1         ^  ""  1   r2  —  2r  sin  0  -f-  1 


4. 


Th2u  - 


Chu  = 


t- 


2Thu 
1    !    Th/V 


Ch2«  +  1        01         4  /Ch2w  —  1 


Shp+  Sl^  =  2Sli/    4;   <Ch 
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S1i(m  h  v)  +  Sh(//  —  r)  =  2SlmChv, 
Sh(«  -[-  w)  _  Sh(M  _  y)  2Shi?Chw, 
Ch(w  |  y)  +  Cb(w  —  r)  =  2CkwCln>l 
Ch(u  + t>)  —  Ch(w  -  y)       2ShwShi?; 

Slip  —  Sliç==2Sh^  77Ch^  t?, 
(  "hp  +  CI19  =  2Ch ;)  ±  7  Cli ;)  7  7  • 

Clip  -  Ch$  =  2Sli P  +  q  Sli ;;  7  7  ; 

Sly;  +  SI17  p  4-  9 

Chp  +  Chç  2 

5.  L'analogie  des  équations 

,7;2   _  <?y2  =    1  f        géC2  ?  —  tg-  ce    =    1 

conduit   à   prendre   pour   les   coordonnées    d'un    point    d'une    hyperbole 
équilatère  : 

a?  =  séC(p,     y  =  tgcp; 

comme  on  a  aussi  posé 

oc  =  Ch  !£,     j/  =  81i  ?(, 

les  lignes  hyperboliques  se  ramènent  aux   lignes   trigonométriques   en 
faisant 

Cli  u  =  séc  cp,     Sh  u  =  tg  tp  ; 
on  a  ensuite 

Séch  u  =  cos  cp,     Cosécli  u  =  cotg  cp,     Cotli  m  =  coséc  cp. 

Une  table  trigonométrique  peut  donc  servir  à  calculer  les  fonctions 
hyperboliques,  si  l'on  connaît  la  valeur  de  ce  qui  correspond  à  une  valeur 
donnée  de  a.  cp  est  Y  amplitude  hyperbolique  de  u  et  se  désigne  par  A/nhu; 
dans  la  figure  105,  c'est  l'angle  que  fait  avec  l'axe  OA  la  tangente  menée 
du  pied  P  de  l'ordonnée  MP  au  cercle  décrit  du  centre  ()  avec  le  rayon  OA. 

Démontrer  les  relations  suivantes  dont  la  première  est  due  ù  M.  Laisant  : 

u-  \(Ch  x  +  eo*  oc)  -  1  +  ~~  +  ul [$ 
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•j  ,..r. 

2(sha,-sin'")  =  i;-j::5  '  1.0...7  + 

L'équation  y  =  Ch:c  représente  une  chaînette. 


CHAPITRE  XXIII. 

NOTIONS  COMPLÉMENTAIRES  SUR  LES  SÉRIES. 

Propriétés  des  séries. 

399.  On  appelle  série  entière  une  série  de  la  forme 

a0  -f  axz  +  a2z2  +  «3c3  +  ... 

les  coefficients  a0,  an  a2,  ...  étant  indépendants  de  z. 

Comme  exemples  de  pareilles  séries,  on  peut  citer  les  déve- 
loppements de  ez ,  sin  z,  cos  z,  (1  +  z)m,  1(1  -f-  z),  arc  tg  z. 

400.  Théorème.  —  Si"  une  série  entière 

a0  -f  a>\3  +  «2~2  +  «3*3  +  •••  (1) 

c.s7  convergente  pour  une  valeur  z  =  z,  ayant  pour  module  p, 
e//e  es/  convergente  pour  tontes  tes  videurs  de  z  ayant  un 
module  plus  petit  que  p. 

En  effet,  la  série 

ci0  +  «1-1  +  «2^1  +  «3*1  +  ■•• 

étant  convergente,  le  module  du  terme  général  anz?  tend  vers 
zéro  quand  n  croît  indéfiniment;  il  reste  doue  inférieur  à  un 
nombre  fixe  A . 

La  série  (1)  peut  s'écrire  : 

a0  4-  «!*,  f  £    )  -|    «Qz\(  -z  j   4-  «a5i(   1  j  +  •  •  (2) 
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Soil  r  le  module  du  quotient  ]_   cl  supposons  mod  z       mod  ~,. 

~  i 

de  sorte  que  r  1.  Les  termes  delà  série  (2)  ont  respective- 
ment des  modules  moindres  (jue  les  termes  de  la  progression 

décroissante 

A  4-  Ar  -|-  \r'  +  Ar3   h  ... 

La  série  (1)  est  donc  convergente  pour  z  <  ~,  ;  elle  est 
môme  absolument  convergente. 

401.  Remarques.  —  I.  Le  théorème  précédent  peut  s'énoncer 
ainsi  :  Si,  pour  une  valeur  de  z  ayant  pour  module  p,  les 
modules  des  fermes  d'une  série  entière,  à  partir  d'un  certain 
rang',  sont  moindres  qu'un  nombre  déterminé,  la  série  sent 
convergente  pour  toute  valeur  de  z  ayant  un  module  inférieur 
à  p. 

1T.  Quand  une  série  entière  est  divergente  pour  une  valeur 
de  z  ayant  pour  module  p,'  elle  sera  divergente  pour  toute  valeur 
de  z  ayant  un  module  ox  supérieur  à  p. 

Car  si  elle  était  convergente  quand  mod  z  —  pM  elle  serait 
convergente  quand  mod  z  =  p,  puisque  p  <  pP 

402.  Cercle  de  convergence.  —  D'après  ce  qui  précède,  une 

série  entière  est  convergente  pour  les  valeurs  de  z  dont  le 
module  est  inférieur  à  une  certaine  limite  R. 

Traçons  deux  axes  rectangulaires  OX,  OY;  de  l'origine 
comme  centre,  avec  le  rayon  R,  décrivons  une  circonférence  A. 
Pour  les  valeurs  de  z  qui  correspondent  aux  points  (*)  intérieurs 
au  cercle  A,  la  série  est  convergente  ;  pour  les  points  extérieurs, 
elle  est  divergente.  En  général,  il  y  a  doute  pour  les  points 
situés  sur  la  circonférence. 

Le  cercle  A  se  nomme  cercle  de  convergence.  Si  la  série  n'est 
jamais  convergente,  le  rayon  de  A  est  nul  ;  si  elle  est  conver- 
gente pour  toutes  les  valeurs  de  z,  le  rayon  de  A  est  infini. 

Considérons  par  exemple  la  série 

l-\-z  +  z2  +  z5±...  (a) 

Elle  est  convergente  pour  les  valeurs  de  z  dont  le  module  es! 


(*)   La  valeur  z  =  x  4  Y*   est   représentée   par   un   point    ayant    pour 
abscisse  s ,  pour  ordonnée  y. 
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intérieur  à  l'unité;  divergente  pour  celles  dont  le  module  est 
plus  grand  que  l'unité.  Pour  la  valeur  z  —  eos  »  -f-  i  sin  cp  dont 
le  module  est  l'unité,  la  série  devient 

1  -f  (eos  »  -\-  i  sin  cp)  -\-  (eos  2  'f  -f  /  sin  2  <p)  -f  ...  ; 

elle  n'est  pas  convergente,  car  le  terme  général  ne  tend  pas 
vers  zéro. 

Le  cercle  de  convergence  de  la  série  (a)  a  doue  pour  rayon 
l'unité. 

403.  Séries  équiconvergentes.  —  La  variable  z  =  x  ■  |-  y/' 
étant  représentée  par  un  point  M  dont  les  coordonnées  rectan- 
gulaires sont  x  et  y,  il  arrive  souvent  (pie  l'on  considère  seule- 
ment une  portion  du  plan  xy  (ou  même  une  ligne)  comme 
accessible  au  point  M.  Cette  portion  du  plan  (ou  cette  ligne) 
forme  alors  le  domaine  ou  le  champ  de  la  variable.  Par  exemple, 
si  z  ne  prend  (pie  les  valeurs  réelles  comprises  entre  les 
nombres  réels  n  et  b,  son  domaine  est  un  segment  limité  de 
l'axe  des  x. 

Vue  série 

"l  +  U2  4-  w3    | 

dont  les  différents  termes  sont  des  fonctions  continues  de  la 
variable  z,  est  dite  équiconvergente  ou  uniformément  conver- 
gente dans  un  certain  domaine,  si  le  module  du  reste 

rn  =  Wn-h  -f  «n+2  +  wn+3  4"  ••• 

est  moindre  (pie  tout  nombre  donné  e,  pour  les  valeurs  de  ;? 
supérieures  à  un  nombre  fixe  v,  indépendant  de  la  valeur  parti- 
culière de  z. 

Telle  est  la  série 

1 


(H  l)2     '    (*4-2)2  ^-  (*  +  n; 


r+7; 


i 


<s  +  n+\)* 


.,4-..- 


1 


pour  les  valeurs  positives  de  z  ;  car  le  reste 

i  J ,  _1  , 

C   f  »  +  l)2  +  (*  +  n  +  2)2  "*~  -•  '      »  4  1  J2  "*"  (n  4"  2)*    ' 

et  l'on  peut  trouver  une  valeur  de  ;î,  indépendante  de  z,  telle  que 

1  1 

(n+ir    (»4  2)2  + '"         ' 
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et  cette  inégalité  a  lieu   a  fortiori  pour  les  valeurs  de  n  plus 
grandes. 

Au  contraire,  la  série 

•  -  4-      -        4        -  h  ...  4         -  4-  .  . 

%    ^    1+;2T  (1  +  *2)2    '  (1|    32)n   '     '  ' 

qui  est  convergente  pour  toute  valeur  réelle  de  z,  n'est  pas  uni- 
formément convergente  dans  un  intervalle  comprenant  la  valeur 

z  —  0;  car 


14-  •  4-  -  — 1- 

(L  4-  52)n+1  L         1  +  *2        U  +  -2)2        " 


1 

1     |-  S2)n 


et  on  ne  peut  pas  fixer  n  de  telle  sorte  que  /•„  soit  inférieur 
à  i,  z  étant  aussi  voisin  de  zéro  qu'on  voudra. 

404.  Théorème.  —  Une  série 

F(z)  =  ux  4-  u2  4-  ^3  4-  ...  , 

dont  les  termes  sont  des  fonctions  continues  d'une  variable  z  et 
(jni  est  uniformément  convergente  dans  un  certain  domaine, 
est  elle-même  une  fonction  continue  de  z  dans  ce  domaine. 

Posons 

f{z)  =  ul  "f  Hl  4"  •••  +  «ni       ?(~)  =  ^n  |-1  4"  Wn  |  2  -}-   .,., 

de  sorte  que  F(«)  =  /'(-)  f  '•?(-)• 

Soient  z,  c,  deux  valeurs  appartenant  au  domaine;  on  a 

F(*,)-F(*)  =  A*i)-A*)   h  ?(-,)  -  ?(*)• 
Par  hypothèse,   on  peut  choisir  ;i  suffisamment  grand   pour 
que  les  restes  <p(s),  ?(^i)  aient  une  valeur  moindre  que  -  ;  alors 

mod^J  —'KOI  <  ~3* 

D'autre  part,  f(z)  contenant  un  nombre  déterminé  de  ternies, 
qui  sont  des  fonctions  continues  de  z,  on  peut  choisir  le  module 
de  la  différence  zx  — z  suffisamment  petit  pour  que  l'on  ait 


mod[/K) -/"(*)]  <-. 
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Dans  ces  conditions, 

modlFl^j-F^I  <  s; 
ce  qui  démontre  le  théorème. 

4-05.  Corollaire.  —  Une  série  entière  est  une  fonction  conti- 
nue dans  le  cercle  de  convergence. 

Soit  R  le  rayon  de  convergence  de  la  série 

a0  +  axz  -f-  a2z2  +  a3z2  -f-  ... 

Posons  R'  =  R  —  s,  i  étant  un  nombre  positif  aussi  petit  qu'on 
veut,  et  désignonsfpar  A0,  A,,  A2,  ...  les  modules  des  coefficients 

a0,  au  a. Si  nous  attribuons  à  z  une  valeur  de  module  r  égal 

ou  inférieur  à  R\  le  module  du  reste  de  la  série   sera   moindre 
que 

An^  +  An+lr"+1  +  ...  <AnR'n  +  An+1R'»+i  -f  ... 

Or,  on  peut  trouver  une  valeur  de  n  à  partir  de  laquelle  le 
second  membre  de  cette  relation  est  moindre  qu'un  nombre 
donnés,  quelque  petit  qu'il  soit.  Cette  valeur  étant  indépendante 
de  r,  la  série  est  équi convergente  dans  le  cercle  de  convergence 
et  par  suite  continue. 

406.  Théorème.   —  Deux  séries  entières 


«o  -Mi 


a2z2  ±a3z*  -f  •••  > 


K  -f-M  -fA*2  -fM3  +  ..  , 

qui  ont  des  sommes  égides  pour  toute  valeur  de  z  qui  assure  ta 
convergence  de  ces  séries,  sont  identiques. 

Supposons  ces  séries  convergentes  pour  toute  valeur  de  z 
ayant  un  module  inférieur  à  R.  Si  l'on  y  l'ait  z  —  0,  l'égalité  des 
sommes  des  deux  séries  donne  a0  —  b(r  Tl  en  résulte 

z(a}  -f  a,z  -\-  a3z-  4-  ...)  =  z{b{  -\-  btz  -\-  &3s2  -f-  ..,)  ; 

en  divisant  par  z  supposé  différent  de  zéro,  on  obtient 

ax  -\-.a.,z  -|-  a3z2  -f-  ..    =  b{  +  bzz  -\-  b3z2  -\-  ... 

Faisons  tendre  z  vers  zéro;  les  deux  membres  de  l'égalité 
précédente  étant  des  fonctions  continues  de  z,  ont  pour  limite 
a,  et  blt  valeurs  qui  correspondent  à  z  =  0;  donc  ax  =  bx. 

En  continuant  ainsi,  on  trouve  a,  =  b2,  aa  =  b3,  ... 
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407.  Dérivée  d'une  série.  —  Soit  F{x)  une  fonction  réelle 
continue  dans  l'intervalle  (o,  x)  ;  si  toutes  ses  dérivées  succes- 
sives sont  continues  dans  le  même  intervalle,  on  a,  par  le  théo- 
rème de  Mac-Laurin, 

F(*) - F(o)  +  a*»  +  f.,  F"(o)  +  ...  +  ,   f    „FW(o)   \-  ...    (1) 

Le  même  théorème  peut  aussi  être  appliqué  à  F($e);  donc 

F'H-P'(o)  l-.rKVl-1-^F»-!-...  1-1_._,;';''(J'_IJF"   V  h- (2) 

On  voit  que  dans  ce  cas,  on  peut  dériver  la  série  du  second 
membre  de  (1)  et  que  la  nouvelle  série  est  le  développement 
de  F'(jc). 

11  peut  arriver  qu'une  l'onction  soit  développable  en  série 
convergente,  sans  que  les  dérivées  de  ses  termes  forment  le 
développement,  en  série,  de  la  dérivée  de  cette  l'onction.  Ainsi, 
la  série 

sin  x  -f-     sin  2x  -{-  -  sin  \x  -j-  -  sin  Sx  -\-  ...  , 

est  convergente  pour  toute  valeur  réelle  de  x,  et  les  dérivées 
de  ses  termes  forment  la  série 

cos  x  -j-  cos  2x  4-  eos  4x  -f-  eus  Sx  -f-  •••  , 

qui  n'est  pas  convergente,  puisque  ses  termes  ne  tendent  pas 
vers  zéro. 

Pour  le  moment,  nous  ne  poussons  pas  plus  loin  l'examen  de 
la  question  que  nous  venons  de  poser. 

Formule  de  Lagrange. 

408.  Soit  y  une  l'onction  de  x  et  a,  définie  par  l'équation 

y  =  a  -\rxf(y).  (1) 

Proposons-nous  de  développer  y,  et  plus  généralement  une 
fonction  F(y),  en  série  ordonnée  suivant  les  puissances  crois- 
santes de  x. 

Si  l'on  remplace  y  par  sa  valeur  tirée  de  l'équation  (1),   F(  r 
se  change  en  une  certaine  fonction  ®(x),  que  nous  supposons 
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développable  en  série  par  la  formule  de  Mac-Laurin.  Ce  déve- 
loppement est 

?(*>)  -  fio)  +  *?'(<»)  +  —»>)  +  j- J3-  ?»  +  -  ; 

nous  l'écrivons  ainsi 

F(y)  =  F(.y)0  +  ooD^{y)0  +  j^DiF^  -f  ~  3  DÎFiy)0  +  ...,   (2) 

où  Dx,  Dx,  Dx, ...,  indiquent  les  dérivées  sueeessives  de  F(y)  par 
rapport  à  x  ;  l'indice  0  rappelle  que  Ton  l'ait  x  —  0  dans  ees 
dérivées. 

Le  calcul  des  dérivées  de  F(y)  est  assez  pénible.  Lagrange  l'a 
simplifié  en  substituant  aux  dérivées  par  rapport  à  x  les 
dérivées  par  rapport-  à  a. 

L'équation  (1)  donne 

V*y  -  /t/y)  4-  ^7"i//)I,*//>     I W/    =  1  +  */*(y)Day  ; 
d'où  Dxy  = --—   ,  1    I)ay  =  t—       s    n; 

donc  D«y  =  /•(y)Da//.  (3) 

Si  l'on  multiplie  l'égalité  (3)  par  F'(y),  on  trouve 
F'(?/)Dxy=Ay)F%)Da?/, 
ou  DxF(y)  -  A'y)DaF(y).  (4) 

Dérivons   les  deux   membres   de  (4)   par  rapport  a  a  ;   nous 

aurons 

DaDxF(y)  =  Da[r.t/)DaF(j/)]; 

ou  DfDaFfy)  =  =D.[f(y)DaF(y)]. 

Dans  cette  relation,  DaF(y)  est  une  fonction  quelconque  de  y, 
qu'on  peut  remplacer  par  f^(y)T>a¥(y),  fv(y)  désignant  ici  la 
puissance  pe  de  fi  y)  ;  ce  qui  donne 

DJ/P(y)DaF(y)]       Da[^+i(y)DaFCv)].  (5) 

Ainsi,  pour  dériver  par  rapport  à  x  jz/jc  expression  de  lu 
forme  fp(y)DaF(y),  /'/  suffit  d'ajouter  une  unité  à  l'exposant  de 
t'(y)  et  de  dériver  le  résultai  pur  rapport  ù  a. 

Cela  posé,  la  formule  (4)  fait  connaître  la  première  dérivée 
de  F  (y).  Si  nous  la  dérivons  par  rapport  à  x,  il  vient 

DiF(y)  = ■  DJ/ty)DaF(y)]  ; 
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en  appliquant  au  second  membre  de  cette  égalité  la  règle  pr< 
dente  pour  p  =  1 ,  nous  obtenons 

DiF(y)  =  DJ/*(y)D.F(y)]. 

On  déduit,  de  cette  relation, 

D3xF(y)  =  l)xI)a:/%)DaF(:.y)!  -  DaDx[/%)DaF(y)]; 

puis,  en  appliquant  la  formule  (5j  pour  p  =  2, 

D|F(y)  -DilA^D.F^)!. 
Ainsi  de  suite.  En  général 

I)^(y)-D»-1[r(y)l)aF(^/)J.  (6) 

Il  faut  maintenant  chercher  les  valeurs  des  dérivées  de  Y  y 
pour  x  =  0.  D'après  l'équation  (1),  à  x  =  0  correspond  la  valeur 
y •=  a;  comme  le  second  membre  de  (6)  ne  renferme  que  des 
dérivées  par  rapport  à  a,  il  est  indifférent  de  poser  x  =  0  après 
ou  avant  la  différentiation  par  rapport  à  a.  Par  conséquent, 

DïF(y)0  =  DS-1|/n(a)DftP(a)]; 

ou,  puisque  le  second  membre  ne  renferme  que  la  variable  a  : 

DSP(y)o  ==  D"-ï[/>)F'(a)]. 

Portant  ces  valeurs  des  dérivées  de  F(y)  dans  l'égalité  (2),  on 
aura  la  formule  cherchée 

Piy)  =  F(a)  +  «A«)B"(«)+  1^I»[/»F'(«  !  +  j  J3  D'V3(«jF'(«)l  -f  ... 
Eu  particulier,  si  l'on  fait  F(y)  =  y,  on  trouve 

y  =  «  +  Xf\a)  -f  - gD/"2 (a)  +  j^rg  D 7»  -f-  .. .  (7) 

499.  Applications.  1°  Résoudre  par  rapport  à  u  l'équation 

u  =  t  -f-  c  sin  u. 
Appliquons  la  formule  (7)  en  prenant  f(a)  =  sin  u  : 

u  =  *  +  e  sin  /  -f    6'o  I)  sin2  /  -j-     |      D2  sin3  t  -f  ... 
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2°  Considérons  l'équation 


x 


y  =  a  +  -  (y2  — 1). 

La  formule  (7)  donne  le  développement  de  y  suivant  les  puis- 
sances de  x  : 

.   x.  „  .z2       tf(a2  —  1  )- 


1.2. 22         da 

dn~Ha2  —  l)n 


"  1.2...7i.2n 


<lan  -1 


+  ... 


La  résolution  directe  de  l'équation  donne 


1        1 


/ 


y  -       \   1  —  2ax   \-  x2; 

x       x 

le  radical  est  pris  avec  le  signe  — ,  puisque  pour  x  =  0  on  a 
y  =--  a. 

Egalant  les  dérivées  des  deux  valeurs  de  y  par  rapport  à  u. 
on  obtient 


1 


\  1  —  2«^  -f  a?5 


/'/^  —  1)        Ar\2  1     c/2(tf2  —  l)2   ! 
'"  2        ëfa        +Uv  1.2         Si* 

/aAn     _1        6/n(a2  —  l)u 
_V2y  1  .2...n         cta" 


Les  coefficients  des  puissances  de  x  dans  eette  formule  sont 
appelés  polynômes  de  Legendre.  Par  exemple,  le  ne  polynôme 
est  (on  remplace  la  lettre  a  par  x)  : 


X„ 


1  dn[x%  —  \)n 

2n.  1.2... n        ~daP 


MÉTHODE    DES    COEFFICIENTS    INDÉTERMINÉS. 


410.  Cette  méthode  donne  rapidement  beaucoup  de  séries  re- 
marquables ;  mais  elle  manque  de  rigueur,  à  moins  qu'un  raison- 
nement préalable  ne  légitime  la  forme  de  développement  adoptée. 

La  formule  de  Taylor  résulte  immédiatement  de  l'emploi  des 
coefficients  indéterminés.  En  effet ,  si  l'on  admet  le  développement 

F(# -}-/*)--=  A„    |    A,//    hA2A2    1-  A3/r  -f..., 
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on  trouve,  en  dérivant  par  rapport  à  h, 

F' (a? -M)    =  A,  -f  2A£/i    |-3A3à2    |    ..., 
F"(.r   h^)  =  2A2  +  2.3A3^  +  ..., 
F"'(so  -i- A)=2.3A3    h  2.3.4A4/2    |-  ...; 

puis  en  Taisant  h  —  0, 

F(œ)  -  A0,     F\œ)  =  AM     F»(a?)       2A2,     F'"(.z)  ==  2.3A3,     .  .. 

411.  Série  de  Burmann-  —  Soit  à  développer  K(v)  en  série 
ordonnée  suivant  les  puissances  de  y(x).  Xous  posons 

F{x)    -  A0  -f-  A1?(a?)  -I-  A£?*(a?)  +  A3f^  -|-  •••  (1) 

Si  nous  remplaçons  A'  par  une  racine  a  de  l'équation  o(x)  =  0, 
nous  aurons  F(a)  =  A0.  Dérivons  maintenant  l'égalité  (1);  la 
dérivée  du  second  membre  étant  divisible  par  ©'(#),  on  peut  éerire 

F'(Vl 
r~r  =  Al  +  2A,»(af)  +  3AI?«(fl?)  +  ... 

F'(x) 
Pour  abréger,  nous  représentons     ,:  -   -  par  F,' A'),  de  sorte  que 

F,(a?)  =  A,  -f  2A2?(^)  +  3A3?2^)  +  •••  ;  (2) 

si  nous  taisons  x  =  a,  eette  égalité  donne  Fj(a)  —  AP 

Dérivons   encore   l'égalité  (2);   en   posant      ,      '  =  F,,(a),    on 

trouve 

FJjc)  =  2\,  -f  2.  3A?(.r)  +  3  .  4A4*S(*)  -f  ..   ; 

d'où  F, (a)  -  2A,. 

Ainsi  de  suite.  En  résumé,  si  l'on  l'ait 

1  <p'(a?)  -v   ;         <p'(a?)  JV    '         'f(x-) 

on  a 

A0==Fi«),     A1  =  F1(«),     A^—S     A8=--|-^      "'  ' 
par  conséquent 

F(«)  =  F(«)    I-  F  ,(«)?(■»•)  +  yl"'  »'(*)  +  fo''.  ï'W  +    ■■        (3J 
En  particulier,  si  l'on  suppose  F(a)  =  a,  on  trouve 
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d'où  le  développement  de  x  suivant  les  puissances  de  »(.r)  : 

~a  +  ^)  A)       1.2?'3(a)   •  {x)n~       T.  2. 3?»  r  W  K- 

412.  Retour  des  suites.  —  Etant  donnée  la  série  convergente 

//  =  axx  -J~  fl^2  4~  #3#3  4~  •••  > 

proposons-nous  do  développer  a  suivant  les  puissances  de  y.  11 
suffit  d'appliquer  la  dernière  formule  en  prenant 

o(.r)  —  aYx  -j-  a2a?2  4-  «3&3  4~  ■••  i     a  =  0. 

1           a9    „    ,   2«H — a.a3    . 
Un  trouve      a?  =  -—y  —    .;  y-    | "  ^        V 


a, 


a? 


413.   Développement   de  tg  x.  —  La  l'onction  tg  x  étant 
impaire,  nous  posons 

tg  j:  =  kx  -Y  Bx*  4-  Cx*  4-  Djc7  -f-  ... 

r»  i  «  sin   V  -4-         •  i  i 

Keniplacons  tg  a  par  -»  ensuite  sin  je  et  cos  A'  par  leurs 

1        °  &        l  COS  A  * 

développements  en  série;  il  vient 

x~ 


x^ 


X       l.*2.3     "  1.2.3.4.5        1  .2...? 


s+.» 


,/•■ 


-(A»  +  B«»  +  C«»  +  ...)U-î-2+  1.  2.3.4  ~- 

Effectuons  la  multiplication  indiquée  et  égalons  les  coeffi- 
cients des  mêmes  puissances  de  x  dans  les  deux  membres; 
nous  aurons 


I  -  K  x         R       A        J 

l_A'    T.2:s=B~r2'  i.2..  5 

Ces  égalités  donnent 


G-    1J  +       A 

1.2        1.2.3. 4 


donc 


a  =  i,    b  =  J.    c  =  l....; 

%*-=«  +  3  +   15  +-• 


414.    Problème.    —   Développer,    en    série  ordonnée  suivant 
les  puissances  croissantes  de  m,  les  fractions 


sin  x 


cos  x  —  m 


i  —  2m  cos  x  4-  >"J       1  —  2m  cos  x  -f-  nr 
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Posons 


SI  11  X 


A0    |    \xm    |     \zr,r-  -j-    . 


1  —  2w  cos  x  -|-  wi2 
Multiplions  les  deux  membres  de  cette  égalité  par 

1  —  2m  cos  x  -j-  w&2  ; 
le  second  membre  devient 


A0-f  A, 

—  2A0 cos  x 


m  -f  A2 


m2  +  A3 


??? 


—  2At  cos  x 

-M0 


—  2A2  cos  ./• 
+  A,  I 

Connue  il  doit  être  égal  à  sin  x  pour  toutes  les  valeurs  de  ;//, 

on  a 

A(1  —  sin  x, 

A]  —  2A0  cos  x  =  0, 

A2  —  2Aj  cos  x  -f-  A0  =  0, 

A 3  —  2A2  cos  a?  +  Aj  =  0, 


Les  deux  premières  de  ces  égalités  donnent 

A0  =  sin  a.',     Aj  =  sin  2x  ; 

les  suivantes  sont  de  la  forme 

An  =  2An_i  cos  x  —  An_2- 

Or  les  sinus  d'arcs  en  progression  arithmétique   de  raison  x 
sont  liés  par  la  même  loi  de  récurrence  : 

sin  [a  -j-  x)  —  2  sin  a  cos  x  —  sin  (a  —  x)  ; 

donc,   puique   les  premiers   termes   A0,  A,    sont  égaux  à  sin  a\ 
sin  2a*,  on  a  An  =  sin  (n  -j-  \)xt  et  le  développement  cherché  est 

sin  x   |-  m  sin  2x  -f-  m2  sin  ox  -\-  m3  sin  4a?  -j-  ...  . 

On  trouve  de  la  même  manière 


cos  x  —  m 
1  —  2m  cos  x  +  wts 


cos  a-  -j-  m  cos  2a?  -f  ^2  eos  3a;  -j- 


Produits  infinis, 


415.  Définitions.  —  On  appelle  produit  infini  un  produit  com- 
posé d'un  nombre  indéfini   de   facteurs   qui   procèdent   suivant 


une  loi  donnée.  Exemple  :  (  i 
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On  désigne  souvent  les  facteurs  successifs  par  zz,,  uz,  iz3,  ...  et 
le  produit  des  n  premiers  facteurs  par  Pn. 

Un  produit  infini  est  dit  convergent  quand  le  produit  Pn,  à 
mesure  que  n  croît,  tend  vers  une  limite  finie  et  déterminée  P, 
différente  de  zéro.  Un  produit  infini  non  convergent  est  dit 
divergent. 

Remarque.  —  Si  le  produit  infini  u^i.u^,  ...  est  convergent, 
il  en  est  de  môme  du  produit  infini  iipu ^+111^2  •••>  p  désignant 
un  nombre  fixe.  Réciproquement,  la  convergence  du  second 
produit  entraîne  celle  du  premier. 

11  résulte  de  là  que  les  premiers  facteurs  d'un  produit  infini 
pourraient  ne  pas  satisfaire  à  un  caractère  de  convergence;  il 
suffit  que  les  conditions  soient  vérifiées  à  partir  d'un  certain 
rang. 

416.  Théorème.  —  Dans  tout  produit  infini  convergent,  te 
facteur  générât  tend  vers  l'unité. 

En  effet,  puisque  Pn  et  Pn  \  ont  une  même  limite  finie  P,  leur 
rapport  un  a  pour  limite  l'unité. 

417.  Remarques.  —  I.  La  condition  lim  un  =  1  est  nécessaire; 
mais  non  suffisante.  Ainsi,  elle  se  vérifie  dans  les  produits 


1    2  3 


n 


3   5   7      '2n  +  1 
ï*3'5"2?i  —  1 


2   S    1      n  -h  1 

dont  le  premier  a  pour  limite  zéro  et  dont  le  second  croit  tant 
qu'on  veut. 

II.  Un  produit  infini  convergent  a  la  forme 

(l  +  «i)-(l    h«2)(l  +  «3)-. 
où  les  quantités  xlf  a,,  a3  ...  tendent  vers  zéro. 
418.  Théorème.  —  Le  produit  infini 

1  -f-«i)(l  -}-  *2)(l  A- y-,  • 
est  convergent,  si  la  série 

a,  -f  a2    |-  a3  4-  ... 


(I) 


•' 


est  absolument  convergente. 

Nous  examinons  successivement  trois  cas. 
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1°  Si  tous  les  nombres  oc  sont  positifs,  écrivons 

Pn  =  l-j-Saj     f-  Eaia2    |    ...    |    SajCtg  ...*„_]    I    '/,-y.,    ..an,         (:}) 

où  le  signe  sommatoire  -  porte  sur  les  n  quantités  oq,  y, an. 

Il  résulte  d'abord  de  là  que   Pn  >  1  -f-  Saq;  doue  si    la  série  (*2) 
était  divergente,  le  produit  (1)  le  serait  aussi. 

Supposons  donc  la  série  (2)  convergente  et  représentons  par 
s,,  la  somme  de  ses  n  premiers  termes,  par  .s  la  limite  de  .s,,.  On 
a  (*) 

.S'1'  .S'!1 

•S'il  >   1.2..  p    la,a2...a1M      d'où      Sa,a2...ap  <     "    • 

p\        p\ 

Il  résulte  de  là  et  de  l'égalité  (3)  : 

Pn    <    1    f    ,      h    FS    "h  -4--i    <   <"■ 

12  ;/  ! 

Doue  le  produit  Pn  qui  croît  avec  n  et  reste  inférieur  à  un 
nombre  fixe,  tend  vers  une  limite  finie. 
2°  Considérons  maintenant  le  produit 

(l  —«0(1  -s)  (1  — «8)..., 

où  les  nombres  «  sont  positifs  et  forment  une  série  convergente. 
Pour  ramener  ee  cas  au  précédent,  observons  (pie 

Comme  les  nombres  a  tendent  xer^  zéro,  ils  restent,  à  partir 
d'un  certain  rang,  plus  petits  qu'un  nombre  fixe  k,  plus  petit  que 
l'unité.  Si  cela  a  lieu  à  partir  de  a(1,  la  série 

s  -p   +-,  '"""    +,  "■+'  -  +  .. , 

1  —  ap  1  —  ap_|_i  I  —  ap+2 

dont  les  termes  Font  moindres  que  leurs  homologues  de  la  série 
convergente  à  termes  positifs 

1  —  À-       1  —  h    l    1  — /,-   r'" 


(*)  Le  produit  de  p  polynômes  égaux  à  sq  |-  *2  -{-  . . .  a„  renferme  un 
même  produit  de  p  facteurs  i  différents,  autant  de  t'ois  que  ce  produit 
admet  de  permutations  de  ses  facteurs. 


—  :us  — 

est   elle-même  convergente.  Doue        tend  vers  nue  limite  finie, 

et  il  en  est  de  même  de  P„. 

3°  Enfin,  si  les  quantités  a  sont  les  unes  positives,  les  autres 
négatives,  représentons  par  |3lt  (3.,,  ...  celles  qui  sont  positives  e1 
par  —  Yi  >  —  Y 2  »  ••  ^es  autres.  La  série  x,  -f-  oc2  -h  •••  étant  absolu- 
ment convergente,  les  deux  séries  !ix  ~j-  [1,  -[-  ...,  Yi  +  Y*  -f-  •••  sont 
séparément  convergentes.  Par  conséquent,  si  l'on  suppose 

1',,  =  (1  +  PO  (1  +  h)  -  (1  +  ?,.)(!  -  T.)  (1  -  V,0  ...  (1  -  ï,), 
où  />  -|-  (j  —  n,  les  deux  produits 

(1  +  P,)(l  +  P2)  ...(1  +  Pp).      (1  -Ti)(l  — Ti)  -  (1  -Y,) 

tendent  chacun  vers  une  limite  lorsque;?  croît  sans  cesse;  il  en 
est  donc  de  même  de  Pn.  (*) 

Remarque.  —  Le  produit  (1  -f-  *i)  (1  h  k»)  •••  es*  Qit  absolu- 
ment convergent  quand  la  série  al  -\-  a2  -f-  ...  est  absolument 
convergente.  On  peut  démontrer  (pie  la  limite  d'un  tel  produit 
est  indépendante  de  l'ordre  des  facteurs. 

419.  Développement  de  sin  x  en  produit  infini.  —  On  a 

(cos  z  4-  i  sin  z)2tt+l  ■=  cos  (2n  -f  1)  s  4-  *  sin  (2*i    h  1)  *■ 

Effectuons  la  puissance  indiquée  et  égalons  ensuite  les  parties 
imaginaires  des  deux  membres  de  l'identité;  il  vient 

sin  (2^  4-  ])£  =  C20+-cos2n^-Cln+iCOS2n-24rsin2^4-...   h(—  l)nsin*n 
sin  ô 

Si  l'on  remplace  cos2  z  par  1  — sin2  z,  le  second  membre  de 
la  dernière  égalité  prend  la  forme 

A  sin2n  s  4-  B  sin2"-2  z  4-  ...  -f  K  sin2  z  +  (2n  +  1).  (1) 

Tl  est  facile  de  déterminer  les  2n  valeurs  de  sin  z  qui  annulent 
le  polynôme  (1).  En  effet,  les  valeurs  correspondantes  de  z 
doivent  annuler  sin  (2n  -Kl)  z;  on  obtient  donc  toutes  les 
valeurs  distinctes  de  sin  z  en  posant 

(2»  4-  1)*=  ±  «,      ±  2-,     ...      ±  rot, 


(*)  Le  théorème  subsiste  encore  lorsque  les  quantités  an  ac2,  ...  étant 
imaginaires,  leurs  modules  forment  une  série  convergente. 
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de  sorte  que  les  racines  du  polynôme  (1)  sont 

,      .  -  ,      .  2*  .         >'- 

±  sin  -  ±  sin  :--»...       }-  sin  -      ---» 

2"    |1  2n  +  1  2n    |    1 

et  ce  polynôme  est  équivalent  à 

A(si„=,_sin^;/;i)(sin--sin=2j;;i)...(sin-_si„=y;î   f) 

Si  l'on  convient  de  désigner  le  produit  /'(/>)  /'(/>  f-  1)  ...  /"((/), 
où  p  et  7  sont  des  entiers  positifs,  par  1  /"(/«),  on  ])eu<  trans- 
former la  dernière  expression  en 

11  \  sin 


2m  f-I 


Le  produit  des  valeurs  de  sin  z  qui  annulent  le  polynôme  (1) 

est 

n  m-  2n   h  1 


(— 1)"         sin 


2n  - 1-  1  A      ' 


par  conséquent 

=  (2n    |    1)  I   I 


"n(2^M)^(2,-hi.ir'i--^u2?       ,2. 

sme  |   li  .         m-        •  U) 

sin-  y 


Posons  maintenant  (2/!    j-  l)r  —  .v,  a*  étant  un  nombre  donné; 
la  relation  (2)  devient 

/         sin2       X-    N 

sin  *  =  (2n  +  1)  sin  — ?_  -T  ["  (    1  —       2-  ±i  Y         (3) 

2h  -  -  1  I   1 1  \  .   ,     m::       / 

Si  ;?  croît  indéfiniment, 

•     2  "^ 

i./«.,i.  X  ^•  2>l    -\~    [  I    X    \2 

hni  (2n  -f-  1    sin-     -   .  =  oc,      lim  =         -     > 

si  n2 

2n  +  1 

et  la  formule  (3)  devient 

Bin«..«|  |       fl-J^J-  (4) 
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Mais  un  complément  de  démonstration  est  nécessaire,  car  le 
nombre  des  facteurs  du  produit  (3)  a  varié  avec  n. 

Soit  p  un  nombre  entier  fixe,  plus  grand  que  x  et  (pie  .v-\ 
et  supposons  n  plus  grand  que  p.  Faisons 


sin 


Q 


1  — 


x 

2n  +  1 

m~ 


S1U 


•  ■•  n: 


i-i 


2n  +  V 
l'équation  (3)  prend  la  forme 


sur 


sin- 


# 


2?/  -|-  I 


\ 


m~ 


•2»  -|-  1 


.7? 


sina:  =  (2»+  l)sin      '  ,    ,  ■  QQ'. 

2«       l 


(5) 


Los  ares 


7/1- 


2;/  -f  1 


x 

2/i  -fi 


sont  plus   petits  (pie  t  ->  et  le  pre- 


mier est  plus  petit  que  le  second;  par  conséquent  i'16) 


Q'  >  1 


^       Sill%,+    1 


I'  -1-1    .  ?/?:: 

sm- 

2«  -f  1 


(C>) 


sm  a 


Or,  lorsque  «  croît  de  0  à~>  le  rapport  '  -»  dont  la  dérivée 
est  négative,  décroît  constamment  de  1  à~<  ^  on  résulte 
sin  7.  >  "  *  >  et  l'inégalité  (0)  subsiste  à  plus  forte  raison  quand 


.v 


V 


///- 


^//J 


on  remplace  rin.g-^par  ^  ^    et  sin  — +  ^  par  ^  f  } 
Donc 


^'2    v^1  1 

v   ^  *         4     i''1  m2 


Observons  maintenant  que 

..»  1  ^    v^n  1 


,oo 


~i'  I  '  m2    x    p  l ]  (m  —  \)m  ^    *•+'  \wi  —  1        wy 
par  suite.  6  désignant  un  nombre  compris  entre  0  et  1, 

l'égalité  (5)  est  ainsi  ramenée  à 
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En  passant  a  La  limite  pour  n  =  oo  ou  trouve 

-'«-  .('-•SM1--?*)- 

Enfin,  faisons  croître  />  indéfiniment;  comme  la  série  (12,  Y) 

*A/  lA/  tX* 

9  *        o  f\       9  '  "  * 


4-2    '    9t-- 


est  convergente,  la.  relation  (7)  devient 

oo  ,  2   ^ 

sin  ./•    =  x\  (1  —    ','.,)' 

I    li     V  m%~~) 

420.  Développement  de  cos  x  en  produit  infini.  —   D'après 
ce  qui  précède, 

Ii00/'  4a:2  \  |    \°° f  x1  \ 

|,  [}-ï*r*)'  8in.*=*|  I,  ^-Jivj: 

d'où,  par  division, 

eos  ,t=|  (  1 


421.  Formule  de  Wallis.  —  Si  dans  la  formule 


on  fait  .V  =  ^>  on  obtient 


■  -âi'-iV'-iK' 


-i('-8C'+iX>--.y('+yt'-iK'+i 


-    1    3  3  5-57 
2' 2*2*4  '4'6'G  '"'  ' 

1:      224466 

d  ou  -  =  --  •  r,  '  o  *  ?  '  -  '  -  — 

2       13  3  5  5  7. 

Suivant  que  l'on  prend  un  nombre  pair  ou  un  nombre  impair 
de  facteurs,  le  second  membre  approche  par  défaut  ou  par  excès 

de  '-,  avec  une  erreur  qui  va  sans  cesse  en  diminuant. 
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422.  Conséquences  des  formules  : 


-  y  o  -  h 


\ 


i  — 


Xe- 

9tt~ 


eos  x 


1  — 


\xl 


1  — 


4x°~ 
W2 


4x2  ^ 
î  — 

25t:2  y 


(1) 

(2) 


1°  Si  l'on  développe  les  seconds  membres,   les  coefficients 
de  a*3  et  de  x2  sont  respectivement  les  séries 

-iO+j+i+~-> -â(«+{+±+»> 

il  doivent  être  égaux  aux  coefficients  correspondants  des  séries 


/y»  /y*d  /y»5 

iA/  \ÀJ  *Aj 

1  ~~  3!  "h  5  ! 


.r~        a?4 


,     1  —       _i_       — 
2!       4  ! 


On  en  conclut 


—  1+1  -h^H--1  -  + 
6  ^  22   r  32  ^  42  ^ 

7I2  111 

=  1  4-  —  4-  — •  4-  —  4- 


puis,  en  divisant  la  première  relation  par  4 


7T2  1  1 

-  =  -  - -_|_  —  4- 
9 4        °'2        42 


2°  De  l'égalité  (1)  on  déduit 


l  sin  x  =  lx  -\-  l  (  1 


./•- 


M    1- 


a?* 


+ 


en  dérivant  les  deux  membres  de  cette  relation  on  obtient 
1  2x  2x  2x 


cota* 


X  TT2— #2  4tz1  —  X2  9tT2—  X2 


1 
X 


•  1  1 

7t  07  7T  -f-  07 


1  1 

2tc  —  a-'      2tï  4-  & 


(3) 

(3') 


Si  l'on  change  #  en  7wc,  il  vient 


1,1,1,1,1, 

tc  cot  710?  =  — h 4-  — ■ —  4- 

x^x  —  l    r  x+l^  x—2^  x-\-2 
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3°  En  opérant  de  la  munie  manière  sur  la  formule  (2)  on  trouve 

2x 

—  x 


t%x 


2x  2x 


r-  1 


3~ 
2 


9 


f 


(4) 


.>" 


- 


_9;  —  x      2  +  * 


+ 


1 


1 


3tc  3- 

07  -    -f  07_ 


L2 


+  ."..      M') 


4°  Dans  l'identité 


1     /  qq  nn 

sin  .■  =  2   tS' 2  +  COt  2 


A*  A* 

remplaçons   tg-  _  et  cot  -.  par   les  séries  (3)  et  (4)  ou  par  les 


x 


séries  (3')  et  (4')  après  y  avoir  changé  a*  en  -  ;  il  vient 


2x 


•  + 


2a; 


1    ,       2x 
eosee  ce  =  -  +  —        — 

a;       tcz  —  a?-       (2tc)-  —  x-       (3")- — a;- 


x 


+ 


1 


1  1_ 

1 


1  1 

2~  —  a;       2it   h  x_ 


(5) 


(5') 


3~  —  07        3~  -)-  07 J  / 

Remplaçons  encore  a*  par  ^  — x  dans  la  série  (5');  il  vient 


sec  x  = 


-    07 h  07 

2  2^ 


1    +  -1- 

2~X       2+X 


-1       +       ' 

3t:  ^3- 


—  07 


-j-  07 


_! 


3tc 


07' 


0?" 


+    TÉ 


5~ 


o- 


07" 


La  dernière   formule,   si   l'on  y   l'ait  x  =  0,   donne   la   série 
connue 

!!  =  1_1,I_1.L 
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Formule  de   Stiuling, 


423.   (Jette  célèbre  formule  consiste  dans  Yégalité  approchée 

1.2.3  ...  n  =  \  2*nn+2e   ": 

elle  substitue  à  la  l'a c t or i elle  ni  une  expression  comportant  une 
erreur  relative  d'autant  moindre  que  n  est  plus  grand.  Ou  peul 
l'écrire  ainsi 

1.2.3  ...  ne1 

.  i 
>/     î 


1 1  m 


\  2~,     pour     n  --;-■  oo. 


Démontrons  d'abord  que  la  quantité 


?(n) 


1.2. 3. ..ne1 


» 


n+5 


(1 


(2) 


tend  vers  une  limite  finie.  On  trouve  facilement 


Si  u  représente  la  quantité  (1    |       )      ,  on  a  (129) 


ht  — 


2//    1-  1  .n  +  l 


» 


=  14-  !-  U 

r  3(2«  +  l)2      5(2*  +  l4 


(3) 


0 


Tl  en  résulte  d'abord  In  >  1,  donc  ?z  >  c  et  ®(/i)  >  v(n  -f-  1); 
ainsi  »(n)  décroît  constamment  quand  /*  croît.  D'autre  part,  de 
l'égalité  (4)  on  conclut  encore 

1 


>"  <  l  +  . 


1 


.*  + 


ïï  +  » 


3L(2m  -1-  l)2       (2n+  lj 
d'où  en  sommant  la  progression  entre  crochets  : 

i 


'"  <  '  +  Î2n(n  +  1)  ' 
puis  en  remontant  à  la  relation  (3)  : 


h  <  e 


i 


1  2q  n  |  1 


<p(n  -f-  1) 


<  e 


L2n(n  |  i 


is; 
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Or,      ,  — rî  l'inégalité  (5  peut  donc  s'écrir< 

n(n  +  l)       n       n  -J-  1 

i  î 

v[n)e        <  ?(«    |    \)c 


_  i 
Par  conséquent,  le  produit  <p(/i)e      '  croît    avec  // ;   comme   il 

est   inférieur  à  <p(;i)  (il   par  suite  à  <p(l),  il   tend   vers  une  limite 

î 

ïinie.  cp(/i)  tend  vers  la  même  limite,  car  lim  e   l2a  =  1. 
Cela  pose,  on  tire  de  (2)  : 

f[»)        (\.2.3...n)'222n+l 
?(2w)        1.2.3   ..2n.  V2n' 
et  comme  lim  &(/i)  =  lim  rf(2ft),  cette  égalité  donne 

lim  '<&(»)  =  lim  .     -•  <» 

1  .2.3  ...2n.\2n 

Or,  la  formule  de  Wallis  (421), 

-       2    2    4    4    G    6  2n  2n 

2"aï"  3*  3-'  5*  5*  7  "'2^-^!'  2 ^  +  1  ' 

peut  être  écrite  ainsi  : 

x/ô         or  2.4.ô..._2w 

\  J-  =  2  lim  — 7= — 

3.5.7...  (2m—  1)  V2»+  1 

or  (2. 4. 6.  ..2n)» 

=   2  lllll  J=r 

1.2.3.  .2n\J2n  -f-  1 

r       o2n+l  (1-2.3...  u)2  . 

=  lim  2^n  '  '  7—"  '  (') 

1.2.3...  2nV2n+  1 

En  comparant  les  relations  (6)  et  (7),  on  voit  que  lim  »(/i]  —\2k. 
Quelques  séries  remarquables. 

424.  Développement  de  ^Z\    ~~  Posons  (*) 

^-~ï  =  Bo  +  B^+  1>2  r^l--  (1) 


(*)  En  remplaçant  cx  —  1  par'     -k         |       9  Q   +  ...   et  simplifiant 

1         1  .  c        1  •  £  .0 

œé*  , .  .    . 

ensuite  par  .v,  on  voit  cpie  la  fonction  et   ses   dérivées   successives 

1  cx  —  1 

sont  finies  et  continues  pour  toutes  les  valeurs  de  x  ;  par  suite  cette  fonc- 
tion étant  developpable   par   la   formule   de  Mac-Laurin,  on   peut   poser 

l'égalité  (1 1 
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et  multiplions  membre  à  membre  cette  égalité  par  la  suivante  : 


x- 


CI-1=*+1.2+1.2.3+" 
Le  produit  des  premiers  membres  est  égal  à 


x  i     X~      i       XZ       I 


(2) 


(3) 


Le  coefficient  de  tvn,  dans  le  produit  des  seconds  membres, 
est 


R 


+ 


B, 


4- 


B, 


ni    '    (n  —  1)!    '    2\{n  —  2)\ 


4-  -  + 


B„. 


(H  -1)1 


1 


B0  +  j  B,  +  "f'J   -i-'  P>,  +  ...    |-  „!}„_!  -f  Bn  -  B„ 


si   on  traite  les   indices   de  B   comme  des  exposants  et  qu'on 
observe  que  B0  =  1,  il  prend  la  forme  symbolique 

Jj  f(l  +  B)n-B"]; 

comme  il  doit  être  égal  au  coefficient  de  xn  dans  la  série  (3), 
on  a 

(1  -r-B)n  —  Bn  -  ».  (-1) 

L'égalité  (4)  sert  à  déterminer  les  nombres  B.   Par  exemple, 
si  on  fait  n  =  2,  3,  on  trouve 

1+  2Bj  +  B2  —  B2  =  2,     d'où     Bi  =  l , 


1  4-  3Bi  +  3B2  =  3, 


d'où     B„  = 


1 


425.  Nombres  de  Bernoulli.  —  Les  nombres  B,  qui  se  pré- 
sentent dans  un  grand  nombre  de  questions,  sont  appelés 
nombres  de  Bernoulli.  Ils  sont  définis  par  l'égalité  symbolique  (4. 

Les   nombres   de   Bernoulli,    à    indice    impair,   sont    nuls  à 

l'exception  de  Bx  =  0-  En  effet,  si  on  transpose  le  terme  l^.v,  la 
formule  (1)  devient 


oc(ex+  1) 
2(ex  —  1) 


B2.t2        B3x* 
1.2  "  ~  1.2.3 


v-«  -;z  o- 


le  premier  membre  étant  une  fonction  impaire,  on  a 

B3  =  0,     B5-0,     etc. 
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Voici  les  valeurs  des  premiers  nombres  de  Bernoulli  : 

Bl=-,    B8  =  g,    8,=  -^.    B6  =  jr    B8=-l, 

..  5  691  7      .,  3017      , 

1!'»--66'    I,li  =  ~2730'     B'<=6'     B'6  =  _  510  '  ClC- 

En  tenant  compte  des  relations  Bt  =  ~>  B3  =  0,  B5  =  0,  etc., 

on   voit    facilement   que    l'égalité   de    définition    peut    encore 
s'écrire,  pour  ;i  pair  : 

Bn  —  (B  —  l)n  -0,     (B  -f  l)n  —  (B  —  l)n  =  n. 

Remarquons  aussi  les  formules  symboliques 


426.  Somme  des  puissances  semblables  des  nombres 
naturels.  —  Les  nombres  de  Bernoulli  se  présentent  dans  le 
calcul  des  sommes 

Sp  =  ip  +  2p  +  3p  +  ...  +nP. 
En  effet, 

e =1  +  n  +  2!  +  -+^+- 

^=1+2^+2^;  +  ...+2pj';+... 


d'où 


eM  _  !  +„_  +  M2_  +  ...  +  „P  _  +  ... . 

+ ^ + ... + <- = i + s,  ^ + s2|5 + ... + Spj; + ... 


Le  premier  membre  de  cette  égalité  étant  mis  sous  la  forme 
ex  -—  ,  >  on  en  peut  aussi  obtenir  le  développement  en  série 
en  multipliant  membre  les  égalités 

pnx —  1  7izx         n3x2  n^x* 

-  =  n  -    -  -  -  -  -  . . .  . 


a?  '    1.2        1.2.3    '    1.2.3.4 
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Dans  le  produit  des  seconds  membres,  le  coefficient  de  (vp  est 


-„,';:■"'.-,  +  ...  4  "I!" 


(p+  1  !         i>\         2!  (p-~-  I 
1 


y 


;/i 


'1:1 


"  {/H-l)![_ 
ou  symboliquement 


+*4^*b1  h«?^f^iB,+;.+^»B«a 


(P  +  Ï)! 


(«    h  B)p+]  —  Bp   '  • 


11  est  égal  au  coefficient  de  .v1'  dans  le  premier  développe- 
ment ;  doue 

s     _  (w  H-  B)p+]  —  BpH  > 

V  f  1  " 


'    V 


427.  Développements  de  x  cot  .v  et  de  fcg  .v.  —  On  a  (424) 

ax?*  ,    ,    1  B„      ,  15, 

=  1  -h   iOC  4-      -  a?2  -1-  t.       ^    -  h  ... 

rx  —  1  r  2  1.2  1  . 2  .  3  .  4 


"1H~  1.2'     +  1.2.:î.i      +- 


2{e*  - 


(1) 
(2) 


Dans  la  formule  (1),  changeons  x  en  — x;  il  vient 

■=  1  —  -  oc  4  •'"  4-  ■'      -  . 

a*—  1  2       '    1.2       ^1.2.3.4 


:3) 


De  la  relation  (3),  retranchons  celle  qui   en    résulte   par    le 
changement  de  x  en  2x;  on  obtient 


.v 


1 


c*  +  1  "    2 


,N  B., 


B 


*-(4-]\^-(^-l)  1.2.3 


x*  — ...      il 


Eu  transposant  le  terme  .;  .v  on  trouve 

Les  égalités  (2)  et    5),  si  l'on  change  .v  en  2.\\  deviennent 
<?*  — e   *  '    '    -    1.2         '    -    1.2.3.4         '    *•" 


cx  —  c 


B 


B, 


;*"+«-        "M       ni.2'"   ;    '''         ]    1.2.3.4^    -p 
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on  peut  y  introduire  les  lignes  hyperboliques  < 396 j  et  écrire 

15 


,,•('„(],  oc  —  1    i    2*      -x 


I .2.3.4 


Tha-        Il  i  -  1)  .\x    i     l2   la        I)    :    ./I,     :    <      :    •  • 
Enlin,  en  remplaeaut  .v  par  xi,  on  obtient 


x  eot  .'•  —  1  —  22      ^  .'" 


•>i 


I 


tg.,-1  i  -d/V-  --r-^-i)  { i^ ...  ,■■■■ 


428.  On  a  trouve  ci-dessus  <422) 


./•  eot  .r  —  1  —  1 


,oo 


ni'~'    —   ./'■ 


Or,  si   .v        m-,  on  a 

1 
m2-2  —  x'1 

11  en  resuite 

v,oo    "2x 


x-       ,       .''j 

---'  '  m2^2    "    "     ,,,1-4 


.'■  eot  ,/ 
en  posant 


m*---       ni 


2x4         2x<> 


i 


m- 


m 


h>"7." 


J    +    '      h    > 


m  peut  écrire,  au  lieu  de  (12), 


x  eot  .x        1  —  2a* 


x 


—G 


(8) 
(Oj 


10 


(II) 


12) 


13) 


d'où,  en  comparant  à  la  relation  (10)  : 

429.  Développements  de  sécA*  et  decoséev. 
fonction  paire,  et  séc  0       1  ;  on  peut  donc  poser 


IV 


Sec  .v  est  une 


sec./' 


i-ff* 


4! 


xG 


I 
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Pour  déterminer  les   coefficients  E,   nous  multiplions  cette 
égalité  membre  à  membre  par  la  suivante 

%A/  %Jj  \Âj 

COso;  =  l--T+  4,  -G!l-... 

Les  termes  en  x  doivent  disparaître  du  produit  des  seconds 
membres.  Or,  le  coefficient  de  x2li  est 


(-])" 


1  E2  K4  E,,," 

2u!       2!(2h  —2)!       4!(2u  — 4)!  "^  '"  "^  2n!. 


-  1 1» 
2n\ 


•1  +  w-DEi+  ..,  +  E?; 


en  assimilant   les  indices   de   E   à  des  exposants,   il  prend   la 
forme 

I'tJ!" \!F,  \- ir"  +  (e  -  m 

Par  suite,  les  nombres  E  satisfont  à  l'égalité  symbolique 

(E  +  lf +  (E-l)2n  =  0; 

on  peut  même  poser 

(E+  1)p  +  (E—  1)p  -  0, 

j)    étant    pair    ou    impair,    car    si    l'on    fait    successivement 
p  =  1,  3,  5,  ...,  on  trouve  E}  =  0,  E3  —  0,  E5  =  0,  ... 
Dans  l'égalité  (l),  changeons  x  en  xi  ;  il  vient 


2 

e*+e~- 


-    ~     _  =  1  +  4>f  »2  +  j*x4  +  ^  #6  --  ... 


E4 
4! 


E, 
6! 


Les  nombres  E  sont  appelés  nombres  d'Enler.  On  a  : 
E2  =  —  1.     E4  -  5.     E6  =  —  61,     E8  =  1385.     ... 
Le  développement  de  coséc  x  se  déduit  de  l'identité 


,x 
cosec  x  —  coi    -  —  cot  x 

9 


el  de  la  formule  (10)  du  ^  427;  on  trouve 

x      =1-2(2-  l)||«"   h 2(2'-  1) || *< 


sin  x 
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Exercices  et  notes. 

1.  Soit  y      a  |-  a-cJ;  démontrer  que 

y  -  a  4-  xc*  -f  T  -  2e2a  |-  X  -  32(?3a  -f . . .   |  - *-=  ;tn    J  e™   |- . . . 

2.  Démontrer  la  formule  suivante  où  ac2  <  1  : 

On  multiplie  les  deux  séries  Z(l  -j-  .v)  et  (1  ~f-  a-)-1. 

3.  Si  ,v  est  compris  entre  —  1  et  — j—  1, 

1      2x  1     /     2x     y        1>2    /     2x     y 

=  2  1  +  r2  +  2.4  VI  +  o?V   +  2.4.6  Vj  +  x2J  +  "" 

Si    |  .y  |  >  1,  la  série  précédente  représente 

4.  Résoudre  l'équation  trinôme  xm  H  -\-<zx  —  8  =  0. 


8        xm+l 


On   part  de   l'egalite   x  =      —  ?  et  Ion  applique   la  formule  de 

a  a 

s  1 

Lagrange  en  prenant  «  =     j  a?  = ?  /'(?/)  =  a?"1^1,  ce  qui  donne 

a  a 

6      0m+l    ,   2m  -h  2  b*m  l  '        (3m  +  2)  (3m  +  3)     &3m  ' 4 
a      am+2  ^     1.2     a2m+3  1.2.3  a3m+4 

5.  Développer  en  série  suivant  les  puissances  croissantes  de  x  le  pro- 
duit infini  (on  suppose  |  x  \  <  1) 

P  =  (l  -f  x)  (1  -f  œ2)  (1  +  x')  (l  +  a;8)  ...  . 
Soit  P  =  1  4-  Avx  -p  A2x2  4-  A3œ3  4-  ... 

p 
Si  1  on  change  x  en  .y-,   1*  devient  ,  :    donc 

14-  x 

4-  A^2  4-  A,.*4  -j-  A3.T6  4-  ...  »     -I-    '-  ~    - 

1   — p-  c£ 

Multiplions  les  deux  membres  de  cette  égalité  par  1  -\-  x,  puis  égalons 
les  coefficients  des  mêmes  puissances  de  x  ;  il  vient 

1  =  A1,     A1=A2,     A.,  =  A3,     A2  =  A4,      ... 

de  sorte  que 

(1  4-  oc)  (1  4-  ogz)  (1  4-  x*)  ...  =  1  -f  a?  4-  a?2  -f-  a>3  4-  ... 
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6    Développer  le  produit  <  1  f  ,y:(  1 1  f  x*z)  (1  +  x*z)  ... 
Remplaçons  z  par  ,v;  et  opérons  comme  dans  l'exercice  5;  il  vient 


1  + 


.'• 


./•• 


x 


.,""  I  i 


1  —  X 


s2  4-    .    4- 
1  --.'•)(!  —./•-)  'n    il— .v  (1  — .r-J.. .(I  -.»■' 


û*n  + 


7.   Développer  le  produit  (1    |  -,v;     l    j   .v:;-     1    ;    .vr-     ..  . 

En  changeant  c  en  x'zz  et  opérant  dans  l'exercice  5,  on  trouve 


./' 


.'• 


,/■• 


+  ï  —  x*Z  ~r  (l  —  af2)(l  —  .*■■«:■  v"  +  (1    -sc2)(l  --a74)(l 

/  '1.'"-  l.''"'\  /  K''-  \ 


33    f 


./'• 


./'- 


.V 


■        ^1+      ( 


9.   .v  et  s   étant  compris  entre  —  1  et    |    1.  développer  en  série  suivant 
les  puissances  croissantes  de  s  la  fonction 


1 


h 


\  1  —  2œz  -I-  s-2 


La  formule  du  binôme  donne 

"  -\  +^[2x-z)  +  l2~z\2x--zY  -h-  • 

Développons  les   puissances  indiquées,  ordonnons  par  rapport  à  2  et 
représentons  le  résultat  par 


nous  aurons 


Xo+Xj*    hV  +  X,ï8  +  ...;  (!) 

v  -PL,       "t"-1)     n-  2  ,  »(*-—  1)(h  — 2)(n  —  3) 

1.2.3. ..h         '        2Î2n  — lf        l'2.1. .2//"-  1)(2»— 3)  " 


1  ^n(#2  — 1)» 

2n.  I  .'2  ...11         (h'n 


(2) 


X,,.  Xj,  X.,.  ...  sont  les  polynômes  de  Le  gendre  ;  l'expression   2)  de  Xn  est 
due  a  OU nde  Rodrigue*. 

V  uir  obtenir  des  relations  entre  les  fonctions  X-,.  dérivons  l'égalité 

u2(\  —2tZ    \-  ;~)  --  l 
par  rapport  à  c  ou  par  rapport  à  x,  ce  qui  donne 


(1  —  2xz  +  s2    ,    +   s  — a?)H«=0, 
(1  —  2a?«    i    :■-)  :  164    -  0. 


(3) 

(4) 
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Eu  éliminant  1      -'.vv   (   z2  entre  ces  égalités  <>n  obtient 

4  Ou  Ou 

(z  -  x)       !   c       -o. 


(5) 


si  l'on  remplace  u  par  L'expression  (1)  et   que   \\,  désigne   In   dérivée 

de  \n  par  rapport  à  x,  les  relations  (3),  (4),  (5)  deviennent 

(1-2.^  -h;2)  (X,    |-2X.,;    h  ...)  +  (z  -  x)  (X0   |-X^  +  ...)    =  0, 
(l-2œz  +  z*)(X\    hX',s2+  ...)—  *(X0   hX,3    I    ...)==  0, 
(5  — ^(X',    hX'2s2+  .  .)  + *(X,  -K'X,.;   I-...)--  0. 

Egalons  à  zéro  le  coefficient  de  c"  dans  ces  identités;  il  vient 

(■il  -  l)Xn+1—  (2n  4-  l)*Xn-f  »X„    ,       0,  (6) 

X'n  —  2a?X'n_1  +  X'n_.2  -  Xn_,  =  0,  (7) 

X'n_i  -  ocX'n  +  nXn    -0.  (8) 

L'équation  (6)  sert  à  calculer  les   fonctions    Xn    par   voie   récurrente   en 
partant  des  valeurs  X0=  1,  X,       x. 

L'équation  (7)  donne 


X'nll-2^X'n-|    X'n-,  —  Xn==0; 
par  soustraction  on  déduit  de  (8)  et  (0)  : 

X'„+i—*X'n--(»+  l)Xn  ==  0; 
en  retranchant  (8)  de  (10)  on  obtient 

X'n+1  —  X'n-!  =  2(«  -I-  1)X„. 
Une  relation  importante  est 

(l— a>8)X"„— 2j?X-'h    \    u(u    i    l)Xn==0. 
Pour  la  démontrer,  soit  v  =  i.y~  —  1 1"  ;  de  là  on  déduit 

r'(x~  —  1)  =  2nvx. 


(9) 
(10) 

(ii) 

(12) 
(13) 


Prenons  les  dérivées  d'ordre  n -f- 1  des  deux  membres  de  (13)  en  appli- 
quant la  règle  de  Leibnitz;  il  vient 

(,-,.-2_  ])/•'■>!  ?-}-(,,  -\-\)v"\  "2.r-}    »(«  +  l)î?ïn'       2^!^'-"11:   !    (u   \])r' 
Or,  Xn  ne  diffère  de  />  ">  que  par  un  facteur  constant,  etc. 
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CHAPITRE  XXV. 

QUESTIONS   DTVEPvSKS   DE  GÉOMÉTRIE 
INFINITÉSIMALE. 


Courbes  gauches. 


430.  Formules  de  Frenet.  —  Pour  démontrer  ces  formules, 
nous  croyons  utile  de  revenir  sur  des  notions  déjà  développées 
(251,  260).  Nous  emploierons  de  préférence  le  langage  des  infi- 
niment petits. 

Considérons  une  courbe  gauche  A  définie  par  trois  équations 
paramétriques  (237) 

x  =  ?(7),     y  =  ©,(*),     z  =  9s(fi. 

A  chaque  point  M(a*,  v,  s,  /)  de  cette  ligne  correspondent  trois 
droites  remarquables  :  la  tangente  MT  (menée  du  côté  des  /  crois- 
sants), la  normale  principale  MX  (dirigée  vers  le  centre  de 
courbure)  et  la  binormale  MB  (tracée  dans  un  sens  tel  que  les 
trièdres  MTNB  et  OX.YZ  soient  semblablement  orientés).  Leurs 
angles  directeurs  seront  désignés  par  (a,  (5,  y),  (À,  ;j.,  v),  (/,  m,  n). 

Par  l'origine  des  coordonnées  menons  les  droites  Ou,  ()/>, 
On  (*)  respectivement  parallèles  à  MT,  MB,  MX  et  limitées  en 
»jl,  b,  n  à  la  sphère  décrite  du  centre  0  avec  l'unité  pour  rayon. 
Lorsque  M  parcourt  A,  les  points  ;j.,  b,  n  tracent  sur  la  sphère 
(  )  trois  courbes  S,  oM  82  que  nous  appellerons2  première,  deuxième 
et  troisième  indicatrice;  ils  ont  pour  coordonnées 

(cos  a,  cos  (3,  cos  y),     (cos  l,  cos  m,  cos  ?i),     (cos  À,  cos  ;jl,  cos  v). 

Soient  ;j.',  b\  n'  les  points  de  ces  courbes  qui  correspondent  au 
point  M'  de  A  infiniment  voisin  de  M. 

Les  cosinus  directeurs  de  MT  ont  les  valeurs  (242)  : 


doc.  dy 

COSa=-~t      COS  fi  =         j 

(  (O  f/o 


COS  V 


(1 


(")  Bien  que  les  lettres  ;j.  et  n  désignent  ici  à  la  fois  des  angles  et  des 
points,  ce  double  emploi  ne  crée  pas  d'ambiguïté. 
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L'angle  de  contingence  :  en  M  a  pour  mesure  l'arc  infiniment 
petit  pijx'de  la  première  indicatrice  ;  on  en  conclut  immédiatement 

z2=-  (rfcosa)2  -f  (o?cosp)2+  (a?  cos  y)2.  (2) 

On  a  pour  les  cosinus  directeurs  de  la  binormale  M  H   248)  : 

.       A  B  C 

cos  l  =  =->      cosm  =  -i     eos  "       .   ■  3 

L'angle  de  torsion  elf  égal  à  l'angle  de  deux  binormales  consé- 
cutives MB,  M'B'  a  pour  mesure  l'are  infiniment  petit  bb'  de  la 
seconde  indicatrice  ;  par  suite 

e'ï  =  (d  cos  £/2  H-  (d  cos  m)2  -J-  (d  cos  n)z.  (A) 

Désignons  par  (O,  o),  (OoJ,  (O,  S2)  les  trois  cônes  qui  ont  pour 
sommet  commun  l'origine  des  coordonnées  et  qui  passent  res- 
pectivement par  les  trois  indicatrices. 

Le  plan  oscillateur  passe  par  la  tangente  MT  et  est  parallèle 
à  la  tangente  infiniment  voisine  M'T'  (250);  on  conclut  de  là 
qu'il  est  parallèle  au  plan  qui  touche  le  cône  (O,  o)  le  long  de  ();>.. 
La  tangente  ;j.a  [fig.  55)  à  la  première  indicatrice  est  donc 
située  dans  un  plan  parallèle  au  plan  MTN  et  est  perpendicu- 
laire à  une  droite  0;j.  qui  est  parallèle  à  MT  ;  par  suite,  la  nor- 
male principale  MN"  est  parallèle  à  la  tangente  ua  menée  au 
point  correspondant  de  la  première  indicatrice. 

Les  génératrices  du  cône  (O,  o,)  étant  perpendiculaires  aux 
plans  tangents  correspondants  du  cône  (O,  o),  réciproquement 
les  génératrices  du  second  cône  sont  perpendiculaires  aux  plans 
tangents  correspondants  du  cône  (O,  o})  (*)  ;  autrement  dit,  ces 
deux  cônes  sont  supplémentaire*.  Les  plans  tangents  au  cône 
(O,  oj  sont  donc  parallèles  aux  plans  normaux  correspondants 
de  A.  Soit  bc  la  tangente  à  la  deuxième  indicatrice  ol  ;  cette 
droite  étant  située  dans  un  plan  parallèle  au  plan  BMN  et  étant 
perpendiculaire  à  Ob  (et  à  MB)  est  parallèle  à  MX. 

D'après  cela,  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  principale 
sont  égaux  à  ceux  des  tangentes  correspondantes  u.a,   bc  des 

(*)  Soient  Ojj.,  Ou',  Ofx",  .  .  les  arêtes  consécutives  d'une  première  pyra- 
mide, et  soient  Ob,  Ob',  Ob",  ...  des  perpendiculaires  aux  faces  ;/.<>;>•', 
\y'0[j.",  ...  de  la  première  face.  Ces  perpendiculaires  sont  les  arêtes  d'une 
seconde  pyramide.  On  voit  facilement  que  Ou'  est  perpendiculaire  au 
plan  bOb',  0;j-'  au  plan  b'Ob",  etc.  De  deux  pyramides  supplémentaires  on 
passe  aisément  à  deux  cônes  supplémentaires. 
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deux  premières  indicatrices;  or  les  coordonnées  des  points  |jl,  b 
sont  (cos  a,  cos  p,  cos  y),  (cos /,  cos /h,  cos  zij  et  les  arcs  infini- 
ment petits  \i-\>-\  bb'  sont  égaux  à  £,  Sj.  Donc,  en  appliquant  les 
formules    1)  aux  deux  indicatrices  o5  ôn  on  trouve 

'/  cos  i.  il  cos  8  il  cos  y 

COS  A  i    COS  UL  =         — i    COS  V  -.  '  ;       (5) 

£  £  £ 

<!  cos  /  il  cos  m  <1  COS  H 

eos  A  =      •   cos  v.         j   cos  v  =      -•    (6) 

£,  £j  £j 

Les  angles  X,  a,  /  étant  ceux  d'une  même  droite  OX  avec  trois 
directions  rectangulaires  MN,  MT,  MB,  on  a 

cos-  À  -j-  cos'-1  y.  -f  COS2  /        1  ; 

d'où,  par  différentiation, 

cos  À  il  cos  À    f-  cos  y.  il  cos  x  4  cos  /  d  cos  l  =  0. 

Dans  cette  relation,  remplaçons  d  cos  a,  (7  cos  /  par  les  valeurs 
;  cos  /.,  i,  cos  À  déduites  de  (5)  et  (6);  nous  aurons 

/cos  a    ,     cosn 
r/  COS  A  =  —  (s  COS  a  -j-  Sj  COS  l)  =  — (      ^ —  -j-      ,,        )  «S| 


'      R 


cos 


R 


7C()S;,    =   _(e  cos  p  +  e,  COS  n  n  —  ^  —  '     +        R        J  f&,  >  (7) 


COS/// 
1 


^/  cos  v        —  (e  cos  y  +  m  COS  «)  = 


cos  y        cos  ?i-, 
R     +     R, 


Les  formules  (5),  (6),  (7)  sont  dues  à  Frenet. 

431.  Théorème  de  Lancret.  —  Soit  £,  l'angle  de  deux  nor- 
males principales  consécutives  MN,  M'Xf  ;  il  a  pour  mesure 
l'arc  infiniment  petit  nn'  de  la  troisième  indicatrice.  Par 
conséquent 

s;  ==  (d  cos  X)2  +  (//cos  fx)2  +  (d  cos  v)s.  (8) 

Si  Ton  remplace  f/cos  A,  J  cos  a,  r/co'sv  par  les  valeurs  (7),  on 
trouve 

r!  =  £-  -j-  £j  -f-  2££t  (eos  a  cos  /  4-  cos  |3  cos  »?  +  eos  y  cos  ?i)  : 

le  coefficient  de  ££,  étant   nul  parce  que  les  directions  MT,  MB 
sont  rectangulaires,  la  relation  précédente  se  réduit  à 
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(Ligne  5,  signifie  ligne  5  en  remontant.) 

Pages. 

5,  ligne  11,  au  lieu  de  tout  autre,  lire  :  toute  autre. 

S.  ligne  3,  au  lieu  de   xn%    lire  :  xn. 

0,  0, 

1."),  ligne  8,  au  lieu  de       -  ,  lire  :     t  • 
-  2?  2  ! 

15,  ligne  6,  au  lieu  de  :  — ,  lire:  —  • 

o .  o  . 

16,  ligne  10,  lire  :  t  \  -f        l       Y  *~  :  (\  +    J_)  ,  (l  +    *  .YYj  +  i 

19,  ligne  3,  lire  :  où  les  quantités  a>,  a2  tendent  vers  zéro. 

19,  ligne  4.  lire  :  Soient  ux    |    U%  -\-  ...,  v{  -f-  u2  +  •••  deux  séries. 

21,  ligne  13,  au  lieu  de  (a  —  Aj^P"1  -f  (b  —  B)ttP~2,  lire  : 

(a  —  A)nP  -f-  (ô  — B)^-1. 

22,  ligne  1,  lire  •  Suivant  que    |  a?  |    <  1  ou  >  1. 

p 
31,  exereice  2,  le  second  membre  de  l'égalité  est  c,q. 
31,  exercice  5,  lire  :  x  étant  l'infiniment  petit  principal 
34,  ligne  9,  lire  :  Le  ternie  i/'l.r,  si  }/   ^  0,  est  la  partie  principale. 

43,  ligne  /,  au  heu  de  •'     —     -i  —  — ?  _|_  ijre  :    •'     =      '  _|_    _?  _L  #>< 

48,  ligne  5,  lire  :  arc  cos  x  —  arc  siu  V  1  —  x2. 
50,  ligne  2,  au  lieu  de  f     J,  lire  :  l  ^  j  . 

55,  ligne  5,  au  lieu  de  earc  l  x  lire  :  earc  **. 

56,  ligne  5,  au  lieu  de  lui,  lire  ;  leur. 

73,  exercice  4,  au  lieu  de  pour  x  =  0,  lire  :  pour  x  =-=  oo. 

74,  ligne  1,  à  la  fin,  lire  :  y($\  =  mPemx. 

75,  ligne  10,  à  la  fin,  lire  :  x~4 . 

70,  ligne  15,  au  lieu  de  nYynvi  lire  :  uDnv. 

76,  ligne  20,  à  la  fin,  lire  :  -f-  yDn+1w. 

^2F     , 
82,  ligne  2,  à  la  fin,  lire  :  c    ,    V 

ozoy 

87,  ligne  13,  au  lieu  de  ^'„  ?^'v,  lire  :  *'u  u'y. 

90,  ligne  12,  au  lieu  de  formule  auxiliaire,  lire  :  fonction 
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104, 
LOT, 

Lll, 

112, 
143, 
L45, 

L53, 

154. 


156, 
160, 

L62, 

162, 
162, 
165. 


IN  1    «"O    —    9)11"1 

Ligne  1,  à  la  fin,  lire  :  (—  l)11         (J     ,    ^-     ■ 
ligne  6  du  §  131.  au  lieu  de  a?2n+2,  lire  :  .r?"-  -. 


a? 


.'■■ 


166, 


167, 
168, 
168 

172, 

190, 
206, 

213, 

21S, 


ligne  4.  au  lieu  de  ,    0   ,,  •  lire    .    9   .,  ' 

ligne  6,  au  lieu  de  p.  80,  lire  ;  p.  83. 

ligne  7,  lire  :  Ak  prendrait  le  signe  de  dAu. 

lignes  6  et  7.  lire  : 

dht  =  /-!  A>.-    [    A';,.-  +  A"  +  2B'V    !   2BrX  +  2B[* 
=  F[A>*  +  2(BV  4-  B')X   hAV2    :    2Bu--j-A">. 
exercices  13  et  14,  ajouter  au  texte  :  Le  point  cherché  a  reçu  le  nom 

de  point  de  Fagnano. 
ligne  7,  lire  :  minimum  si  elles  sont  négatives:  les  valeurs  rj  .  si   elles 

n'ont  pas  un  même  signe,  ne  correspondent  ni  à  un  maximum  ni  à 

un  minimum. 
ligne  8,  au  lien  de  courbe  (fig.  27  ,  lire  :  courbe    l'ig.  17). 
ligne  6,  au  lieu  de  »F'X    h  ?F'x,  lire  :  »F',    \    riVy. 

,■       *  «■      7«' 

ligne  3,  au  lieu  «le  r  :  mu   .  •    lire  :    r  :  iini  . 

ligne  7,  au  lieu  de  T  et  M.  lire  :  T  et  V 

ligne  10,  au  lieu  «le  OT,  OM,  lire  :  OT,  ON. 

Les  expressions  crunodal,  cuspidal,  acnodal  sont  empruntées  a  Sal- 
nion  Chemin.  Traite  de  Géométrie  analytique  courbes  planes),  p  35. 
Cependant  le  terme  acnode  (Cayley  a  la  signification  «le  point  «le 
rebroussement  «le  seconde  espèce  :  il  serait  plus  exact  d'employer 
le  mot  hybride  anodal  sans  nœud  réel  lorsque  la  courbe  a  un 
point  is«)le. 

exercice  5.  Ajouter  :  6'  Lorsque  l'angle  MOM]  est  constamment  droit, 
les  perpendiculaires  abaissées  «L'  M  et  M]  respectivement  sur  les 
tangentes  eu  \\x  et  M  rencontrent  OX  en  deux  points  symétriques 
par  rapport  a  O. 

exercice  14,  lire  :  /'  sin  m{)  =  a . 

ligne  14.  au  lieu  «le  OA'  ou  OB',  lire     OA"  ou  OB". 

ligne  12,  au  lieu  de  A  A'  ou  BB',  lire  :  A"  A  ou  B"B. 

2  1 

ligne  14,  au  lieu  de  0  =  -  ?  lire  :  0  =   -  ■ 


lire  :  polygone  equi  latéral 


ligne  20,  lire  :  U     -    )     F(oc)dx  . 

ligne  16,  au  lieu  de  pair,  lire  :  impair. 
ligne   10,   au   lieu   de  polygone    ABCD1 
ABCDK  .. 

ligne  1.  lire  : 


p    ) 


■6-    q 


l>. 


1  +  ?> 


222,  exercice  15.  ligne  s.  au  lieu  «le   R  — 


ds 

di 


lire 


R  = 


ds 

di 
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;'?•?,  ligne  3,  an  lien  de  OX,  lire  :  OY 

A 

222,  ligne  1,  lire  \y]\  -  --  '  '' 


1 


y  —  y0       z  —  zQ  .'/  —  >/»       s 

224,  lignes,  au  lien  de         ,  >    lire  :  •  -  -  = 

h  C  ')  C 

224,  ligne  16,  au  lien  de  COS  ,J>  COS  y'  — COS  3'  eus  oc,  lire 


COS  [3  cos  y'  —  COS  p'  cos  y. 


229,  ligne  8,  lire  :    I     \    <?'%)    \-  ?'?(*)  -f  y%(t)  dt. 

229,  ligne  13,  lire  :  s    =   j    W2(0  -f-"'f'ï(0    F?7^)^. 

.  a 

22.},  ligne  14.  au  lieu  de  cpf'2(£).  lire  :  ©'!(<). 
2:'>;,  ligne  12,  au  lieu  de  251,  lire  :  250bis. 

238,  lignes  2  et  1,   lire:    par  la   tangente   MT  et  parallèle  à  une   tangente 

infiniment  voisine   250  .  plan  qui  est... 

239,  ligne  12,  au  lieu  de  ;  =  y,  lire  :  .*  =  cos  y. 

244,  ligne  3,  lire  :  Indicatrice  supplémentaire  (fig.  55  . 

24"-',  ligne  13.  au  lieu  de  aura,  lire  :  auront. 

2(>0.  ligne  2  de  la  note,  lire  :  rencontre  en  un  point  M  sous  un  angle  aigu,  etc. 

2<>9,  figure  60,  remplacer  la  lettre  A  par  K. 

273,  ligne  17,  au  lieu  de  O.V.  OB',  lire  :  OA,  OH. 

00  oc 

278,  exercice  13,  ligne  2,  au  lieu  de       5  lire:      • 

a  a 

'28'2,  figure  74,  adoucir  le  jarret  en  H  de  manière  que  BF  touche  B'B. 
298,  exercice  3,  ligne  <>,  au  lieu  d'une  circonférence  par.  lire  :  de  la  circon- 
férence x'1    |    //'-'         1   par. 
303,  fig.  80,  placer  la  lettre  I  à  l'intersection  des  droites  C'A  et  l>lv 
305,  ligne  3,  an  lieu  de  K'ABC'D,  lire:  K'ABC'D'. 

2  nrx 

311,  ligne  4,  à  la  fin.  lire  :  =  —         cos 

m  2 

312,  ligne  4.  au  lieu  de  (211),  lire  :  (208'. 

2R(+  R')  2(R  +  Rr) 

313,  ligne  8,  au   lieu  de  ^-p-^-n,  lire:     R  +.>R,    ». 

,      .  „      R    i    R'  .      R    r  R' 

319,  ligne  3,  au  lieu  de  Qwî  -,        •  lire  :  (  )  n) 

K  K 

319,  ligne  S.  au  lieu  de  mO"D',  lire  :  wO"'D'. 

320,  figure  98,  mettre  la  lettre  (^)  au  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de 

P  sur  MT  et  remplacer  la  lettre  S  placée  sur  OY  par  s. 
332,  ligne  1,  au  lieu  de  359,  lire  :  356. 
332,  ligne  6,  au  lieu  de  p2    \-  <[l    f-  tg2  À,  lire  :  p&    {-  </-  =  bg2  À. 

342,  ligne  1,  au  lieu  de  —  rdoc'1 ,  lire  :  =  rdoo2 

343,  ligne  6,  au  lieu  de  r  résulte,  lire  :  p  resuite. 
355,  ligne  4    au  lieu  de  normale,  lire  :  normalie. 
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lignes  3  et  1,  au  lieu  de  \  a-  -f-  s2,  lire  :  \   et2  -\-  x- 

fdtc\* 

M  J  ' 

dz  dz 

ligne  3,  au  lieu  de    ;     =  P»  lire: 


359, 

361,  formule  5.  le  dénominateur  est 


364, 

305,  ligue  8,  au  lieu  de  (3  ,  lire  :  (4 

367,  ligue  4,  au  lieu  de 


du 


àfs 


dx 


P 


dw 


i  lire  : 


àw 


369,  ligue  9,   au   lieu  de  1 


,  ()'2\  dxdy      .         v  d'2V  dxdy 


lire  :    1 


àxdy  du  dv  dxdy  du  du 

380,  l'ig.  104,  mettre  la  lettre  P  au  milieu  de  la  droite  MM' 
389,  ligue  6,  au  lieu  de  F(x),  lire  :  F'(.''  • 
380.  ligne  T,  au  lieu  de  F  "-1  \<>),  lire  :  F  "(o). 
389,  ligue  15.  au  lieu  de  valeur  réelle  de  x,  lire  :   valeur  réelle  de  x    qui 

n'est  pas  de  la  forme        •) 

2n 

395,  ligne  ii,  à  la  tin,  remplacer  m  par  ru3. 

406,  ligne  2,  au  lieu  de  impaire,  lire  :  paire 

ll'i,  ligue  5.  au  lieu  de  opérant  dans,  lire  •  opérant  comme  dans. 

415,  ligne  10,  au  lieu  de  (0o,  ),  lire  :  ((),  ôj). 
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ANALYSE   INFINITÉSIMALE 


SECONDE     PARTIE 


CHAPITRE  I.  ( 


INTEGRATION  DES  DIFFERENTIELLES 
ALGÉBRIQUES. 


Fractions  rationnelles. 

1.    Décomposition  d'une  fraction  rationnelle.  (**)  —  Pour 

intégrer  une  fraction  rationnelle     *    ,  on  commence  par  la  dé- 

I'  [x  ) 

composer  en  une  somme  de  f radions  simples,  de  la  forme 
A  A  Ax  -f  B  Ax  -f  B 


x .—  a    (x  -  a)v    (x  -  a)2  4-  3-      [(x  —  a)-  4-  p*]0 


(1) 


Nous  avons  supposé  f(x)  d'un  degré  inférieur  à  celui  de  F(a*)- 
S'il  n'en  est  pas  ainsi,  soit  Q(.v)  le  quotient  et  Rûv)  le  reste  de 
la  division  de  f(x)  par  F  (a);  nous  aurons 

f{X]   -  Q(r)  4-  R(^  • 
F(x)  ~  W{œ)  +  F(.r) 

La  dernière  fraction  peut  être  décomposée  en  fractions  simples. 


i*)  Pour  les  premières  notions  sur  les  intégrales,  voir  la  première  partie 
du  cours,  chap.  XIV. 

(**)  Nous  résumons  ici  des  notions  qui  ont  été  développées  dans  le  Cours 
d'Algèbre,  chap.  XVII. 

NEUBERG.  —  An.  Inf.,  II.  i. 


Pour  faire  la  décomposition,  il  faut  connaître  les  racines  du 
dénominateur  de  F(x).  Soit 

F(x)  =  (x  —  a)  (x  —  h)  ...  (x  —  k)  (x  —  /)  :  (2) 

il  y  a  lieu  de  distinguer  plusieurs  cas. 
T.  Si  les  racines  sont  simples,  on  pose 

M  =      A      +_B_+ _L_ 

F  (a?)       3?  —  «       x  —  l  x  —  / 

cette  identité,  rendue  entière,  donne 

f{x)  =  L(x  —  A)  (x  —  c)  ...  (.r  —  /) 
-f-  B(^  —  à)  (x  —  c)  ...  (x  —  l) 


+  L(>  —  ft)  (.r  —  h)  ...  (.r  —  //). 
En  remplaçant  x  successivement  par  «•/,  b,  . .    ,  on  trouve 

_V  = _««)  ,   B=  /W (4 

-v       (a^.ô)(a_c)  ...  Irt_/|  [b  —  à){b  -r)  ...[b  —  D 

On  voit  facilement,  en  dérivant  les  deux  membres  de  (2),  que 
les  dénominateurs  des  expressions  (4)  sont  égaux  à  F'(a), 
F'(/>),  ...  ;  donc 

4  _  /•(«)    P     m  T  _  AO 

F'(a)'  F'(A)'  "  F'(/) 

II.   Si  F  .y)  a  des  racines  multiples,  soit  par  exemple 

F(-X')      -  (,r  —  r/)!'  (.r  —  /,)'i  (a?  —  c)  ...  (x  —  l). 
Posons  alors 

A-)_     A,       ,  A  ,.+         A, 


F  (a?)        ."''  —  «        (x  —  c)'1  {oc  —  a  )'' 

^  x  -  I,   h  (.r  —  A.,  ^        ^   (..•  —  b)i 
+  -^- +  •••+     "     •  1 

En  chassant  les  dénominateurs  de  l'identité  (5)  et  remplaçant 
ensuite  .v  successivement  par  n,  b,  ...  /,  on  trouve  les  valeurs 
de  Ap,  Bq,  C,  ...,  L;  pour  obtenir  les  valeurs  de  A,,  A2,  ...,  A.p_  n 


I>! !>,,  M  on  peut  égaler  les  coefficients  de  p  [- q  — ^  puis- 
sances  de   x   dans  les   deux  membres   de   l'identité  (5)  rendue 

entière. 

ITT.  Si  les  coefficients  de  F(x)  sont  réels,  les  racines  imagi- 
naires vont  par  couples.  Supposons,  par  exemple,  a  =  a  |  3/, 
b  =  »  —  (3/  ;  la  somme  des  Tractions  simples  correspondantes, 

A  H 

X  —  a  —  (3i        £C  —  a    |-  p/ 

peut  être  contractée  en  une  fraction  réelle  de  la  forme 

Mv  +  N 

car    les    valeurs    A  =  /^ ,c  \.    B  =  /,„/   sont    des    imaginaires 

r-  '(a)  F  (b) 

conjuguées. 

IV.  Si  l'équation  F(x)  =  0  admet  p  fois  la  racine  a  j  3/,  elle 
admettra  aussi  «  fois  la  conjuguée  a  — p/,  et  la  décomposition 

de  [)]    ,  en  fonctions  simples  comprendra  une  partie  de  la  forme 
F(x)  L  l  l 

M,.r  +  Ni  M2x  +  N2  Mpj;  +  Np 

(.v  -  y.r  +  3^   "h  [(0?  -  aj^  +•  p*p   H"  ■  '  *  +    [(a,  _  ft)  +  p*]P  " 

Les  numérateurs  des  fractions  simples  qui  composent  ;,' 

1  x  *  F(.v) 

peuvent  toujours  s'obtenir  par  la  méthode  des  coefficients  indé- 
terminés; leur  détermination  n'exige  que  la  résolution  d'équa- 
tions du  premier  degré. 

2.    Intégration   des  fractions   simples.    —    D'après   ce   qui 

ni       \ 

précède,  l'intégrale  de  .L,,      est  réductible  aux  quatre  suivantes  : 

F(xj 

Ç     dx  C       dx  C    (A.r  -\-  B)dx  Ç     (Ax  -f-  B)dx 

J  x~^~cC      J  (x  —  a)?  '      J    ("a?  —  a)2  -f  p2  '      J  [(a;"  — a) 2  "-f  PMP  ' 

On  trouve  immédiatement  pour  les  deux  premières  : 

— =  l(x  —  a), 

j  x  —  a 

Ç        dx  Ç  1 

J    [x  —  û)p        J  x  {p  —  1)  (x  —  a)v~l 


-  4  — 

Si  l'on  fait  a*  —  a  —  $z}  la  troisième  devient 

Ç  A(a  +  p*)  +  B  Aa  +  B    f      tf£  Y    2  rf* 

J     P2(*2  +  i)     ,J"  p      J  s2  +i        J  s2  4- 1 

A 

2 


Aa  +  ;iar,ts,+  ;>;«  +  !); 


.V  —  x 

d'où,  en  remplaçant  z  par  -— —  et  négligeant  une  constante  : 
f      A./*  +  B       ,         Aa  +  B  x  —  a       A     , 

!  (,•  -  $  +  pïdr  =     f    arc  tg  "T"  +  2  " <*  -  a>8  +  ^ 

3.  La  substitution  a*  —  a  =  fte  l'amène  la  4e  intégrale  à 

r  ai>.  -h  p*)  +  B  a«  +  b  r     ^  a    r     ?  <*? 

J         (32P(*2  +  1)P        '  p2P-J        J(---|-l)l>      '      p«P-2J      (52_f-l)p' 

Le  dernier  terme  s'obtient  facilement  :  car 


J   (*2  +  1)p        2j  V      ^    ;       v      ^    j        2(-p-f-l)     f 


1 


(6) 


2(p  —  \){z°-  -f  1)p-i 
11  reste  encore  à  trouver  l'intégrale 


.-> 


:  I  17- 


dz 

!  1)" 


que  nous  traiterons  par  réduction  successive.  On  a 

7  _  ri-f^-^e  ,  =  c **  f      *rfs 

Jp       J     (1  +  ^)p    .*"     J  (1+*«)p    '        J  "(1  -f  *«)p" 

Le  premier  terme  de  Zp  est  égal  à  Zp-X    Pour  trouver  le  der- 
nier, appliquons  la  formule 

|  udv  =  uv  —  |  vdu 
en  posant  a  =  x;,     r/r  —      ~r~S; 

(  1  ■  h  «;' 
y  résultant  de  la  formule  (0),  il  vient 

Zp  ==  Zp_1  +  2(p  -  1)  (1  -h  ^    '  ""  2(p  =  îj  Zp_1 

2p  —  2    p_1   r  2{p  —  lJll+^-i''-1  v~  ; 


o   — 


Telle  e.st  la  formule  de  réduction  cherchée.  Si  l'on  y  remplace 
p  successiTement  pur  p  —  1 ,  p  —  2,  ...,  2,  on  fait  dépendre 
Zp  de  Zp_!,  Zp_j  de  Z,,   2,  ...,  Z.  de  Zr  Or 


-), 


dz 


—  ==arc  tg  s; 


doue  on  peut  regarder  l'intégrale  Z,,  comme  connue. 

4.   Remarques.  —  I.   Quand  on  intègre  entre    les    limites   0 
et  oo,  la  formule  (A)  se  réduit  à 

r00      dz  2j>-3   r°°        dz 

Jo    fl+-2)p    =2p  —  2  Jo    (1+*8)*-1' 

Remplaçons  /;   successivement  par  /;,  /j —  1,  ..  ,  2  et  obser- 
vons que 

•OO  i„  r  -OO 

t  =    arctg*        =  4>: 

J  o     1  +  -  Jo  ^ 


des  égalités  ainsi  obtenues  on  déduit 

r°°       ote  (2jp  —  3)  r2/>  —  5)  ...3.1  tz 

J  o     (  1  +  ~7J     =  (2p  —  2JÏ&)  —  4)  ...  4 .  '2  2 


(B) 


II.  D'une  intégrale  connue  on  peut  déduire  une  infinité 
d'autres  en  Taisant  un  changement  de  variable.  Par  exemple,  si 
l'on  pose  z  —  tg  0,  la  formule  (B)  donne 


! 


:w„-^>=(2"-:;^-     -8-1' 


J„  (?p  — 2)(2p  —  4)  ...4.2  2' 

changeant  /;  on  p  +  1  et  6  en  ^  —  0  on  obtient 

5.  Exemples. 

f  2j;4  -1-  t£3  4-  ^'2  —  6ùî  —  6   , 
I.  i/  =  I  9  ##• 

!  x°  —  x 


En  effectuant  la  division  du  numérateur  par  le  dénominateur, 
on  met  la  fraction  proposée  sons  la  forme 

,    ,    ■    7x-  —  bx  —  6 
2x  -f-  1  +  -        „ 


Comme  a:3  —  x  =  x(x  —  1)  (.v  +  1  ',  on  pose 

7a;2  —  dj:  —  G        A  B  C 

j:3  —  x  '         x  —  1        x  -\-  1  ' 

d'où  l'on  tire 

lx~  —5a?  —  6  =  AO  —  1)  (a;  -f  1)  +  Bx(x  -f-  1)4-  Car(j?   -  1  . 
et  en  remplaçant  x  successivement  par  0,  1,  —  1  : 

A  =  6,     B  =  —  2,     C  =  3. 
Par  conséquent 

=  x-  -\-  x  -f  bloc  —  2l{x  —  1)  -}-  3l(x  +  1). 

Le  dénominateur  étant  égal  à  (.y  -f  lj  .y2  —  a*  -f-  1),   on  pose 

.<-  f  2œ  -f3  A  Bx-j-  C 

a-3  -f-  1  a?  4- 1       X'1  —  x  4-  1  ' 

d'où        x*  +  2#  f  3  =  A(^2  —  x  +  1)  -f  (a?  -f  ]}  (Bx  -f  C  . 

2 
Si  l'on  remplace  .y  par  —  1,  on  trouve  A  - -  ^:  égalant  ensuite 

o 

les  coefficients  de  .y-  et  les  termes  indépendants  on  obtient 


1  =  A  4-  B,     3  =  A  +  C,     d'où     B  =  -  .     C 

o 

Il  en  résulte 


y 


C    dx  1 

J  x  4- 1  +  3 


x  4-  7 


3  '  x-  —  x  4-  1 


dx 


S^  +  Ijv  *Î~J.: 


.V 


'// 


"•J    +4 


La  substitution  a;  —  ^  =    .,  z  donne  pour  la  dernière  intégrale: 


15  4  "i  3  15  j     dz 

/3(«8-hïj       ' 'i  V  s2  4-1 


;  dz 

i:> 

arc  tir  s 

241 

i  o 

s'(-a  h  U; 


—  7  - 
d'où,  en  revenant  à  la  variable  x  et  en  négligeant  une  constante 

y  -  t6  l{pc  +1)4-  j^g  are  tg    ^~     +  (.  ^>;~  —  x   \    1  ). 


'  -  JV  +  i%i 


Si  l'on  considère  z2  comme  étant  la  variable,  on  peut  poser 

1  k_  _B_  __C 

(*«+l)ï(*s--î)""(*8-r-l)2"r^+l        *8—ï 

d'où  1  =  A(s2  -1)4-  B(c2  4-  lj  (.o---  1)  4-C(^2  4-  l)2. 

Cette  identité,  si  l'on  remplace  z~  successivement  par  —  1  et 
par    f  li  donne  A  =  —  ty  C  =-;  en  égalant  les  coefficients  de  z4- 

dans  les  deux  membres,  on  trouve  B  =  —  -•  Par  suite 

4 

1  111 


C-*+  ly»(**—  1)  2(*8-H)*       4(5* +1)    '   4(*«  — 1) 

La  dernière  fraction  se  décompose  en     (       —  r  —  ,  );  donc 

o\z  —  1       z  4~  1 


i  r     dz         i  r    d*        î  r   àz       1  r   ^ 

2.)  (5-  +  1)-  ""  ïj  z~  +  1  ~f'  SJ  z  -  i       8J  7TT 
Si  l'on  applique  la  formule  (A)  (3)  pour  p  =  2,  on  trouve 

Les  autres  intégrales  se  trouvent  aisément,  et  l'on  a 

1  z  1    ^  —  1 

y  =  -  2  ar°  të*  -  4&-+T)  +  8  'ï  +  ï  ' 

Exercices  et  notes. 

.     f       <Y./;  1     .x  —  a         1  x 

J   :c4  —  a4        ■la3   x  -f-  a        2a3  °  a 

■  'vô"  1     I   — .y;   -f  ./-  1  2X  —  1 

.7-3  -}_  i  ~Ql  "(1  +~*j*     +  i  3arC   g     ï  3 
dx  1  a;  —  1  1  2.1?  -j-  1 

^  "-^r  "  -a  v?+ s + r  "  7* arc  g  i/3 


8  — 


1 
5     fa?V— 2a>  +  3 


Xi  _  5^2  4-  4 


dx  —  l 


[x    J-  1)  (x  —  2/ 
i  il' 

(x  —  l)3(œ  +  2;12 


rfa?  1      7a?2  +  a?i/2  +  1  1 


«  i 


./■i   3 


J  1  +  a;4       4 1/2  a;2  —  au-  2  + 


i  +  2i  2arctgr=: 


.'•' 


f      e&e  1  ,(1  -|-  a?)  (I  -f  x  +  .x2)2    ,       1  aV3 


6"  1   '    m   13 

(1  —X)  (1  —a;  +  flj*)ï 

a- Va* 


°  1  —  a- 


3  \ (x*+mf+4)(x*  h9r-àarctga7+Barctgl-âarctgl 


(a;2+l)(a;2--4)(a?2  h9; 

B"  J  - 


1    x3  {x  —  2) 


10. 


x  —  ])(x  —  2)       4     [x--l)4 
x3<ir 


1 
2x 


1     ur~  1  )(.,;-  3r 

-  1  j  (a?  —  2)  (a?  —  3)  ~    *  +  2  '        (a?  —  2) ] " 


f     arVa;  1  .    a?2        _.. 

1?.     f       X%  ~  °° 


,        1,(1 -r-*)6      1 

,  dx  =  -  L  -.  ,    —  -  arc  tir  a 

-  1  4     1  +  a;2         2 


13. 


r/.r 


1 


[x  —  a)z[x— bf  {a  —  bf 


1   +   ' 

a;  —  a      x  —  b 


1 


-f 


cfcc  2a?  -f-  1  ,4 

-f  ;;     ..arc  tu' 


(a  —  h}3   x  —  a 
2x-\-  1 


(x2  +  x  -f  l)2       3(a;2  +  a?  +  lj       3/3 

dx  la;3  1 

x({  +  a-3)2  "    3    1  +  a;3  +  3(1  +  x*) 

dz 


i   3 


Poser  .v3  —  2r,  ce  qui  conduit  à 

J   3*(1  +  s)2 

1C     f    a?2  —  a?  +  1  10  2a;  -f-  1        2       a;  -f  2 

lb.  —  -  arc  io'  _L - 

(x*  +  x-\-l)*       3i   3  h      i/3       '    3^+^+1 


Fonctions  irrationnelles  simples. 

6.  Ce  n'est  que  dans  un  petit  nombre  de  cas  qu'on  peut 
intégrer,  en  termes  finis,  une  différentielle  algébrique  irration- 
nelle. Lorsque  l'intégration  est  possible,  la  méthode  à  employer 
est,  généralement,  Tune  des  suivantes  ;  1°  on  rend  la  différen- 
tielle rationnelle  au  moyen  d'une  substitution  convenablement 


9  - 


choisie;  2n  mie  intégration  par  parties  ramène  l'intégrale  à  une 

autre  de  môme  forme,  mais  plus  simple;  celle-ci  a  une  autre 

plus  simple  encore  et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  que  Ton  arrive 

à  une  intégrale  connue. 

La  première  méthode  réussit  pour  les  intégrales  de  la  forme 

m      p 
|  F(.'<?,  y  n,  //<i,  ...)dx, 

m        p 

où  F  désigne  une  fonction  rationnelle  de  X,  y"  ,  y,[    ...  ;  //  est  une 
fonction  du  premier  degré  ax  -f-  b)  ou  une  fraction  de  l'espèce 
ax  f  b 
ax'  +  F  ' 

En  effet,   si  A*  est   le  moijulre  multiple  commun  des  dénomi- 
nateurs n,  q,  ...  des  exposants  de  y,  on  pose,  respectivement, 

ck  —  b 


ax  --}-  h  =  ~k,     d'où     x  => 


ax  -f-  b  ,         ,,    . 

=  sk,      d  ou     x  = 


b'z^  —  b 


On  sera  ainsi  conduit  à  une  fonction  rationnelle  en  s. 

7.  Exemples. 

*  4/ 
T  I    \lxdx 

y  =  !     v/^' 

J  i  +  V* 

Posons  a:  =  s4  ;  nous  aurons 


/y  =  i 


*     -4 


~3 


d< 


i 


i-  4J  ---'+      .,.' 


4  4  V  V- 

4  (   .,  -  -  arc  tg  z  )  =  -  \  V  —  4  \\/;  [-4 arc  tg  \x. 


II. 


f 


a?  —  \  1  4-  x    . 

n  --=1  \  (IX. 


i  --yi  +  # 

La  substitution  1  -f-  x  =  s4  donne 

En  effectuant  la  division  indiquée,  on  trouve 

1 


4;3^  -  4 


z+f'"'h- 


y  =  4 


i 


1 


3 


..  +  — i  hî+1j* 

23  -f-  2s2  —  4s  +  Al[z  -f  lj. 


-  10  - 

Il  reste  à  remplacer  z  par  \/ 1  -f-  x. 

T  TT  Ç  dx  fx  —  a 

V  ~~  )     x    \œ  —  b 
Xous  posons 

x—  a          .,        ...  a  —  />^3  ,         S(a  —  b)zz 

.v-b   --•     d°U     "~    1-.-'   •      ''•''-   ll--,=   ' 

L'intégrale  proposée  devient 

q,         j(  **dz       (*)  f     dz  Ç      dz 

On  est  donc  conduit  à  intégrer  deux  fractions  rationnelles. 
„T  C  ocdx 

j\i-x--\-\i-x- 

Bien  que  les  radicaux  portent  sur  une  quantité  du  second 
degré,  une  circonstance  favorable  permet  de  rendre  la  différen- 
tielle rationnelle.  En  effet,  la  substitution  1  — x'1  =  z6  donne 

!>—3J/^  =  -Sj-z  +  ^—oj^-i  +  l  -r~)*,  eto 

Intégration  de   F{x,  \  ax2  -f-  6a?  -f-  c)r/j?. 

8.  Transformations  algébriques.  —  Désignons  par  F(«\\  X 
une  fonction  rationnelle  de  x  et  X.  Il  existe  plusieurs  transfor- 
mations qui  changent   F(x,  \  ax2  -f-  ^*v  "I"  c)  en  llllc  expression 
rationnelle. 

1°  Si  a  est  positif,  posons 

\  «x-  -f  bx  4-  c  —  \  a(#  -f-  v)  :  I 


;:    On  fait  d'abord  la  décomposition  _—  7    .,     on    considérant 

il  —  z*){a  —  bz3) 

C      dz  f      dz 

z'-'  comme  étant  la  variable.  On  ramené  al  .,  en  renipla- 

J  a  — bz6     j    1  —  c 

çant       s3  par  u\  doue  s  par  \        u. 
a  \    o 


-  Il  - 

nous  aurons  successivement 

axz  -\-  bx  -f-  c  =  ax2    |~  2axz    \-  azz, 

az~  —  c         .  .    — az2  -\-  bz —  c   , 

x=.       5— .     dx  =  2a  \  ds,  2 

\!a.^  +  fcr  H-  c  =  \/5(a?  -f  z)  =  IZ™>L±*ÏZ    c\Jâ.        (3) 

Les  formules   (2)    et  (3)    rendent    la   différentielle    proposée 
rationnelle. 

2°  Si  c  est  positif,  on  peut  poser 

\'ax~  -f-  ou?  +  c  =  \''c(i  4-  #<*);  (1') 

cette  subslitution  donne 

ax-  -f-  te  -j-  c  =  c  -f"  cx2z2  -f-  2c\rc-, 

a?  =  2  '     dx  —  2c  — —  -     r/j,  (2  1 

rt  —  c:--  (a  —  es-)2 

\W-  +  te  +  c  =  \fc(\  4-  *-)  =  ^^  :  "^2C"  Vc  •  (3') 

On  voit  (pie  la  substitution  (1')  atteint  le  but  cherché. 
3°  Soient  x',  x"  les  racines,   supposées  réelles,  de  l'équation 
ax2   [-  bx  -\-  c  =  0.  Si  Ton  fait 


\  ax2  4-  &#  +  c     ()U     \'«(,;t*  —  -r')  (,r  —  #")  =  [x  ~  œ')*i        (i") 

on  obtient  successivement 

«(a;  —  a?")  =  (x  —  x')z2, 
ax"  —  x'z2        ,        2a(x"  —  x')   ,  ,  „ 

V Se*  _|_  ^  qp  c  =  (,r  _  ^  =  ?(■*  ■  -  ^>  .  (3'/) 

Les  formules  (2")  et  (.T)  transforment  F(x,  \ux-   f  bx    |-  cJcLv 
en  une  expression  rationnelle  en  z. 

9.  Recherche  de  l'intégrale  fondamentale  I  •  —  A 

J  \ "-v-  IV 
cause  de  sa  fréquence  nous  rangeons  cette  intégrale  parmi  les 
intégrales  fondamentales  ;  on  peut  y  ramener  beaucoup  d'autres. 
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La  première  substitution  ^8,  1}  donne  successivement 

\! jc-  -f-  A  —s  —  X, 
A  =  —  2x2  +  ;2,     0  =  —  2xdz  —  22dx  -f  2zdz<t 

dz  dz 


zdx  =  (2  —  x)dz, 


—  X  z 


d'où,  en  remplaçant  z  —  x  pur  \  a*-  -j-  A: 


dx 


lz  =  l{x  4-  \]xz+  A). 


4-^+1 


J    \^    h  A 
10.  Exemples. 

-,  f  (iX 

J  (a?+  1)V^2 
Nous  posons  (8,  1) 

\/X2  -j-  00  -|-   1    =  03  -\-  Z\ 

cette  substitution  donne 

x-  -f-a?  +  1  =  a;2  -f  2<r*  -f-**, 

^2  —  1  —  s2  -4-^—1 

.''  =  -       —  »      aa;  =  2 


(\-2;y 


lz, 


\x*  -\-  x  -+-  1  -.=  x  -\-  2  = 
Par  conséquent 


r2  +  s  —  1 
1  —  2c 


\'.''-    !    .'•    |    1 — a? —  2        ;1 — a?  —  2\xz-{-x   t 
\'.r-  4~i  4-  1  -r  «  ^+  ! 


Oo 


xdx 


J    \  1  —  X  —  r- 

Pour  traiter  cet  exemple,  nous  posons  (8,  1 1  ) 

Y  1  —  x  —  x-  ■■=  1  —  xz  ; 
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nous  aurons  successivement 


1  —  .v  —  a-  =*=  1  —  2xz  +  x*z*% 

2s  -  1  0  —  s2  4-  5  +  1  J 

=  14--'     *"  [ï    1-e*)*      *' 

—  **  + *4-  1 


VI-*-*.-!-**  , 


L'intégrale  devient 


.  f  2*  - 1  f     2*fc  f       «fe        „ 


2 

—  arc  ta;  2 


1  -f  s2  *~       1  +  s2 

Tl  reste  à  remplacer  2  par     (1 — \'l  —  .v  —  x2). 

Ç  dx 

Posons  (8,  111)  \7>*  —^2  =  ip  —  œ)z\ 

il  vient  b  -\-  oc  =  [h  —  x)  s2, 

a?  =    -  —         ï      dx  =  ,    -,     -    s ,  dz , 
224-l  (*s+l)* 

V*2  —  P  =  (ô  —  x)s 

Ensuite  y  =  2  I -p- 

!    a 


*2  +  1 


4-  6)  *2  4-  (a  —  /y) 
Si  a  =  /j  ou  a  =  —  /;,  on  a  respectivement 

1  1  *    h  —  x  z  _        l*  A  4-  M 

y  ~~  =  ~~  fo  " r  ~  6  V  /v  +  *      V         '  h~         fj\  h  ~  x' 

Supposons  a  et  b  positifs  et  inégaux.  Si  ,-7  >  b,  la  substitution 
z  y a  -\-b  =  u  \a  —  b  donne 

y  -       ,     2         are  tgu  =       ,  =        arc  tg  \/^±IT±^; 
\  a2  —  b2  \ja~  —  //'  V  a  4-  A  b  —  a? 

si  a  <  b,  on  pose  2  \/b  -f-  a  =  u  \  b  —  a,  et  l'on  obtient 

2  Ç     du  1  ai  —  1 


\]l*  —  a?  J  «s—  1        \]b*  —  al    "  4~  1 


(';  Cette  intégrale  a  été  désignée  ci  dessus  (3)  par  Z2.  Voir  aussi  (5,  III;- 


-  14 


ou 


V 


h  -f-  ce  b  4"  # 


b.  —  a  b  —  x 

11.  Substitutions   trigonométriques.    —    Il   est   quelquefois 
avantageux  de  recourir  à  une  substitution  trigonométrique. 
On  peut  toujours  ramener  \ax2  ~-\-  bx    \-  c  à  Tune  des   formes 

,/>\  1  -\-  V\     m\/z°~— ï,     m\/l  —5*. 
En  effet,  si  a -est  positif,  on  écrit 

et  Ton  fait,  suivant  que  4ae  —  62  >  0  ou  <  0, 


"2a 


x  -|-  — -  == 


^rt 


\à2  —  4ac 
2a 


\  cLV-   !    />.v  -f-  c  est  ainsi  ramenée  à  l'une  des  formes 


v 


"!<«— '''J  VVM- 1      ou     \/7':-"«'N,— 1 


Supposons  a  négatif  et  mettons  son  signe  en  évidence;  alors 

b  \2      b2  -f  4acl 


x 


ax~   f-  bx  4-  c  =  —  a 

kt~     j 

On  a  nécessairement  b2     -  4ac    >  0,  autrement  le  radical  serait 
constamment  imaginaire.  En  posant 


b        \  b-   \-  Aac 


on  obtient 


\  —  (IX2     \-  bx  -f-  C 


V-t-v 


Cela  posé,  si  l'on  fait  respectivement 

l 


to-  ce 


eos 


z  =  cos  'f , 


(i 


on  trouve 


\]l  +  z2  =     1    »     \/z24-l==tg<o,     \Jl—  *2==shi<?. 

'                         COSœ         *  o  .          i 

Les    substitutions   (1),    si  l'on    pose    tg  j=~o  --  /,    donnent   les 
substitutions  algébriques 

2*  1  +  *2             1  -  *2 


1  —  f 


\  —  f- 


l  +  t* 
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et  celles-ci  conduisent  à 

Lorsque  l'équation  ,'j.v-  |-  /j.y  |  c  =  0  admet  deux  racines 
réelles  .y'  et  a*"  (a'  <  x"),  on  a  en  mettant  le  signe  de  <w  en 
évidence  : 

Y  ax-  -j-  ^  +  c  =  \a  \  (a?  —  a?')  (oc  —  x"), 

\  —  ax~  -\-  bx  -j-  c  —  \a  \  [x  —  x')  (x"  —  x), 
et  l'on  peut  poser  respectivement 

x  —  x}  =  (œ  —  x")  tg8  ©,    #  —  ,1?'  —  (a?"  —  a?)  tgs  ©. 

Application.  —  y  =  1  '  , 

KM  J  (tf2  -  l)\/.r'  —  1 


En  posant  x  on  trouve 

cos  © 


Ç  COS  cd  rfœ 

.v  =      -  ;    '  = 

!     sur  cd 


sm  cp  y  œ2  _  i 


On  arrive  immédiatement  à  ce  résultat  en  observant  que 


I         f  1  \  3       2     V  a;2  y 


x~ 


12.  Remarque.  —  Si  F(a,  (3,  y)  désigne  une  fonction  ration- 
nelle de  trois  variables  a,  3,  y,  on  fait  disparaître  les  irration- 
nelles de 

|  F(x,  \/x  -j-  <25  V^  4"  &)da? 

en  posant  d'abord  a*  -j-  a  =  /2,  ce  qui  donne 

2  f  F(f~  —  a,  /.  \  V-  +T—  a)tdt, 

et  en  appliquant  ensuite  les  méthodes  connues  (8). 

13.  Applications.  —  Nous  traitons  ici  quelques  intégrales  qui 

se  rencontrent  souvent;  plusieurs  dépendent  des  intégrales 

rlx  .     x         Ç         dx  „  .  /—  ,, 

=  arc  sin  -»      I  — 3  —  Ux  --  Y  x-  -4-  «j.      (1) 


—  l(j 


1°  Les  intégrales 


Ç  dx 

)  \   -  aP   \ 


dx 


-}-  bx  +  c  J  \/  «j?2  -f  6j?  4-  c 

oii  n  >  o,  so  ramènent  aux  intégrales  (1).  En  effet, 

—  «a?2  +  *#  -h  c  =  a 
a#2  -j-  fat?  f-  c  =  a 


2a  J    +       4* 


b  \2    ,    4ac  — è2 

*  +  2âJ    +       4«< 


Si  l'on  pose,  respectivement 


x 


2a 


b~  +  4rtr 
4a2 


a-, 


6  4«c  —  b2 

00  "Ta  =  =*'       ~Aas~ 


on  trouve 


y  = 


1  .    z         1  .       2a#  —  ô 

-  are  sin     —         are  sm 

va  %        va 


V  b2  +  4ac 


1 


.Vi  =  --^*(*  +  V*8  +  a) 


1      2«.r  -f_ô    |-2  V  ^(rt.r2  +?/r  4-  c) 
i/«  2« 


Dans  la  valeur  de  yl  on  peut  se  dispenser  d'écrire  le  dénomi- 
nateur 2a,  car  cela  revient  à  négliger  une  constante li'2a). 

y    fl  \  f 


2o 


// 


j  \        A 


JLLtJU 


x2  4-  ^'  H-  c 


Introduisons  au  numérateur  la  différentielle  de  ax2  4  &# 
en  écrivant 

+  b)  -  h 


.'/ 


1    Ç  (2ax 

2a)  \/a.r? 


-\-  bx  4-  0 


dx 


nous  aurons 


1 


a 


y  =     Sjax2    |    A.r  -|-  c 


2«  J  V 


d.r 


ax'1  -\  bx  -{-  c 
La  dernière  intégrale  a  été  traitée  ci-dessus. 

3o  y  =   ( 


dx 


(mx  4-  »)  \a x~  +  ^,r  H"  c 


r 


En  posant  mx  +  n  =  z>  ()n  ramène  y  à  la  forme 


y 


: 


\\  z-    \    Hz    |    C 


1 


et  en  posant  z  =     on  trouve  une  intégrale  de  la  forme  1°. 

4°  y  —  |  \  a2  —  #2  dx. 

Multiplions  et  divisons  sous  le  signe  par  \  ./     -a-  : 


y 


Ç    a-  —  x-      .  _  C         (/r  x  '' ' r 

f/.c  -=  a-         .  x 

J  y  a*  _  xi  J   \  a~  —  x-       J      \  a2  —  x* 


La  dernière  intégrale  s'obtient  an  moyen  de  la  formule 

|  udv         n  r         |  vdtt 

xdx  .,  / 

en  posant  u  =  a*,  a^  ■=     , -9-      -  »  d  ou  y  =  —  \  a '-' — x-  ;  alors 

y  ci~  —  A*" 


y  =  a-  are  sm 


.'.' 


■'.. 


.r  \  a-  —  x~  -j- 


fv«!- 


x°~dx 


Le  dernier  terme  est  égal  à  3';  en  le  transposant  on  trouve 

y  =  -  a-  arc  sin  — r-  -  x  \a2  —  otr. 
J       '2  a       2      v 

La  substitution  a  =  a  sin  ©  conduit  au  même  résultat.  Une 
antre  méthode  consiste  à  intégrer  par  parties  en  posant 
11  =\/aT~-^c2,  du=  dx. 

5°  y  =  I  \x-  4-  «  dx. 

En  opérant  comme  dans  l'exemple  précédent  on  trouve 
y  =  -x  \lx-  -ffl-f-  a£(#  +  \/x2  -1-  «). 

/  £0    HOC 


6- 


y 


x- 


xdx 


Intégrons  par  parties  en  posant  u  =  x,  du  =1—5—      -  :  il  vient 
y  =  —  x  \a-—^  +  fV«'2  — ^  dx  =  —x  \a-  —  x-  +   (   -    " 


.t 


=  —  a?  \  a'2  -  a:2  -f-  cl1  arc  sin y  ; 

Xkurkro    —  /l/i.  //*/*.,  //. 
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par  conséquent 


x 


y  =  —  -x \la-  —  x~  4-  -  a-  arc  sin  - 
2      *  2  a 

7°  On  trouve,  de  la  même  manière  : 


/ 


—j^i      -  =  -  x  \l  x2  -f-  a  4-  -  «£(#  4-  \/#2-f-a). 


8°  y  =  |  a;2  \/«2  —  a?2  rfa?. 

La  substitution  x  =  a  sin  ©  donne 

y  =  a*      sin2  o  cos2  œcfo  =  ■■-  I  sin2  2'fa?'f 
(1—  cos  4«p)a©  =  -  l  » 


"8 

a* 
8 


.    a?       x(a~  —  2x~)  \la2  —  x2 

arc  sin — 

a  ce 


a 


9°  Les  intégrales 

x2v+]dx 


S 


Ç  x2?dx 

J  m  -\-  nx2)  \a 


(m  -f-  nx2)  \a  -J-  &£2      J  m  --  wa?2;  \/«  --  6a;2 
peuvent  se  traiter  en  posant  respectivement 


«  +  ^*  =  ~2,      Vf  b  =  z2. 

X2 


Exercices  et  notes. 


5  V*  t-  2  v         20 


J  \/x  +1-1 

0 

fv 


I  \x  +  \Jxz—  ldx=V^\{x-     \)2--{x-    1) 


Transformer  le  double  radical  en  \/ — - —  ~f"  \/  - 

V      2  V      2 


Ç  dx \/2 

J  \J x  +  \!x2  —  1 


(.v^\y-{x-\y 


10  — 


Idx  6  !i 

-  —y-  2  t  '.r  -  <>  /a;  -J-  0  arc  tg  i  oc. 

,  \x  -f-  \x 

5'  J  \ll Z |  <**  -  VC«=iK»  - »)  -  («  - ») nro  tg^ 

6-    ("  (S/  rf'r  =  VÔ^'O  (i  -  *j  +  2(«  -  6)  Y^  I  " 

+  3(«  —  6;  l{\/x  —  a  —  \'x  —  Ai. 

/*         .rtf a?  rt  —  x       » 

7.       r-j — —  =  a  arc  cos  y  2ax  —  x- . 

J  \  2aa?  —  x-  a 


—  x 

—  b 


Introduire  au  numérateur  la  différentielle  de  2ax  —  x2,  en  remplaçant 

x 
xrfx  par  [x  —  a)dx  -j-  ttdx  ;  ou  poser  -  =  -2   ou  x  __  9^  sin2  «>. 

2a  —  .x1 

Ç  dx  1 

o-         -  — .--  -  •  En  posant  — 0  —  1  =  z2 .  on  trouve  : 

J  (,T2  _  ft2j  y  !  _  X2  X2 

1  ,  «  V/ i^-  x2  -  x  \T—  a- 

pour  a-  <  I, — t=—=^1 — —      — — -  v—  ; 

a\/l  —  a*  \  .x'2  —  a2 

„    '     ,  —  1  a?V«2  -  1 

pour  a-  >  L    — .—  arc  tg — ^ 

a\  a2  —  1  a\  1— a;2 

2     7 \'«  -f  ^  —  i/'a         .  ,  ,.      .        .... 

1-± ! — ,  a  et  b  étant  positifs. 


-f  bxn       n  ^a       '      \jbxn 


\  1—  x2  +  \f\  +  x2 


10. 

x2  2a? 


+  ^  M  x  +  \  'l  -h  ^2  J  —  9  arc  s*n 


x. 


On  rend  le  dénominateur  rationnel,  ee  qui  conduit  aux  intégrales 


fVi  ±x2  r       dx_  ç    _t 


en  observant  que  a?z\/l  ±  a?2  =  a?3\/a?-2  +  1,  on  est  conduit  à  la  substi- 
tution x ~2  ±  1  =  ~2. 

11.    j  \'«  +  V  6a?  +  c  dx  =     ïft(«  +  V^~-Fcf(:^\  ^  +  c  ""  2û} 
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12.    f  _  =  %(a  -f  \Jbx  +  cYïfV to  +  c  -  2<0  ' 

13-    11-  *<      ^  Wïl  1- ^  -  2~/2arCtg  -ï/2"- 

Cette  intégrale  a  été  traitée  par  Euler.  (Voir  Nouvelle  Correspondance, 
t.  VI,  p.  151).  En  l'écrivant  ainsi 

f  \/  a?-2  +  x~  dx 


/y* — ~    /y»  4.  /v» 

on  est  conduit  à  la  substitution  .r    -  -j-  x2  —  t-, 


(l  -f-  xz)dx 


1    7VH-^4  ±ocV2 

==   — ; r—  /< ■—       — 0 — 

1/2  1  —  x- 


ar 


Poser  x  -]        ---=  t,  ensuite  t2  —  2  =  Z~. 
x 


L3  r        ^        = i j 

'  J(#  +  o)V«*  -i-~ï      vr+'a2 


1         i  _  ax  -hV«*  4-  lV^2  4- 1 


07  -j-  ^ 

Différentielles  binômes. 

14.  On  appelle  ainsi  les  différentielles  de  la  forme 

dy  =  xv(a -\-bxm)idx;  (1) 

a  et  b  sont  des  constantes,  /),  m  et  (7  des  nombres  rationnels. 

Si  /)  et  m  sont  fractionnaires,  par  exemple  p       j  »  ^  =  v  »   on 

ramène  e?y  à  une  différentielle  binôme  dans  laquelle  les  expo- 
sants de  la  variable  sont  entiers,  en  posant  x  =  £k. 
En  remplaçant  a  -j-  ^vm  par  xm(ax~m  -f-  &),  on  obtient 

dy  =  x^m\ax~m  -f  b)*dœ\  (2) 

ainsi,  /ozz/e  différentielle  binôme  dans  laquelle  les  différents 
exposants  sontp,  m  et  q  se  ramène  à  une  différentielle  binôme 
dans  laquelle  les  exposants  sont  p  -j-  mq,  — m  et  q,  les  coeffi- 
cients du  binôme  échangeant  leurs  rôles. 

15.  Cas  particuliers  d'intégrabilité.  —  On  trouve  immédia- 
tement la  valeur  de  y  dans  les  hypothèses  suivantes  : 
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1°  q  entier.  Si  q  est  positif,  on  développe  (a  !  bxm)'1  et  l'on 
aura  à  intégrer  des  puissances  de  x  ;  si  q  est  négatif,  comme 
on  peut  supposer  p  et  m  entiers,  on  a  à  intégrer  une  fraction 
rationnelle. 

2«  p  ==  m  —  1.  En  écrivant 

cfy  =  o;,n-1(a  4  to^ote  =  (a   f  bxm)'kl[a  4  6jcm), 

on  trouve,  selon  que  g  -}- 1  ^  0  ou  =  0, 

mb(q  4-1)  mô    x 

3°  p  4  mr/  =  — m  —  1.  C'est  le  cas  précédent,  appliqué  à  la 
différentielle  (2). 

16.  Cas  généraux  d'intégrabilité.  —  Si  l'on  fait  a  4  bxm  ==  z, 
on  trouve 

x  =  (rF)  •  cte  =  à  ("  i ■?),-"lrf-. 

1      /* /A  P+l     , 

D'après  cela,  on  peut  déterminer  y  lorsque  est  un  entier. 

En  effet,  si^— ^ 1  est  entier  positif,  on  développe  la  puis- 
sance de  — ; —  ;  si  ce  nombre  est  entier  négatif,  et  si  q  =-»  on 
b  s 

pose  z  =  ts,  c'est-à-dire  a  4  bxm  =  /s,  et  l'on  est  conduit  à  une 

fraction  rationnelle.  Le  cas  de  1  =  0  a  été  traité   ci- 

m 

dessus  (15,  2°). 
2°  Appliquons  la  condition  précédente  à  la  différentielle  (2). 

^  p  4  niq   fl  .  ,p  4  1  ,  ,  • 

Ontrouve---  —  entier,  ou  simplement  -<7=-entier. 

—  m  m 

En  résumé,  la  différentielle  (1)  est  intégrable  lorsque 

P  -\-  l                                P  +  1    ,  +- 

— —  ==  entier,     ou     — h  cl  =  entier. 

Dans  le  premier  cas,  on  pose  a  4  bxm  —  s  (ou  =  ts);  dans  le 
second,  on  fait  ax~m  -\-b  =  z  (ou  t*).  M.  Tchebycheff  a  démontré 
que  ces  cas  sont  les  seuls  où  l'intégration  s'effectue  sous  forme 
finie  explicite  par  les  fonctions  algébriques  et  logarithmiques. 
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17.  Exemples. 

2 

lo  dy  =  ^;5(1  —  tr,zyda>. 

La  condition'      —  =  entier  étant  vérifiée,  nous  posons 

711 

1  1  _L 

1  —  x-  =--  j,     d'où     a?  =  (1  —  z)i,     dx  =  —  -  (1  —  z)   idz  ; 


ce  qui  donne 

2  9  16 

(1    _  ~\*2J  dz  ~-  :  —i(i 

2 


dy  =  -U\-zyzTdz  =  -\(zi    -2z~>  - 


7    ?       7    -       7    2-3  2Y-    *       4-  X    -'       -  -3 

y.^-ig^+ïë*  "46*    =7*A      18*  7"l6-         46* 

11  reste  à  remplacer  3  par  1  —  de2. 

20         y=Jvfîsi=Ja;3(1+a;8)' 


2G?a7. 


Ici 

1    p  +  1       4      p  +  1    ,    ,        n 

La  seconde  condition  étant  vérifiée,  écrivons 

_i 

y  =  f  ^-](^-s  +  l)_2cto, 

puis  posons 

_*  1  _2 

#-s  +  1  _  z~,     d'où     .r  -  (z2  —  1)   8,       cfcc  =  —  -  ~(~2— 1)  8  ofer, 

Il  vient 


// 


=  8^-1  -^(VH-^  +  n 

*  (I  r  ^ 

3°  y  =   l  —  r  =     (a  -|-  fa?m)-mcfa?. 

J  y  a  4-  &zm 

La  seconde  condition  d'intégrabilité  est  vérifiée,  car 
n  I        P  +  1    ,  n 
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Soit,  par  exemple,  m  =  3;  alors 

y -=    1-5    ■  lfl?-1(a;-3  +  l)_3rfo7, 


J  V  i  +  ^     ; 


et  la  substitution  x~*  -\-  1  =  £3  donne 

y  -  ~  J  7--T =  -  J  ^  U -1  + .  ^+T+T  J 

A,  B,  C  résultent  de  l'identité 

z  =  k(i*  +z  +  ï)  +  (*  -  1)  (B*  -h  C)  ; 
on  trouve  aisément  : 

A  =  3'    B=~3'    (   =3* 

Par  conséquent 

l  f    dz      .    \  Ç      z  —  \ 

y  — I  -     — — —  I  dz. 

J  3J  z—\  ^  SJ  z*  +  z  +  1 

La  dernière  intégrale  se  décompose  en 


donc 

V  =  - 1 l{z  -  1)  +  \l{*%  +  *  4-1)  - ^3  arc tg 2~  + X  • 

18.  Formules  de  réduction.  —  Lorsqu'une  différentielle 
binôme  ne  satisfait  à  aucune  des  deux  conditions  d'intégra- 
bilité,  on  la  réduit  à  des  formes  plus  simples,  en  diminuant 
autant  que  possible  les  valeurs  absolues  des  exposants  p  et  q. 
Ces  réductions  sont  encore  utiles  dans  les  cas  où  l'une  des 
conditions  d'intégrabilité  est  vérifiée. 

Nous  posons  maintenant 

ypq  =  Ç  xv(a  4-  bxm)*dx. 

1°  Pour  réduire  l'exposant  q,  intégrons  par  parties  en  prenant 

x^x 
a  —  (a  -f-  bxm)li.      dv  =  x]\lx,     v  =  ■     — r> 
v      '  '  '  73  -j—  1 
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p  étant  suppose  différent  de  —  1  ;  nous  aurons 

//1M1  =  :  {à  -f  bx™)i  —    qm\   j  &P+ra  {a  -f-  bx™y-ldx.        (4) 

P    \-  1  P    i    1  J 

L'intégrale  yivl  est  ainsi  ramenée  à  3'P4-m,a— i-  Si  les  trois 
exposants  p,  m,  q  sont  positifs,  la  formule  (4)  augmente  le 
premier  exposant,  et  diminue  le  dernier.  Pour  ne  faire  varier 
({lie  l'exposant  r/,  supposé  positif,  observons  que 

bxm  -\-  a  —  a       xv(a  -f-  bxm)       ax? 
/>  o  b 

il  en  résulte 

ylH  miq_j  =      j  xv(a  -f  bxm)^dx—  a     aP[a  -\-  bxm)i~]  dx, 
et  l'égalité  (4)  prend  la  forme 

2/p.a  =  j}  +  !  îa  i-  ^m)q  - ;7+l y,vl  +  iH--! Pm-x'        (o) 
Résolvons  l'équation  (5)  par  rapport  àyp>q;  il  vient 

?/Pa=        a  4-  bxm)*  -j-  --  ,  ypq_i.  (A 

En  employant  plusieurs  fois  cette  formule,  on  retranchera  de 
l'exposant  q  toutes  les  unités  qu'il  contient. 

La  relation  (A)  est  illusoire  si  p  -\- l  -\-  mq  =  0  (*),  hypothèse 
qui  rentre  dans  le  second  cas  d'intégrabilité. 

Si  p  -f  1  =  0,  la  formule  (A)  est  encore  vraie,  bien  que  la 
démonstration  soit  en  défaut;  on  la  vérifie  en  différentiant  les 
deux  membres. 

2°  Si  q  est  négatif,  l'intégrale  vr.q-i  est  plus  compliquée  que 
yIVi.    Dans    ce   cas,   on   applique    l'égalité   (A)    en    considérant 


(*)  L'égalité  (5)  donne  maintenant 

a-.p+i(û  -f  km)i  -f  aqmi/?A-\  =  0, 

d'où  l'on  tire  y{ \q-i.  En  changeant  ensuite  q  —  1  en  q  et  remplaçant/)  -f-  1 

par  —  mtq  -j-  1),  on  obtient 

(ax~m  -f  //)'' ;  ' 
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yv,q\\  comme  étant  l'intégrale  proposée  et  yp.(,  comme  étant   la 
nouvelle. 

Pour  approprier  les  notations,  nous  posons  maintenant 

Ç      xvdx 
ywv  =  ){â^bx^ 

la  formule  (A)  devient,  par  le  changement  de  q  en  —  q, 

a'P+l  aqm 

^P,q  =  =  ^  _j_  Ï^Tnq)(a^l)x^  "~  p  +  1  —  mq l/w{  H" 

Changeons  encore  q  en  q  —  1,  et  résolvons  ensuite  (6)  par 
rapport  à  yP;q;  nous  aurons  définitivement 

y ^ p  +  i-Mq-i)  iB) 

3°  Pour  réduire  l'exposant  /),  nous  écrivons 
yVA  =  f  .^p-™^™-1  (a  -f  bxm)*dx, 

et  nous  intégrons  par  parties  en  prenant 

L1  .,         ,  ,  (a-\-bxm)*±l 

u  =  x^~m+[.     dv  —  ^m_I  a  4-  oxm)^dx,     V  =  - — ^ — —  -ry-  » 

v  mb(q  -j-  1) 

(/  étant  supposé  différent  de  —  i  ;  il  vient 

*p,q      mb(q-\-\f  J  mb[q  -j-  1)  J 

Supposons  p  et  m  positifs.  Le  premier  exposant  de  x  a  dimi- 
nué de  m  unités  ;  l'exposant  du  binôme  diminue  également  en 
valeur  absolue  quand  q  est  négatif,  mais  il  augmente  quand  q 
est  positif.  Pour  ne  faire  varier  que  le  premier  exposant  de  x, 
nous  remplaçons,  dans  la  dernière  intégrale,  [a  -\-  bxm)q+}  par 
(a  +  bxm)*(a  +  bxm);  alors 

j"  xv~m(a  -f  bx™y+ldx  --=  a  f  a?P-m(a  -j-  bxm)^dx  -f  b  j"  sc^a  +  foc'")^ 

L'égalité  (7)  devient 

#P-In+1    ;     .    ,      N   , ,       P  —  m  -h  1   .  .    7       N         /oN 

y«  =  ^r+ij (" + hx  ] H  -  ^%  +ry (^"--"  +  •/1"")     (8) 
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En  réunissant  les  deux  termes  en  yP>a,  on  trouve 
_  £CP-m+1  (a  +  bx™)*+1       a(p  —  m  -f  1) 

y™  ~  "  ô(fi^+pTï)       ï^T+p  + 1)  yp_m'q'        (  ] 

Cette  formule  est  illusoire  lorsque  mq  -\-  p  +  1  =  0  (*)  ;  mais 
l'intégrale  proposée  rentre  alors  dans  le  second  cas  d'inté- 
grabilité. 

L'égalité  (8)  est  illusoire  lorsque  q  -f  1  =  0;  néanmoins,  la 
formule  (C)  subsiste  encore,  ainsi  qu'on  peut  le  voir  en  diffé- 
rentiant  les  deux  membres. 

4°  Lorsque  p  <  0,  m  >  0,  nous  posons  en  mettant  le  signe  de 
p  en  évidence 

_  Ç  (a  +  to-)«  d 

La  formule  (C)  devient  maintenant 

(a  +  bxm)^1  a(p  +  m  —  1) 

yp'q  ="  b\rnf^^\-  l)a;P+m-1  +  ôfm^"— jo  +  1)  yp+m'q' 

Changeons  encore  p  en  p  —  m,  puis  résolvons  l'égalité  par 
rapport  à  yp.qî  nous  aurons 

(a  4-  bxm)^+l       b(mq  — p  4-  m  -\~  1) 

C      x? 
19.  Exemple.  -  y,  =  |  y=^ 

Nous  avons  une  différentielle  binôme  dans  laquelle  m  =  2, 

q  =  — =  •  Comme  nous  supposons  /)  entier,  l'une  ou  l'autre  des 

conditions  d'intégrabilité  (16)  est  vérifiée  suivant  que  p  est 
impair  ou  pair.  Nous  allons  cependant  intégrer  par  réduction 
successive,  en  opérant  directement  au  lieu  de  faire  intervenir 
les  formules  (C)  ou  (D).  A  cet  effet,  intégrons  par  parties  en 
prenant 

t         7  x  dx  .  rz „ 

tt  =  #P-1,     dv  =  —7-  ?     v  =  —  VI — x~\ 

V  1  —  x* 


dx. 


(*j  Dans  l'égalité  (8),  les  deux  termes  en  yp>q  se  détruisent,  et  l'on  trouve 
la  valeur  de  l/p—m,q  ,  un  changement  de  notations  en  déduit  2/r,q. 
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nous  aurons 

yp  =  _  ^p-i  \J  i  _  Js  +  q,  _  T)  j  ^p-2  y  !  _  ^  ,/,,. 

=  _^p-i  \'i  _  51  +  (P  _  i)  f  ^p~2(l  :zf!i  ,,.,. 

J      VI  —  ar 
=  ._  ^-l  y'  1  -  a*  +  (p  -  1)  (yp_2  -  yp). 

Si  l'on  réunit  les  deux  termes  en  vP,  on  trouve 


2/p 


-Vi-*2  +  - — -yP-î. 


(E) 


Supposons  d'abord  p  positif  et  pair.  En  remplaçant  /;  succes- 
sivement par  p  —2,  p  —  4,  .  .,2,  on  obtient 


*/p-2  =  — 


XV 


-3 


p  — 2 


Vi-^+^^yp-i. 


p  —  2 


y2  =  —  -  Y  1  —  a?2  +  ^  2A>  =  —   2  ^  +  2  ai'°         a?* 

Eliminons  les  quantités  auxiliaires  yP-2>  z/p-4>  •••  >  3*2  5  ^  vient 


1    b-1  .     ^~  !      d  3  .         ,  (p-l)(p  —  3)...3.1J 
yp==  " Lp"       +X*>  V       +-+     p(p-2)...4.2-a?. 

(p  —  l)(p_3)...3.1 

H-— — r-       ^ — -,    «       arc  sm  a?. 
/>(p— 2)...4.2 

Dans  le  cas  de  p  positif  et  impair,  on  arrive  à 

1 


\/l  —  xl 


y3  =  —  r^z\l  —x°~  +gj/i, 


et  comme  y:  =  —  \  1  —  x2,  la  valeur  de  yp  est 


yP 


-a?P- 


p  —  1 


0  P(P  -  2) 


"  -a?P— J_U...  -f 


(p_l)(p_3)...4.2' 
p(p-2)  ..3.1      . 


\  1  —  ^2. 


On  a  un  résultat  très   simple   quand    on    intègre  entre   les 
limites  0  et  1  : 


1  x*  dx  1.3.5...(p  —  1) 


( l  xv  dx 

J  VI  —  «P  " 


2.4.6...p 


.'"  -     si  p  est  pair  ; 


1  a^  tfa?  2.4.G...O  —  l) 


f1  ^^j 

J  yï^ 


X' 


3.5. 7.  ..p 


>    si  p  est  impair 
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2°  Supposons  ensuite/)  entier  et  négatif.  Si  l'on  met  le  signe 
de  p  en  évidence  et  qu'on  écrive  yp  au  lieu  de  */_p,  la  formule  (E) 
donne 

tirant  de  là  yp+2  et  changeant  p  +  2  en  p,  on  obtient 

\/l— a?2      ,  P  —  2 


y* 


-  ~  [p  _T)^i  +  ^zï  **-*•  (p) 


Au  moyen  de  la  formule  (F),  on  abaissera  l'exposant  de  a:  de 
deux,  quatre,  ...  unités,  et  l'on  sera  ramené,  si  m  est  pair,  à 

VI—  *». 

Vi  =  — 


x 
et,  si  77i  est  impair,  à 

ç        dx  r  dx 


.j!  -v/l" 


x  '    y  x"- 


/y»  ml       /y*  -.  /  /yi 


Remarque.   —  La  substitution  x  =  sin  6  ramène  l'intégrale 
proposée  à  \  sinP  0  rfO,  intégrale  qui  sera  traitée  ci-après. 

20.  Réduction  de  |  F(.y,  \ZX.)dx,  où  X  représente  une  fonc- 
tion entière  de  x,  et  F  une  fonction  rationnelle  de  x  et  i/X. 
On  a,  généralement, 

A  +  B  i/X       (A  4-  B  i/X)  (C  —  D  i/'X) 


F(>,  i/X) 


C+Di/X  C2  — D2X 


A,B,  C,  D  désignant  des  fonctions  entières  de  x  ;  donc  F(#,  i/X) 
se  ramène  à  la  forme  P  -\-  Qi/X,  où  P  et  Q  sont  des  fonctions 
rationnelles  de  x,  et  l'on  a 

F(a?,  X)dr  —     Pcfo?  -j-       ,1.  dx. 

Le  terme  J  Pefoc  s'obtient  par  des  procédés  connus  (2).  La 
fonction  rationnelle  QX  se  décompose  en  éléments  simples  de 
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la  forme  kxm  ou  -       (1),  de  sorte  que  l'intégrale  proposée 

l  t.V  '    Ce  J 

dépend  des  suivantes 

Ç  xm  dx       C  dx 

J     V  X    '     J  (x-  ari  X*  W 

Supposons  maintenant  que  X  soit  un  polynôme   du  second 

degré.  Si  l'on  fait  x  —  a  =  -  >  on  trouve 

y 
r        dx    m  Çym~xdy 

J  (S  — ~ay~i  x     ~  J    i/y 

c'est-à-dire  une  intégrale  du  premier  type  (1). 

Une  substitution  linéaire  ramène  X  à  l'une  des  formes  1  -f-  x2, 
1  —  x2,  x2  —  1  ;  donc  J  F(x,  \/X.)dx  se  réduit  à  celles-ci  : 

/xm  dx  Ç    xm  dx  Ç    xm  dx 

\    1    +  "x2  J    \    1    —  X'  '       J   \^2^T  ' 

que  l'on  peut  traiter  par  réduction  successive  (19). 

Exercices  et  notes. 

r       dx  1    1  +  z       1  ,  J/~7^~~ 

1.        zp  =-  lY_  -  —  -arc  tgj,     ou     ^  =  \^4  —  1. 

J  \/  a?2  —  1 
r     xdx  \  .z2  —  z  -y  \         1  2 j  —  1 

-    (1    —  X3j3 

1  3/~~   ~~ 

où  z  =  -  V  1  —  ^3  • 

a?  * 

3       Ç         dx  1        \Ja  -\-  bx-  —  )/a  l 

f        c£r  6,?  7«  4-  607        &2  5  1 

!  x4(a  4-  M       «4        a?  «3j? 


'(«  —  bx)       a4        x  cv'x       2a1.,  ~       ?mx 

dx 


(CIX 
— ,  on  peut  poser 
xHa  4-  bx) 


J  xv(a  -\-  bx) 
1  Ap       Ap_i  At    . 


j_ 


r+ •••+„  + 


a?P(a  -f-  foc)       a?P       ^P-1  07        a  -\-  bx 

1  Brp 

ll'où         i  +  ftï-  Ap  +  Ap .,*  +  ...  +A^p-I  +  -  +  ij;: 
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la  division  de  1  par  a  -\- bx    fait  connaître  Ap,  Ap_],  ....  \x,  B.  On  peut 
aussi  employer  la  formule  de  réduction 


I 


dx  1  b  Ç  dx 


a;P(«  4-  &p)  «(p  —  l)a?1>_1       a  J  a?p_1  (a  +  bx) 


qu'on  obtient  en  remplaçant  dx  par      (a  -\-  bx  —  bx)dx. 

a 

C      x^  dx 

5.  Trouver  ypri  =  I  —        — —  >  p  et  q  étant  entiers  et  positifs. 

On  peut  se  servir  de  la  formule  de  réduction 

1  x?~l  p  —  1 

y™  -  —  2(2  =T)  (T+ô»/^1  +  2(ry  —  i) ^--'i-1- 

Si  p  est  impair,  la  substitution  1  -f-  a:2  =  c  conduit  rapidement  à  la 
valeur  de  l'intégrale. 

6.  Trouver  ?/p  =  J  (1  —  x2)p\  1  —  x2  dx,  p  étant  entier  positif. 

,l 
Intégrant  par  parties  avec  u  =  (1  —  x2)     2 ,  dv  =  dx,  on  trouve 

,1 

x(\—  x2)     *       2p  +  1 
V?  ~       op  -f  2       "^  2/3  -f-  2yp_1" 

7.  Trouver  une  formule  de  réduction  de  ypq  —  |  &-p(l  -j-  xjqdx. 

œv+V\  -j-  a?)q  ^ 

y™  =  T+ï+r  +ir+^ tï^-1'  etc- 

«    .    .  f  dx 

S.  Soit  ?/p  -=         — T—  —  » 

J  a?IJ\  a  -f-  bx  -f-  ex2 

trouver  une  relation  entre  ?/p,  yp_ i,  yp_2« 

On  a 

,,       ./        7          — 5\      mj7ra-1(<2  +  ^  4-  ex2)  ,     .      ^m(/>  4-  2cx) 
d  [xm  \  a   \-bs  +  ex2)  =  -       y-  v  dx  4-        ,   V '—dx 

\  a  -f  bx  -J-  ex2  2  \  a  +  fo  -f  c*2 


mftx"1-1  -j-  (m  +  -  Wm  -f-  (m  +  l)cj?m+l 


\  a  -f  ^  +  ex2 


dx. 


Intégrons  les  deux  membres  de  cette  relation  et  remplaçons  m    -  1  par 
—  P  ■ 


\  a  -f-  bx  -f-  cr2 


a^ 


u— 1 


(P  —  1>^p— f^  — gWp-i  —  (P—  2)eyp_2. 
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CHAPITRE  II. 

INTÉGRATION  DES  FONCTIONS  TRANSCENDANTES, 


Fonctions   trigonométriques  directes. 

21.  Nous  rappelons  d'abord  les  formules  fondamentales  : 

f  sin  x  dx  =  —  cos  x,     |  eos  x  dx  —  sin  x,  (1) 

j*  tg  x  dx  =  —  l  cos  xy  J  cotgxdx  =  l  sin  x,  (2) 

Ç     dx  Ç     dx 

—s—     =tgx,  .    p  =  —  cote; x,  (3) 

J  cos2;*;  °    '  J  sm2.r  fo     '  w 

f  ^  Hr  X  Ç  dX  fit  X\  ,., 

auxquelles  on  peut  joindre  les  suivantes  : 

f        0      ,         x       sin  2jc        f    .    o           #       sin  2#  ,^N 

cos-  xdx  =-  +  -  '         sm2  #  = -  •         (5) 

22.  On  rencontre  fréquemment  les  intégrales 

dx Ç  dx 

a-  cos2  x  -j-  b2  sin2  a?  '     J    a2  cos2  a?  —  b2  sin2  a?  ^  ' 


En  les  écrivant  ainsi  : 

dx  c  dx 

J  ac  cos-  x 


Idx  Ç 
r      n*      v  Y 


1  +  W-  tgxX         J  a2  cos2  a?   1  —  f-  tg  ^ 


on  est  conduit  à  la  substitution 

b  _,    ,  cfa;  acfo 

-  tg  x-  =  ^r,     d  ou     —  =         i 

a  °  cos2  c£  b 

et  les  intégrales  deviennent 

dz 


ab  J  1  +  r.2'      «ô  J  1 


o 


-  32  — 

On  en  conclut 


J  «2  cos2  x  —  b-  sm2  a?       ab  b  V«         y 

tfa?  1      a  cos  a?  H-  6  sin  œ 


a-  cos2  a?  —  b'1  sin2  a?       2a&   a  cos  a?  —  5  sin  x 

On  ramène  aux  intégrales  (6) 

f  c?a?  f  dx        .         Ç.   ■  dx 

J  A  sin2  x  -\-  C'     J  A  cos2  a?  +  C*     J  X  eos2ôT+  B  sin2  x  +  C 

en  remplaçant  C  par  C(cos2  a*  -j-  sin2  a*). 

23.  Pour  trouver 

Ç       '  dx ,     •  (7) 

J  a  cos2  a?  -f-  b  sin2  a;  -|-  c  sin  a?  cos  a? 

on  divise  le  numérateur  et  le  dénominateur  par  cos2  x  et  on  pose 
tg  x  =  s,  ce  qui  donne 

dz 


J 


«  -f  fo2  -f  as 

intégrale  déjà  traitée  (I,  198,  3°).  En  particulier, 

dx  Ç     dtgx  1 

—r-  ~  =   \  ~  -  =  -l(b  -{-  Ctg  x), 

J  a  cos2  x  -|-  c  sin  a?  cos  a?       J  ft  -f  c  tg  a?       c 

f  ckc  f     dcota?  1 

—v—  -  =  —  |  —  -  = Hb  +  c  cot  a?). 

J  6  sin2  .t  -j-  c  sm  x  cos  a;  J  o  f  c  cot  a?  c 

24.    On  ramène    facilement    aux   intégrales    qu'on   vient   de 
traiter, 

(8) 


a  cos  x  -\-  b  sin  x  -\-  c 
En  effet,  le  dénominateur  peut  prendre  la  forme 

f         oc         .    0  x\        ,.,.-    œ        a?  ^         a?         .      à?\ 

a  f  cos2  -  —  sm2  -  J  -f  '2b  sm  -  cos  -  +  c  (cos-  -  +  sin-  -  j 

n-,  oc  se  OC 

=  (c  +  a)  cos2  -  -f  (c  —  a)  sin2  -  -f  2b  sin  -  cos'9  ; 

x 

on  emploie  donc  la  substitution  tg  -^  =  z. 
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Lorsque  c  —  0,  il  est  plus  simple  de  rendre  le  dénominateur 
logarithmique.  Introduisons  un  angle  auxiliaire  o  tel  (pie 

a  b 

si n  cp         COS  œ  ' 

nous  aurons 

a  eos  <r  +  6  sin  a?  =  \a'~    |-  è2  sin  (a;  +  ©). 

Donc  — : ==  — —  l  fcg    -^L_  i  . 

J  a  cos  .t  +  &  sm  a;       y  «    |    b~  2 

25.   Soit  F(sin  x,  cos  œ)  une  fonction  rationnelle  de  sin  x  et 
cos  x.  On  ramène 

J  F(sin  x,  cos  .t)  cfe 

à  l'intégrale  d'une  fraction  rationnelle  en  posant  tg  —  =  z  : 

n    .    os        x  2z  9x        .    „oc       \  —  z~ 

sma?  =  2  sin-cos  -  =    -  ,    -y»  cos  a?  ==  cos2  -; — sin2:-  =  —      — » 

2        2      1+  z2  2  2      1  +  s* 

2dz 

x  =  2  arc  tg  #,     rfa?  ==  - — - — -  ; 

1  +  z1 

2z        l  —  z2\    2dz 


F(sin  a?,  cos  oc)  dx  =      F(  . 


VI  +z*    l  +  *V1  +  *2 

C'est,  au  fond,  la  méthode  employée  pour  l'intégrale  (8). 
Lorsque  la  différentielle  à  intégrer  a  la  forme 

F(sin2  oc,     cos-  x,     sin  x  cos  x,     tg  x)dx, 

la  substitution  tg  x  =  z  convient  également  ;  c'est  celle  qui  nous 
a  servi  à  trouver  les  intégrales  (6)  et  (7). 

La    composition    particulière    de    la   différentielle    suggère 
souvent  d'autres  substitutions.  Ainsi,  en  observant  que 


/; 


dz  T  sin  x  dx 


sin  x  (a  +  b  cos  x)       J  sin'2  x(a  +  b  cos  x)  ' 
on  est  conduit  à  poser  cos  x  —  z;  l'intégrale  devient 

-  j  (|  _»!)(« +  6Ï)  ==  j  rfj  (  1  ^  +  1  +ï  +  o  +  te)  '  6tC- 
Neuberg,  An.  inf.,  IL  3 
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Intégration  de  sinp  x  cos'*  x  dx. 

Nous  supposons  p  et  q  entiers,  positifs  ou  négatifs.  Si  p  -f-  q=0, 
la  différentielle  se  réduit  à  tg1'  jc  dx  ou  à  cot^  .v  dx. 

28.  Intégration  de  tgP  x  dx,  p  étant  positif.  Posons 

tg  x  =  ~,     d'où     a;  =  arc  tg  s,  rfa?  == — -  ; 

nous  aurons,  si  p  est  pair, 

|  tgp  x  dx  =  )  -  ~  j  ^  =  C^p-2  -  *p-4  -f  ...  ±  i  T  — -p^)  <fc 

p  —  1         p  —  3 
si  p  est  impair, 

("  tgP  a;  ofcr  =  |  (*p->  -  *p-<  -f  ...  ±  z  T  ^Ti)  dz 

tffp_1a?       tgP-3^  tff2a? 

p  —  1         p  —  3  2 

On  obtient  une  formule  de  réduction  en  écrivant 

I  tg'1  x  dx  =  (Y-  -^-  -  1^1  tgP-2  x  dx  =  l"P     ^  —  (  tg-P-2^^. 
J    °  J  Vcos2a?         /  °  p  —  1        J    & 

29.  Intégration  de  sinp.Y  dx.  —  I.  Supposons  d'abord  p  positif. 
On  peut  ramener  sinp  x  à  une  fonction  linéaire  de  sinus  ou 
cosinus  de  multiples  de  x  (Alg.,  29);  l'intégration  est  dès  lors 
facile. 

Si  p  est  impair,  il  est  plus  simple  d'écrire 

p-1 

|  sinp  x  dx  =  f( L  —  cos2  x)   2  sin  x  dx, 

et  de  développer  la  puissance  indiquée;  on  obtient  des  intégrales 
de  la  forme 

cos1^1.^ 

cos"  x  sin  x  dx  = — • 

J  »  -F  1 

Par  exemple, 

sm5a?flfoc  —  1(1  —  cos2  a;)2  sin xdx=  —  cos#-f-  ôCOS3#  —  -cos5  x. 


-  35  — 

Si />  est  pair,  des  transformations  trigonométriqucs  conve- 
nables ramènent  parfois  assez  rapidement  l'intégrale  proposée 
à  des  intégrales  connues.  Ainsi  : 


8  sinr>  x  =  (1  —  eos  2a?) 


•  > 


=  1 — 3cos2a?-|--(l  -f-  cos  4a?) —  (1  — sin22x)cos2,r; 

,,   ,        a  f   .   fi      7         5  .  3    .      .      .    si n3  2.2? 

d  ou       8      sin6  op  ax  —  -  x  —  2  sin  2a?  --}-  -  sni  4a?  -f-        ;    — • 
J  2  «S  0 

II.  Soit  maintenant  p  négatif.   Si  p  —  —  2m,  on  observe  que 

» 

C      d'x  C         1  dx  Ç  ,,  „    .      ,     , 

— , —  =      -r-r—i ^r~  =  —       l  -H  cot2  a?  m-1 .  d  cot  a?, 

J  sm2ma?       J  sin2tn-2.r     sin2  a?  J 

et  l'on  développe  (1  -f  c°t2  .v)m_1,  etc. 

..V 

Si  p  =  —  n,  n  étant  pair  ou  impair,  on  pose  tg  l—  =  z  ;    alors 


J  si  n11  a;  "=  2n~1  J  "        *n 


en  divisant  par  zn  chaque  terme  du  développement  de  (1  -j-s2)11-1 
on  obtient  une  suite  d'intégrales  connues. 

30.  On  peut  aussi  traiter  \  sinp  x  dx  par  réduction  successive. 

I.  A  cet  effet,  intégrons  par  parties  en  prenant 

u  =  sin1-1  x,     dv  =  sin  a?  dx,     v  =  —  cos  x. 
Il  vient,  3*p  désignant  l'intégrale  proposée, 

?/p  ==  —  sinP-1  a?  cos  a?  -j-  (p  —  1)  |  sinP-2  x  cos2  a?  tfa? 

=  —  sinp_1  a?  cos  a?  -J-  (»  —  1)1  sinp~2  a?  (1  —  sin2  a?)  <ia? 
=  —  sinP-1  a?  cos  a?  -f-  (  P  —  1)  (j/p-2  —  Vv)  ï 
d'où,  en  transposant  le  dernier  terme  : 

sin?-1  a?  cos  a?   ,    »  —  1 

yp  = K— V—-  (A) 

Si  p  est  positif,  cette  formule  ramène  yp  à  y,  ou  à  y0  suivant 
que  p  est  impair  ou  pair. 

II.  Sip  est  négatif,  l'intégrale  yp-2  est  pins  compliquée  que  yp; 
mais  on  pourrait  renverser  la  formule  (A)  en  considérant  yp_2 
comme  étant  l'intégrale  proposée,  et  en  appropriant  les  nota- 
tions. Nous  préférons  chercher  directement  la  nouvelle  formule. 


-  36  - 

Mettons  le  signe  de  p  en  évidence  : 

dx  1  dx 


y* 


fa 


sin?  x       J  sinp~2  x    sin2  x 
et  intégrons  par  parties  en  prenant 

u  =    .     _9 —  =  sin- p+2  x,      dv 


sinP-2  x  sin2  x  ' 

nous  aurons 

cot#         ,  _  f  cos  #  cot  a?    , 

Vu  = ; ^ (m  —  2)  .    — ; «07. 

La  dernière  intégrale  revient  à 


/ 


cos2  x    .  f  1  —  sin2  ^   . 

dx  =      0^n^    ^  =  yp  —  ^p-2  ; 


smp  o?  sin?  07 

par  conséquent 


COt;£ 

sin?-2  07 


■Vp  =  "  o7^T-V„  —  (*  —  2>  (yp  -  ^p-2)' 


d'où,  en  réunissant  les  deux  termes  en  yç, 

eos  rc  7) ^ 

y"  =  _  (p-l)sinP^  +  ;7^îy"-2'  (B) 

La  formule  (B)  ramène  yp  à  l'une  des  intégrales 


/dx  ,  Ç    dx 

.    ,     =  —  cot  07,      ?/,  =      - —  =  l  tg 
sin2  x  '      ,yi       J  sino?  & 


Remarque.    —    Le  changement  de  x  en  ~  —  a*   transforme 
I  cosp  xdx  en  —  (  sinp  xdx. 

31.  Si  p  est  entier  et  positif,  la  formule  (A)  donne 

ri  p 1    ri 

2 n sinP  x  dx  =  —  —   I  2,wsinP_2o:c?o7. 

J  P      J 

0  o 

En  remplaçant  /)  successivement  par  p  — <  2,  p  —  4,  ...,    on 
parvient  à  l'une  des  intégrales 


U^sinojcfo  =  1,     U71 


•i  ri  i 

dx  ==  -7t. 
0 
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Il  en  résulte 


l 

o 


-71   •    n       ,         (P—  l)(P-3)  ...4.2 

sinP  x  dx  =       ^^2)    ;;  5-3 ,  Si  /)  est  impair  ; 


"^71      •      n  j  (P—1)(P  —  S)...3.    1     ir         . 

p(p  —  2)  ...  4.2        2       '  L 

0 

La  dernière  intégrale  a  déjà  été  trouvée  ci-dessus  (4). 

32.  Intégration  de  sinP  x,  cos**  x  dx.  -  Nous  indiquons 
d'abord  quelques  cas  où  l'intégrale  se  décompose  facilement  en 
une  somme  d'intégrales  connues. 

I.  Lorsque  l'un  des  exposants  />,  q  est  impair  et  positif,  on 
trouve  une  somme  d'intégrales  de  la  forme 

Ç       m  .         sinm+la?        f  .         .  eosm+1  x 

smm  a?  cos  x  dx  =■  — : —  1         cosm  a;  sm  .ce  aa?  = 

J  /h  -f-  1         J  m   h  1 

Par  exemple  : 

f  sin4  a?  cos5  a?  t/o;  =-  J  sin4  x(l  —  sin2  a?)2  cos  a?  c?a? 

=  J*(sin4  x  —  2  sin6  x  -f-  sin8  07).  n?  sin  a? 

sin5  a?       2  sin7  x        sin9  a? 
=  _ 5  7        +_1)~; 

f  cos3  a?        r  1  — sin9'  #       7     r  / .   <•       .      v  * . 

— ~ — dx  =  - — ; —    -  cos  x  dx  —      (siii- °a?  —  suru'rtsin^ 

J   sin6  a?  !       sur  x  !  v  ; 

1     +     ' 


5  sin5  a;        3  sin3  x 

II.  Lorsque  l'un  des  exposants  est  pair  et  positif,  on   peut 
ramener  l'intégrale  à  celles  qu'on  a  vues  ci-dessus  (29).  Ainsi  : 

J  sin4  x  cos5  x  dx  =  )  (1  —  cos2  x)2  cos5  xdx 

—  J  cos5  x  dx  —  2  J  cos7  x  dx  -f-  (*  cos9  a?  dx  ; 

f-  fi  fi  - 

l  2  sin2  a?  cos6  x  dx  —  U71  cos6  x  dx  —    2r  cos8  x  dx 

0  00 

5.3.1  7c        7.5.3.1  7t        5 


6.4.22       8.6.4.22       256 


fcos4a?  f(l — sin2^    ,  /      dx  J.  /     .    „ 

-^^—  aa;  = — '-  dx  =      -r— 2     ffo?  -        sm2  a?^a? 

J  sm2  a;  J         snra;  J  sm2  a;  !  ! 


.    a?       sin  2a' 

=r  —  cot  x  —  2a;  4-  - 

1     •>  A 
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III.  On  peut  employer  la  substitution  tg  x  =  z  ou  cot  x  —  z 
pour  trouver 

Ç      sinP  x  Ç      cosq  a? 

)    cosp+2na?     ^'      J    sinq+2u  #     X* 

car  ces  intégrales  ont  la  forme 

fsinpa?  1  dx  fJ  „  „    x     ,   , 

7-    ,         —s—  =      tgP  a; .  (1  +  tg2  a?)11-1  d  tg  a?, 

!  cos''a?    cos'11  "2  x  cos2  a?       J    &        l    ^   b      ;  6     ' 

—     co^a^I  +  co^a^-^cota?; 


COSq  .'/J  1  dx 


J  sinq  a;    sin'11"^  sur  a? 
De  même,  lorsque  la  somme  p  -\-  q  est  paire, 


p+q_ 


f dx_  f         _J_  <**         f(l+tg2a?)   2 ,dt„x 

J  sin''  a;  eosq  x     J  smpa7eosq~2a?cos2a?     J  tgpa?  & 

33.  Cherchons  des  formules  de  réduction  pour  l'intégrale 
j/]V1  =  |  sinpa?  cosq  a?  dx. 

I.   Si  l'on  intègre  par  parties  en  prenant 

•ni            ;                                 /                      cos<rH  a? 
«  =  sinP"1  x,     av  =i  cosq  a;  sm  a;  «a-,     v  = —  > 

î  +  1 
on  trouve 

sinp— *  x  cosq+*  x   ,   p  —  lf.       „  .  0 

y v  r,  = : — =-     sinP--  x  cosq+~  x  dx 

<2  - 1-  L  q  -f-  1  J 

sinP-1  a?  COS1+1  x    ,    p  —  1 

°*  yp.q  =  -      -^qpx         +  ^j/p-w.  (C) 

En  prenant  m  =  cosq_1  v,  du  —.  sinp  #  cos  a;  ofac  on  obtient 
cosq_1  x  si'np+1  x       q  —  1 

La  formule  (C)  si  /j  >  0.  g  <  0,  et  la  formule  (C)  si  p  <  0,  <?  >  0 
réduisent  chacun  des  exposants  de  deux  unités.  Pour  plus  de 
clarté,  mettons  le  signe  de  l'exposant  négatif  en  évidence  : 


/ 


sinP  a?  .                sinP-1  x              p  —  1  f  smp_2  x  _  ,  , 

dx  =■  -. : =     dx;  (cl 

cos'1  a?  (y  —  1)  cos"!"""1  x       q  —  \  ]  cosq  _~  x 

f  cos 'a;                       cosq— 1  a?            7  —  1  fcosq~~2a?   ,  ,  . 

dx =  —     . * I  de.  (c) 

I  sin'1  x  [p  —  l)sinp_1a7      p  —  1  J  sinp-2  x 
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Comme  le  changement  de  x  en T  —  x  ramène  la  seconde  de 

ces  intégrales  à  la  première,  il  suffit  d'examiner  celle-ci.  En 
employant  plusieurs  fois  de  suite  la  formule  (c)  on  réduit  l'inté- 
grale proposée  à  l'une  des  suivantes  : 


C      dx 
1°  -        )  si  p  est  pair  et  <  q; 

J  cos^-p.v        L  x 

2°  J  sinP  (K\dx,  si  q  est  pair  et  <  p  ; 

0     C  sin  x  dx       .  .  .  ,    , 

S0  — -r= — '  si  p  est  impair  et  <  q  -f-  1  ; 

t     fsinP-^1  x  dx      .  , 

4°    I  -  ->  sio  est  impair  et  <  p  -4-  1 . 

J         cos  x  ■= 


Les  intégrales  1°,  2°  et  3°  ont  été  traitées  ci-dessus  (29,  30,  32). 

L'intégrale  4°  s'obtient  facilement  par  la  substitution  sin  x  =  z, 

Czv~C[Jf~1dz 
qui  la  ramène  à     — j  -    — £->  que  l'on  trouve  facilement;  on  peut 

aussi  réduire  l'exposant  de  sin  x  au  moyen  de  la  formule  (D) 
donnée  ci-après. 

II.  Si  p  et  q  sont  positifs,  on  transforme  les  égalités  (C)  et  (C) 
en  observant  que 

*/p-:\q  1 2  =J sinP-2  x  cosri  x{\  —  sin2  x)iœ  =  i/p  2,q  —  yP,q , 

yP+2,q-2  =  |  SÎD.p  a;  (l  — COS2  X)  COSq— 2  X  dx  =  yp,q-2  —  yp,q. 

Substituons  ces  valeurs  et  résolvons  les  équations  (C)  et  (C) 
par  rapport  à  yp,q;  nous  aurons 

sinP-1  x  cos'rH  x      p  —  1 

^P,q  = i H i ^p-2,q,  H>J 

sinP^1  x  cosq_1  x       q —  1  ,_.. 

L'égalité  (D)  ramène  yp,q  à  3*0,1  on  àyi>q  suivant  que  p  est  pair 
ou  impair;  l'intégrale  yo,q  a  été  traitée  ci-dessus   (30),  et  Ton  a 

cosfl+1  x 

III.  Si  les  deux  exposants  p  et  q  sont  négatifs,  on  renverse 
les  formules  (D)  ou  (D)  en  considérant  yv  _?>q  ou  yP,q-2  comme 
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étant  l'intégrale  donnée.  La  première,  si  l'on  met  les  signes  de 
p  et  de  q  en  évidence,  prend  la  forme 


/ 


dx  1  p  -\-  1  Ç  dx 


sinpa?cos(Ja?       (p  -f-  q)  sinp+1aj  cos^a?      p  -f-  <Z  J  sin^+^cosia? 

Résolvons-la  par  rapport  à  la  dernière    intégrale    et   chan- 
geons p  -\-2  en  p;  il  vient 

(E) 


J  sinpa7 cos^a;       ^ — 1  J  sinp"~2a?cosqa;      (;:> — l)siiip— 'a^cos^a? 

La  formule  (Df)  donne  de  même 

C  dx  =P  +  q-2C  dx 1 

J  sinpa^eqsq5c       tf  —  1  J  sinpa?cosq~2a;      (#  —  l)sinp_1a;  cosq—  *# 

En  appliquant  plusieurs  fois  les  formules  (E)  et  (E'),  on  peut 
réduire  les  exposants  de  manière  à  arriver  à  l'une  des  intégrales  : 

Ç  dx  Ç    1       dx  ,  Ç    dx 

\  ~^—  ~  ■=  I  ;  i-  =  fWi3;)  —s—  =  tg  a;, 

J   sm  a?  cos  a;        J  tg\r  cos2a?  J  cos~a"         ° 

f     rfa?  f    rfo?  ,  ,     x        Ç    dx  ,  J    Ar       a?\ 

.    -      =  —  cot  a?,  — =  /  tg  -  »  -  =  ^  te;    -  H —    • 

J  sm2a;  '     J  srna?  fe  2      J  cosa?  b^2T2; 

Remarque.  —  Les  formules  (c)  et  (c')  sont  en  défaut  lorsque, 
respectivement,  q  =  1  ou  />  —  1  ;  mais  on  peut  alors  réduire 
l'autre  exposant  au  moyen  des  formules  (Dj  ou  (D')  (où  l'on  rem- 
place q  par  —  1  ou  p  par  —  1). 

Les  formules  (D)  et  (D')  sont  en  défaut  lorsque  p  -f-  q  =  0;  ce 
cas  qui  a  été  traité  directement  (28),  peut  encore  être  résolu  par 
les  égalités  (c)  et  (c')  qui  prennent  maintenant  la  forme 

Ç            ,         tgP-la?        f  9     , 

tgp  xa.^  =  — j tgp— ^  ar&r, 

f      ,„      »  cot11"1  x        Ç      J    „ 

cotp  awa;  = cotp   -  a?aa\ 

J  ^  —  1  J 

Les  formules  (E)  et  (E')  étant  illusoires  lorsque  p  =  1  ou  q  =  1, 
on  fait  porter  la  réduction  sur  l'autre  exposant. 

34.  Théorème.  —  Tonte  différentielle  binôme  peut  se  rame- 
ner à  la  forme  sinp  x  cos'i  x  dx,  et  réciproquement. 

1°  Soit 
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a  et  b  étant  positifs.  La  substitution  bxm  =  az2  donne 

*=  —  (jj  »  *    »     (1  ±^-)q^; 

remplaçons  encore  2  respectivement  par  tg  £  ou  par  sin  f,  etc. 
2°  Réciproquement,  si  l'on  fait  sin  x  =  z,  on  obtient 

q-l 

sinP  x  cosq  xdx  =  #p(1  —  .s2)  2    ûfe. 

Cette  différentielle  binôme  est  toujours  intégrable  lorsque/)  et 
q  sont  entiers.  Car  les  deux  conditions  d'intégrabilité  sont  ici  : 

~—  =  entier,   ^ h  2-ZL-  =  entier; 

la  première  a  lieu  si  p  est  impair,  la  seconde  si  p  et  g  sont  de 
même  parité.  Le  cas  de  q  impair  donne  immédiatement  une 
différentielle  rationnelle. 

Exercices   et  notes. 

1.         sin3  xdx  =  —  cos  x  4-  0  cos3  x  =  —  7  C()S  ^  +  To  cos  ^' 
!  o  4  1^ 

/•  O  I 

2         cos7  a?cfa?  =  siu  x  —  sin3  x  -\-  -  sin5  x  —  -  sinT  x. 
J  o  7 

3.         sin6  xdx  =  —  cos  a?  f-  sin5  a?  4-  --  sin3  a?  +  —  sin  a?  j  + 

Ç    dx  sin  a?  3  sin  a?        3        /- 

J  cos5a?  ~    4  cos4  a?       8  cos4  a;       8      ë\4 

5.      j  sin3  a?  cos5  xdx  =  -  cos8  a;  —  -  cos6  a-. 


o 

—  X. 

16 


8  6 

-r-         —= —  =  -  t£4  x  -4-  tff2  a?  +  £  tg  a?. 
sma;eos0a?       4    b  fe  & 


•I 

Ç     sinP  a?      ,  tgp+i  x        Ç     cosp  a;      ,  cotgP+1  x 

J    cosp+2  x  p  +  1        J    smP+2  a?  />  -f-  1 

(  dx  1  4  1 

8.  -j-     -^-  =  —  4cota7  —  -cot3a?  +  6tga;4--tg3a?4--tg5,r. 

J  sm4a;cos6a7  3  .3  5 


f 


smd  a»  1         , 

dx  =  -  cos~  a?  —  /  cos  a:. 


cos  a?  2 

1    sin    a? 

10.    I   — -  dx  =  cos  x  4-  séc  .t. 

J   cos2  a? 
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il. 


12. 


13. 


dx 


\/  sin  x  cos3  x 
dx 


cos3  x  \/  sin  2x 

3 


=-2\/tga>. 

1  +  \  tg2  a?)\/2tg^. 


f  sin 


a7 


cos  a; 


dx  =  —  2  V  cos  x  II  —  -  cos2  x 


m     Ç  dx  l  ,    l  1  +       \ 

J    1  -f  cos2 a?       i/2  6  \i/  2   b    / 

!    a 


J    a  4- 6  cos  a;       y/a2_^ 


ce 


|arctg(atg-jou 


1  +  ^tg 


x 


l 


\jb*-a*    l_%tg» 


a2  désignant  la  valeur  absolue  de 


a  -\-  b 


Ç  sm  2x  1     r  a?  .a? 

!  cos  3x  2i/  3  L 


f  sin  3a?  1,1  +  f 

17.     \~   :     <-&J  =ô^r- 
!  sm  4a?  8  1  —  ^ 


sin  x  1     71  +  i/2  sin  a? 


sm  a1       4  1/  2  1  —  v2  sm  a; 


+  472^ 

1     ,tgU""2 


4aH4  +  'y+472/ 


*e  1  s  - 1 


18. 


r   •     o  /o    i     /i\-5    cosa?4-cos-- 

f  sm  3x  ^       (2  -h  i/2)2  ,  8 


cos  4a; 


dx  = 


S 


COS  X  —  COS-T 
o 


8 


COS  X  —  COS-- 
o 


fsin6  x  ,  1        .  ^    .  ~    .   «  ^.-x 

19. ^— «•»  =  o  (lo  sm  x  —  u  sm3  x  —  2  sin5  a-) 


20 


,'  cos*- a; 


Ç        dx 
J^+6tg 


8  cos  a; 
COS2  a 


15 

8 


x. 


X 


,    .     .      ,      ,    ,    a?  sm  2a       ,  a 

t  sm  {x  4   a)  -4 — ?  ou  a  =  arc  tg  . 


T,.    ..        !  s         .   COS  a  f  cos  (a?  +  a  —  a) 

L  intégrale  se  ramené  a  — - —       — -— 7—         — -dx.  —    On  peut  aussi 

o    J     sm  (x  4-  a) 

employer  la  substitution  tg- a*  =  z. 
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C  dx  1        Ç 

!  (a-  cos2  a;  -f-  6-  sin2  x)v       (ao)Zp_1J 

ou-  tg  a;  =  tg£.   Cette  formule  ramené  l'intégrale  a  une  somme  d'inté- 
a 

,        !  r  f  9m  J  O-     li  1  9  1    4"    COS   2-27 

grales  de  la  forme     cos-m  z  clz.  Si  1  on  remplace  cos^  x  par  > 

2 

1    - — ■  COS  2jt7  i  ^/a? 

sin2  o?  par  -  on  voit  comment  on  peut  trouver 


2  J  (w  -f-  71  cos  x) p 

22.   Trouver  une  formule  de  réduction  pour 

dx 


//. 


J(a 


4-  b  cos  a?)P 
Posons  a  -f-  6  cos  a?  =  xr  ;  alors 


t* 


sin  a?        cos  x  dx       (p —  1)6  sin2  x  dx 
~p-i  rï>— 1  ~p 


xr  —  a  fz — a\ 

Remplaçons  cos  x  par  — - — >  sin2  x  par  1  —  1      ,      )  et  intégrons  ;  il  vient 


b  sin  x  (2p  —  3)a  p  —  2 

^i)=    ~  77      TTTTâ     Â2>^d-i  ~r  r~     HT",     ïT.yp— i      77     TT772     âz\  ^p 


(J 


;-l) (a2— ô*j*p-i  +(/;— lj(a2— 62/p-1    "  (p— l)(a2— £2) 


•2' 


9q     Ç\L       sin2  a  .     /sina?\         .  .     t  . 

**■    i  \/  l  — — <&#  =  arc  sm  —  sin  a  arc  sin  (tg  a  tg  a?). 

J    V  COS2  X  \COS  a/  v  o         o     / 

T.         V  cos2  x  —  sin2  a               .,   .                    *  jz%  4-  sin2  a 
Posera =  #5      don     cos  07  —  \/ 

sin  x  V      zl  -\-  1 

24.    Si  Ton  fait 

À  =  a?  sin  x  -f-  cos  .t,     p.  =  sin  a7  —  x  cos  a1, 
démontrer  que 

x-  dx  X 


/a;2  cfa?       \k     Ç  x2  dx  X      f     a? 


a    J  (aX  -f  6{i)2  "         b{al  -4-  ty) 

Comme  dA  =  xcosxdx,  une  intégration  par  parties  donne 

x2  dx        f  cos  x    o?X  a7         .     f  1   _     a? 

A     cos  a? 


/x^dx        Ç  cos  a?    o?X  #  f  1 

À2       ~  )      x        X2  ~"        À  cos  a?       J  X 

r  dx  i 

la  dernière  intégrale  se  réduit  à  — .->  etc.  Même  procédé  par 

!  cos'-  a? 
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Si  l'on  fait  ak  -\-  b\x  =  t,  on  trouve  dt  =  x{a  cos  x  -f-  ^sin  a?)  efo?;  la 
troisième  des  intégrales  proposées  peut  donc  prendre  la  forme 

x  dt  x  Ç\  ,  x 


+  lk 


aco&x-^bsiwx     t-  ^(acosa?-j-^sino:)      Jt    acosa;  -f-  bsiwx 

Le  dernier  terme  est  égal  à 

dx  1 


Ç  dx  Ç 

)  {a  cos  x  -\-b  sin  xf      J 


J  (a  cos  x  -\-  b  sin  xf      J  cos2  a;(a  -f-  ^  tga?)2  6(«  -}-  &  tg  a?) 

25.   Trouver  l  tg(a?  —  «j)  tg(a?  —  a2)  ...  tg(a?  —  an)dx. 

Soit  tga;  =  £,  tg«i  ■=  3tj  ;  le  produit  tg(x  —  ax)  ...  tg[x  —  an)  devient 

(t  —  zj  (t  —  a2)  ...  (t  —  an)      . 


(1  +  VJ(I    +  «20  —  (1   +«n0 

donc,  d'après  la  théorie  des  fractions  rationnelles,  il  est  égal  à 

.        v     A,  v  Aj  cos  ax  cos(a? —  «!  -|-  a\) 

A  -j-  -■  —  =  A  +  2j  -  —        — - 

1  -f-  a\t  cos(a;  --  ax) 

Par  suite,  on  peut  poser 

tg{x-  ax) . . .  tg(x  —  an) =B  JrBl  tg(x  —  al)  -f . . .  +  Bn  tg(x  —  «„), 

où  B,  Bj,  ...,  Bn  désignent  des  nombres  indépendants  de  x.  Pour  obtenir 
Bi,  on  multiplie  cette  identité  par  cos(a?  —  a,)  et  on  fait  x  =  —  +  #i«  On 
trouve  B  en  faisant  tg  a?  =  y  —  1  et  en  observant  qu'alors 

tg(a?  —  «0  =  ^— y  =  \  —  1 

l-h\— 1  tgttj 

L'intégrale  cherchée  est 

Bx  —  SBi  J  cos(a;  —  «j). 
26.  Trouver 

sin  (.t  —  a,)  sin  (x  —  a2) . . .  sin  (x  —  an) 


J 


rfa?. 


sin  (a?  —  6,)  sin  (a?  —  £>2) . . .  sin  (a?  —  bn) 
La  fraction  à  intégrer  peut  se  mettre  sous  la  forme 
B  -f  Bi  cot(a?  —  by)  -f-  B2  cot(a?  —  ô2)  -f-  ...  -}-  Bn  cot(a?  —  6n). 
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Fonctions  exponentielles  ou  transcendantes  inverses. 

35.  Les  cas  d'intégration  sont  assez  rares.  Les  procédés  les 
plus  employés  sont  l'intégration  par  parties,  ou  un  changement 
de  variable  tel  que  Ix  =  z,  arc  sin  x  =  z,  etc.  Voici  quelques 
exemples. 

Soit  à  trouver 

y  =  J  x3  1(1  -\-  X2)dx. 

Pour  faire  disparaître  le  logarithme  sous  le  signe,  intégrons 
par  parties.  En  prenant  u  =  /(l  -\-  x2),  dv  =  x3  dx,  on  obtient 


x4  If    x*  dx 


=  Ç,(l+*S)_l  j  (x^-x^^-Y)dx 


t4  111 

=  °L  n  1  +  «•)  -  -  x*  +  ±  x--  -  -  l{&  +  1  ) . 

On  traite  de  la  même  manière 

l  F  (os)  arc  sin  x  dx,     J  F(x)  arc  tg  x  dx, 

lorsque  F(x)  désigne  une  fonction  rationnelle. 

Si  F{x)  est  une  fonction  entière,  on  trouve  en  intégrant  par 

parties  : 

C  eax  lf 

F(x)e™  dx=  —  F(x) .  F'(x)e^dx 


a 


Pdx  i    r 

F(x)  ——F\x)  +    2      F\x)e™  dx, 

Cl"  Cl    J 


et  ainsi  de  suite  jusqu'à  ce  que  l'on  arrive  à  J  ea*  dx. 

La  substitution  eax  =  z  ramène  J  F(eax)  dx  à  l'intégrale  d'une 
fonction  rationnelle. 

36.  Intégration  de  (arc  sin  x)v  dx  et  de  v?  cos  x  dx.  —  La 
première  différentielle  se  ramène  à  la  seconde  au  moyen  de  la 
substitution  arc  sin  x  =  z,  ou  x  =  sin  z. 

Si  p  est  entier  positif,  on  trouve  en  intégrant  par  parties  : 

J  x?  cos  x  dx  =  x?  sin  x  —  p  J  x?~l  sin  x  dx 

=  x?  sin  x  -f  px?-1  cos  x  — p(p  —  1)  J  œp~~2  cos  x  dx  ; 
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et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ee  que  Ton  arrive  à  |  cos  x  dx  ou  à 
)  s  in  .v  dx . 

Si  p  est  entier  négatif,    on  intègre  par   parties   en  prenant 
dv  =  s;p  dix  ;  le  signe  de  p  étant  mis  en  évidence,  on  a 

Ç  cos  x  dx  cos  x  1       Ç  siu  x  dx 

I         x?  "  O  —  l)^P~l  "    p  —  rj       a;^1 

En  continuant  ainsi,  on  parvient  à  l'une  des  intégrales 

Ç  cos  x    .  Ç  sin  x    . 

I  —       -  dx.       I  —   —  dx, 

J        x  J       x 

qu'on  ne  peut  obtenir  qu'en  remplaçant  cos  x  et  sin  x  par  leurs 
développements  en  série. 
Les  intégrales  définies 

|"°°  cos  x  |*x  sin  x 

J  #  J         a? 

x.  0 

sont  des  fonctions  de  la  limite  x  ;  elles  ont  été  appelées  cosinus 
intégral  de  x,  sinus  intégral  de  a*  et  sont  désignées  par  Ci(x), 
Sz(.v).  On  a  construit  des  tables  donnant  leurs  valeurs  pour  des 
valeurs  de  x  suffisamment  rapprochées. 

37.   Intégration  de  xp(lx)ndx.    —    Intégrons   par   parties    en 
prenant  u  =  (lx)n,  dv  =  x*dx  ;  il  vient 

Ç                           x^1  n       Ç 

xv(lx)ndx  =-  —-—  (lx)n xi      xv(lx)n-]dx.  (1) 

Si  n  est  entier  et  positif,  cette  formule  donne 

xv(lx)ndx 


s 


#p+i  r               n     „  .     .  ,  n[n — 1),  .     „       ,  .     ,.   m(m — 1)..  .2.1 
= (£rn t-tW^H-/-  ■   ,  p^n~2...+(— l)n~ ~. — 

p+iL        p+i  (p-f-ir  (»  +  l)n 

Si  72  est  entier  et  négatif,  renversons  la  formule  (1),  c'est-à- 
dire  considérons  le  dernier  terme  comme  étant  l'intégrale  pro- 
posée; en  écrivant  —  n  pour  n,  puis  n  pour  n  -\-  \,  nous  aurons 

Ç    oc?  #P+l  p  +  l  Ç     x? 
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Cette    relation    permet   de   ramener   l'intégrale    proposée   à 

(lX. 
IX 

Les  substitutions  .y''  I  l  --  =  z,  Iz  -  --  u  donnent 

ldu 


J  Ix  )  Iz        J      u 


Les  deux  dernières  intégrales  ne  peuvent  s'exprimer  parles  fonc- 
tions élémentaires.  On  développe  la  troisième  en  série  en  rempla- 

u        u2 
çant  eu  par  1  +  ---f-  y- v  -f-  ...   et   en  intégrant  ensuite  chaque 

terme. 

On  appelle  logixviihme  intégral  de  z  et  on  désigne  par  li(z) 

('■  dz 
l'intégrale  définie      j—  •  Des  tables  en  donnent  les  valeurs  pour 

u 

des  valeurs  de  z  se  succédant  par  intervalles  assez  petits. 
38.  n  étant  entier  et  positif,  cherchons  les  intégrales 

An  =  J  x"e*  sin  x  dxy     Bn  =  J  xnex  cos  x  dx. 

Intégrons  par  parties  en  posant  du  =  exdx  ;  nous  aurons 

An  =  xnex  sin  x  —  |  é^(nxn~1  sin  x  -\-  xn  cos  x)dx 

«=  xnex  sin  x  —  «An_i  —  Bn, 
Bn  =  xneK  cos  x  —  J  ë*(nocn~l  cos  x  —  xn  sin  x)dx 
=  xnex  cos  x  —  wBn_i  -f-  An  ; 
ou  bien  An  -f-  Bn  =  x"e*  sin  x  —  »An_i, 

—  An  +  Bn  =  xnex  cos  x  —  «Bn_i, 

Résolvons  ces  égalités  par  rapport  à  An  et  Bn  ;  il  vient 

An  =g  x»e*  (sin  a?  —  cos  x)  —  -  (An-i  —  Bn-i), 

n 
Bn  =g  #n<?x  (sin  x  +  cos  a?)  —  -  (An_i  -f  Bn-i). 

Si  l'on  applique  plusieurs  fois  de  suite  ces  formules,  on  par- 
vient aux  intégrales  déjà  traitées  ci-dessus 

A0  =  f  <?x  sin  x  dx  —  ex  sin  a?  —  B0, 

B0  •■=  J  cx  cos  xdx  =  e*  cos  a?  -J-  A0, 
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c'est-à-dire  à 


A0  =  -  cx(sin  x  —  cos  x),      B0  =  -  ex(sin  x  -f-  cos  ce). 

39.  Introduction  des  exponentielles  imaginaires.  —  On  a 
vu  que 

e"[  =  cos  x  -f-  i  sin  x,     e_xi  =  cos  a?  —  i  sin  .r, 


cos  x 


exi  _j_.  e-  xi 


-xi 


»    sin  ^ 


2  2i 

Ces  formules  sont  utilement  employées  dans  l'intégration  de 
certaines  différentielles  trigonométriques.  Ainsi,  s'il  s'agit  des 
intégrales  An,  Bn  que  nous  venons  de  traiter,  on  écrit 

Bn  +  An*  =  f  xne*  (cos  x  -\-  i  sin  œ)dx 

=  \  xncx^+[)dx  ; 

une  intégration  par  parties  donne 

ajngx(i+i)  n 


Bn  +  Ani 

en  observant  que 


1  +  i      "  ■  1  + 


-.JV 


-lgX(l+i)  <■/#  ; 


7t 


1  -  -  i  =  =  1/2  (  cos  -  +  /  sin 


on  peut  mettre  le  résultat  précédent  sous  la  forme 


Bn  +  An/  =  ^x"ex 


x  —  -  ]  -|-  i  sin  f  us 


72  V  C°S  4  ~"  '  Shl  4  '  ^Bn_1  "  '  An~l/^ 


Cette  relation  ramène  Bn  4-  Anz  à 


^ 


B0  -h  A0t  = 


1  +  *     "  i/2  _ 


cos  (  x  —  -  J  -j-  i  sin  (x  — 


Ayant  la  valeur  de  Bn  4-  Anz,  on  sépare  facilement  la  partie 
réelle  et  la  partie  imaginaire,  et  l'on  trouve  ainsi  Bn  et  An. 

Les  calculs  sont  très  simples,  si  l'on  intègre  entre  — oo  etO; 
comme  xne*  s'annnle  aux  deux  limites,  on  trouve 


Bn  4-  An*  =  —   ^2(C°S  ï  ~~  i  sill4j(Bn-l  +  An_iO- 
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Ensuite 

Bn-i  +  An_it  =  —  '-^    fcos^  —  iBin^J(Bn_j   |   An  Bj). 

B0  +  A0t--p^^cbs5-tsin^J. 

Si  l'on  multiplie  ces  égalités  membre  à  membre,  il  vient 

B„  +  Ani  =  (-l)n^%^^(cos^-ÎShig"+l 

2  *  V 

.      _._1.2.3...n/        (n+  l)it        .    .     (n  +  1)t:\ 
=  1-1)" ^—fcos^  -^-     .-isin-  -j-^-J. 

2  2 
On  en  conclut 

B„=(-1)"1-2t;-"eoS(''V)-'A^(-1)'.+.^;-sin^. 
2  2  2  * 

Fonctions   hyperboliques. 

40.  L'introduction  des  fonctions  hyperboliques  fait  ressortir 
certaines  analogies  que  les  notations  ordinaires  laissent  ina- 
perçues. 

Les  fonctions  hyperboliques  directes  sont  définies  par  (T,  396) 

£?x   -1—  C~ X  Cx  é?"x  C'x   —  (?~~X 

Cli  a?  =         ~         >     Sh  x  =  -  y     Th  a?  =    — — -     -  > 

2  2  cx  -f  e~x 

ou  par 

™  /    -\      ci  sin(arc)       rri  tg(x/) 

Ch  a?  =  cos [xn.     Sh  a?  =  ■ — ^ — -'     Th.v  =  -^ — ';  (l) 

'    '  i  i 

les  fonctions  inverses  ont  pour  valeurs  (I,  398) 

Arg  Ch  x  =  Kp  +  V*8"—  1),  Arg  Sh  a?  =  l{œ  +  VTT^2,     j 

ArgTh«r«l*L±|.  '      (2) 

Neuberg.  —  An.  Inf.,  II. 
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Si  l'on  désigne  par  u  les  deux  membres  de  l'une  des  éga- 
lités (1),  on  peut  écrire 

~.  arc  eos  u        .       ^,  arcsin(uz) 

Arg  (li  u  =       —- >     Arg  S  h  u  =  -  (3) 

arc  tg  (ni) 
Arg  Th  u  = ?- — '-  • 


Cela  posé,  rappelons  que 

Ç       dx  .  |        Ç       dx  r  ..         4  /-—    — -.       \ 

— r=         -  =  arc  sm  a?,  — ;=         =  l(x  +  V  1  -f  ;r2), 

J  Vi  —  *2.  I    -  Vn-^2  J 

j  :  =  arc  cos  x%    (4)     — j=         -  =  /(a?  -f-  \/^2  —  1),     \(5) 

J       y  1  _^2  v     J  \/^2  — 1  N 

Ç     dx  Ç     dx  \  A  A-  x 

|  — -        -  =  arc  te  a?  ;  —     — ;  =  -  Z , 

I  1  -h  X2  °  J   1  —  «2       2   1  —  a? 

Les  égalités  (5),  à  cause  des  relations  (2),  reviennent  à 

JvTT^  ~" Arg  Sh  *'  J  vfc  =  Arg  Ch  "'  ! 


(0) 


ce  qui  établit  une  analogie  entre  les  groupes  (4)  et  (5).  D'autre 
part,  la  seconde  des  formules  (4),  si  l'on  remplace  \/I  —  a:2  par 
i  \.v2  —  1 ,  donne 


Ç        dx 

J  "yâP  — 


.-=?!!, 


des  autres  formules  (4),  ou  tire,  en  changeant  a*  en  xi  : 
dx         _  arc  s  in  (xi)        Ç     dx  arc  tg  (xi) 

q_^2  ~  i  J  i_.T2  t  ^ 


/vr 


Au   mo3ren  des   égalités  (3),   on  passe  de  ces  résultats  aux 
relations  (6). 
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Exercices  "et  notes. 


l.        —        -    -  arc  tg  e 

J  eK  -f-  e 


xdx  1 


<■  J. 

3"  J  (1  +  *W+*t)  =  2  ^(l  +  **' 

/a  4-  &ex  4-  ce~x  ,         ax   ,       „       a  —  ôm  4-  c»?2  7. 
?n  4-  e  m  m 

G.     j g?jj  =  lx{llx 1). 

8.  f  arc  séc  x  dx  =  x  arc  séc  a;  —  Z(a*  -{-  y  a?2  —  l). 

9.  I  a?m  arc  tg  xdx  =        .  -    -  arc  tg  a?  —     / — —r — -- — -  dx. 

Si  m  est  entier  et  positif,  on  effectue  la  division  de  a;m+1  par  x-  -\-  1  ; 
si  m  est  entier  et  négatif,  on  pose  x  =  -■>  etc. 


z 
10. 


f  j(ya>  _  a  4-  V*  -  *)  d*  =  (*  -  a^)  '(V«  —  »  +  V*  —  è) 

—  gV(^-  a)(x—b). 

11.  Soit  2/p  =  I  e?x  sinpa?  c/a\  Démontrer  que 

(p2  4-  l)yp  =  ex  sinP-1  x  (sin  a?  — p  cos  a?)  4-  (p2  —  p)t/v-2- 
f  a^a;  rfa?  i— - — -       1 7V 1  4-  #2  —  1 

12.  | =  =   (lX  1  )V/1    4-  X2    —  -lJLf==r-      — • 

J  Vu-*8  2  Vi+^'2  +  i 

13.  Trouver     ^—  «fc». 

J  cos2na? 

Poser  tg  x  =  #,  ce  qui  donne  J  ez(l  -j-  2»2)n—1dk. 

14.  J  Th  xdx^l  Cli  a?,     J  Cotli  a?  =  l  Sh  a?, 

15-  f&  = ' Th  1  -  «Sri '  JeS=  — * tg(sh x) ~2are  **'■ 
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C  oc 

16     |  Th-  x  dœ  =  .r  —  ïli  «•,      j  Ch8  x  dx  -    -  + 

17'    I  „•-  âîïTP  Sh8  x  =  ab  arC  *  («  Tb  ^ ' 


x   .    Sh  2.r 
•1 


a~  Cli2  a-  +  62  Sh2  «        «6 

cfcc  1     .        r„,    (b 


Arg  Th   -  Th  a? 


1S. 


a2  Ch2  x  —  b2  Sh2  x       ab       &         \« 

f  Ch  x  A-  cos  a  cos  a  —  cos  S  cx  -f  cos  [3 

I.  —=dx^as  —  2        —.     Q-       arctg         .     = 

!  Ch  a?  -f  cos  £  sin  [3  sin  p 

a?  —  Sh3a:   ,4  e2x        1 


f  Ch3  <■, 
L'    I  Ch»  a?  +  Sh»  a?  3^3  ë  ^3       G 


CHAPITRE  III. 

DES  INTÉGRALES  DEFINIES. 


41.  L'intégrale  générale  d'une  différentielle  donnée  comporte 
une  constante.  Si  l'on  sous-entend  la  constante,  il  peut  arriver 
cjuc  l'intégrale  d'une  même  expression,  obtenue  par  divers 
procédés,  se  présente  sous  des  formes  différentes. 

Ainsi,  l'intégrale  de  sin  .y  cos  x  dx  peut  prendre  les  formes  : 


COS2^ 

» 


(  i    •  sin2 a;  Ç 

sm.T«sina?  =  — - — »    —      cos  x  a  cos  x  = 

sin  2x .  2dx  = cos  2x  ; 

4  J  4 

mais  les  différents  résultats  ne  diffèrent  que  par  une  constante, 
car 

sin2  x        1  —  cos2  x        1  —  cos  2x 

De  même,  a  étant  une  constante  arbitraire, 


i 


^  =  arc  tg  a?  4-  C 

1  +  #~ 

a?   I    ce 
=  (arc  tg  a?  +  arc  t<2:  a)  4-  C,  =  arc  tg  — -       -  +  C,, 

1  —  ax 
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On  a 

[    —     =  Uce  —  a)  +  C, 

J  a?  —  a 

{    dx  -  =  fzL^  =  z(a-a?)4-C1. 
J  a?  —  rt       J  a  —  x        v 

La  première  formule  suppose  x  >  a,  la  féconde  x  <  a.  Cepen- 
dant, si  l'on  admet  les  logarithmes  des  nombres  négatifs,  on 
peut  écrire 

l(x  —  a)  =  l\{-  \){a  —  x)]  =  /(-l)  +  É(a  —  a?) ; 

alors  l{x  —  a)  et  /(a  —  5c)  ne  diffèrent  que  par  une  constante. 

42.  F(a*)  ayant  pour  dérivée  f(x),  on  a  généralement,  sauf 
certaines  restrictions  relatives  à  la  continuité  de  f{x), 

\hJ[x)dx  =  F(b)  —  F{a). 

Sous  le  signe  d'intégrale  définie,  on  peut  écrire  telle  variable 
qu'on  veut,  pourvu  que  les  limites  restent  les  mêmes.  Ainsi 

j  hJ(x)dx  =  j  bJ\y)dy  =  J  hJ\*Yh- 

Si  on  renverse  les  limites,  V intégrale  définie  change  de  signe  : 

|   f(x)dx  =  —  j   f[pc)dx. 

43.  L'intégrale  définie  admet  une  seconde  définition  (I,  205), 
qui  est  importante  pour  les  applications,  et  doit  prévaloir  sur 
la  première  dans  les  cas  critiques,  à  savoir  : 

L'intégrale  définie  |  bf(x)dx  est  la  limite  de  la  somme  des 
valeurs  que  prend  la  'différentielle  f(x)dx  lorsque  x  passe  de  a 
à  b  par  un  nombre  indéfiniment  croissant  de  valeurs  inter- 
médiaires. 

Cet  énoncé  suppose  qu'on  insère  entre  a  et  b  des  moyens 
tv„  x>,  ...,  xn-\  d'après  une  loi  quelconque,  permettant  de  rendre 
les  différences  x]  —  a,  x2  —  xu  ...,  b  —  arn-i  aussi  petites  qu'on 
veut;  la  somme  considérée  est 

(œl  —  a)f(a)  +  (.v8  —  a^A^i)  +  •••  +  ^ô  —  «n-OA^n-Oi        (1) 

et  ses  termes  sont  regardés  comme  les  valeurs  successives  de 
f,x)dx.  On  dit  que  chacun  de  ces  termes  est  un  élément  de  l'in- 
tégrale définie. 
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Représentons  la  somme  (1)  par  S  f(x)&x;  alors 

lim  S  f(x)lx  =  |  f(x)dx, 

ou,  si  F  (a*)  désigne  une  fonction  ayant  pour  dérivée  f(x)  : 

lim  l?f(x)àx  =  F(b)  —  F  (a).  (2) 

L'égalité  (2j  est  pour  ainsi  dire  évidente.  En  effet,  l'accroisse- 
ment total  de  F(a)  dans  l'intervalle  (a,  b)  a  pour  expression 
F{b)  —  F(a);  il  est  égal  à  la  somme  des  accroissements  partiels 
qu'éprouve  F(a)  lorsque  x  passe  successivement  par  les  valeurs 
a,  t\',,  a2,  ...,  An_i,  c'est-à-dire  égal  à 

[PW  -  F(a)]  +  [F(.r2)  -  Ffo)]  +  .-  -h  fF(6)  -  F(flfel-i)].      (3) 

Mais  les  termes  de  la  somme  (3)  ont  pour  partie  principale 
les  termes  correspondants  de  la  somme  (1);  car 

limF(a?p+l)~F(arp)=F,(^p),  d'où  F(^p+.)-F(^)=(^p+1-.V|/(.r^+£p], 

£p  étant  infiniment  petit  avec  la  différence  xp+\  —  xp. 

44.  Partage  d'une  intégrale.  —  Soit  c  un  nombre  quelconque 
de  l'intervalle  (a,  b)  ;  on  peut  écrire 

ïhJ{x)\x  =  Ic/(^)Ar  4-  tf/ï*)*». 

d'où,  en  passant  à  la  limite, 

\hJix)dx  =  J  °/W^  +  J  \f[oo)dx. 

Cette  égalité  subsiste  encore  lorsque  c  est  extérieur  à  l'inter- 
valle (a,  6).  Soit,  pour  fixer  les  idées,  a  <  6  <  c  ;  on  a 

et  par  suite 

/•b  fc  fc  fc  /*b 

-      -      -      +     • 

J  a  .a  ,'  b  .•  a  ,'  c 

Plus  généralement,  si  c,  o\  ...  k,  l  désignent  des  nombres 
quelconques, 

r-r+r+~+f +j?. 

J  a         J  a  /  c  ,/k  J  l 

pourvu  que  la  fonction  intégrée  soit  continue  daus  les   inter- 
valles d'intégration. 
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45.  Remarque.  —   Pour  simplifier  on  l'ait  souvent  croître  la 
variable  par  intervalles  égaux;  autrement  dit,  les  nombres 

Cl,       X^y       X2,        ...,        3?n__i,       O 

forment  une  progression  arithmétique  de  raison  A.v.   Dans  ce 
cas, 

\lf(x)dx  ==  lim  \f{a)  +  ffa)  4 ■  ...  +  /*(*n-i)  +  f[b)]àx.  (*) 

De  cette  égalité  on  peut  déduire  des  conséquences  intéres- 
santes. 

1°  Si  f(x)  est  une  fonction  paire,  on  a 


/•-Ha  /*a 

f(x)dx  =  2       f(x)dx  ; 
J  -a  J  0 


car  les  éléments  de  l'intégrale  sont,  deux  à  deux,  égaux. 
2°  Si  f(x)  est  une  fonction  impaire,  on  a 

f+a 

f(x)dx  —  0. 
■/  -a 

3°  Soit  /*(#)  une  fonction  admettant  une  période  o>,  de  sorte  que 

f{x)  =  /"(a?  -f  w)  =  /"(a?  +  2w)  .... 

Soient  À*  et  /  (A*  <  /)  deux  nombres  entiers  quelconques,  a  et  {3 
deux  nombres  compris  entre  0  etto;  on  voit  immédiatement  que 

fo)  r2o)  /*(k+l)to         Atofa  ç<x 

Jo  Jw  J  kco  J  k(o  J  0  ' 

J  kw-Hx        J  a        .'  k(o  +  a  J  0  J  a 

46.  Soit  f(x)  une  fonction  imaginaire  et  réductible  à  la  forme 
f\(x)  -\-  if2(x),  où  les  fonctions  fY(x)  etf/x)  sont  réelles  entre  les 
limites  d'intégration;  nous  posons,  par  définition, 

f{x)dx  =  I    f1[x)dx  -f-  i      fjx)dx. 

J  a  J  a  J  a 

Si  l'on  connaît  une  fonction 

<?(#)  =  ©!  (a;)  +  i<p2(<r), 


::'i  Nous  ajoutons  nu  élément  infiniment  petit  f(b) Aac,  qui  n'a  pas  d'in- 
fluence sur  la  limite  (le  la  somme. 
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ayant  pour  dérivée  fx),  de  porte  que  f\[x)  =  ^\(x),  f-2  x) 
on  peut  écrire,  comme  pour  les  fonctions  réelles, 


=      'r'j 


,'iY 


[*ftx]dx  =  ?(*)  -  »(a). 


Cas  des  limites  infinies. 

47.  La  définition  de  l'intégrale  définie  comme  limite  de  somme 
suppose  que  les  limites  d'intégration  soient  des  nombres  finis 
et  que  la  fonction  à  intégrer  reste  finie  et  continue  entre  ces 
limites.  Un  complément  de  définition  est  donc  nécessaire  lorsque 
l'une  de  ces  conditions  fait  défaut. 

Si  la  fonction  f  x)  reste  finie  et  continue  entre  les  limites 
d'intégration,  on  a,  par  définition  (I,  206) 

"OO  "^ 

j       f(x)dx  =  Fioo)  -  Fia),      1         f(œ)dx  =  F[b)  —  F(  -  oo) , 
J 0  J  — oo 

Hoo 

f(x)dx  =  F(-f  oo)  —  F(  -  oo). 
J  -oo 

Lorsque  l'intégrale  générale  n'est  pas  connue,  il  est  quelque- 
fois difficile  de  voir  si  l'intégrale  définie  a  une  valeur  finie  et 
déterminée. 

48.  Exemples. 

-oo 
1°  e*dx  =  e°°  —  ea,  l'intégrale  est  infinie. 


•b 


c*dx  =  eb  -    c-°° 


e\ 


oo 

-oo 


2°  cos  a*  dx  =  sin  oo  —  sin  0;  l'intégrale  est  indéterminée. 

J  o 

^oo 
3°  sin  (x')dx.  Bien  que  nous  ne  connaissions  pas  l'inté- 

J  o 

grale  générale,  nous  pouvons  démontrer  que  l'intégrale  définie 
a  une  valeur  finie  et  déterminée.  En  effet,  l'équation  y  =  sin(.v2) 
représente  une  courbe  (fig.  i)  composée  d'une  infinité  d'arcades 
OAB,  BCD,  DEF,  ...  qui  ont  même  hauteur  et  dont  les  bases 
OB,  BD,  DF,  ...  vont  en  diminuant,  car 

OB  =  \-,     OD       \^-,     OF    -  \8-,     ... 
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Si  on  partage  l'intégrale  ainsi  : 

les  différents  termes  représentent  les  aires  des  arcades  succes- 
sives;  comme  ils  sont  alternativement  positifs  et  négatifs  et 

Fi  g.  i. 

À  1?. 


Y 


décroissent  indéfiniment  en  tendant  vers  zéro,  l'intégrale  pro- 
posée peut  être  assimilée  à  une  série  convergente  (J,  13). 


r^*~J       sin^  \ 
4°  tt^—        1 0  — r  dx.  Cette  intégrale  a  une  valeur  finie 

J  o    1(2  -\-  cos2  x) 


,  mais 


s  i  n  ^  .x 
indéterminée   Car  la  courbe  y  =  f/^— '       — ; — rse  compose  d'une 

/(2  -f  cos2  x) 

infinité  d'arcades  égales  entre  elles  et  situées  alternativement 

au-dessus  et  au-dessous  de  l'axe  des  x.   La  somme  de   deux 

arcades  consécutives  étant  nulle,  on  a 


Jo  Jo 


Si  le  nombre  n  croît  indéfiniment,  la  valeur  de  la  dernière 
intégrale  dépend  uniquement  de  a;  donc  l'intégrale  prise  entre 
les  limites  0  et  oo  est  indéterminée. 


o° 


/•+OO 

1 


oo 


2x 

+  a:2 

il  en  résulte 


dx.  On  a 


dx  = 

/■f-OO 

-  -oo 


1(1  -fa?2) 


dx  =  lim  / 

l  -f  #~  ^ 


62      +  62~ 
r    a2 


//- 


\  . 
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Comme  l'intégrale  proposée  dépend  de  la  limite  vers  laquelle 
tend  j  lorsque  a  et  b  croissent  indéfiniment,  elle  est  indéterminée. 


Intégrale  d'une  différentielle  discontinue. 

49.  La  notion  de  l'intégrale  définie  subsiste  encore  lorsque  la 
fonction  à  intégrer  présente  des  discontinuités  finies  en  nombre 
fini.  Considérons  en  effet  {fi g.  2)  les  segments  contigus 


AA'C'C 
C'C^DD' 

P'D^B' 


J  OA' 
/*OD' 

j       f.z{'Jc)dx, 


J  oc 

OB' 


/OB' 
OD' 


/^XjClOC, 


formés  par  trois  courbes  différentes  dont  les  ordonnées  sont 
fi(x)*  ft(x)t  A(A')«  L'aire  formée  par  leur  réunion  est  la  limite  de 


Fi  g-.  2. 


Y 

A 

C 

\^r 

D 

1 

0 

A 

1     C 

3 

y< 

.15' 

X 

la  somme  des  quantités  f(x)dx,  lorsqu'on  suppose  f(x)  égnle  à 
fi(x)  depuis  x  =  OA'  jusqu'à  a*  =  OC,  égale  à  fjx)  dans  l'inter- 
valle (OC,  ODr),  égale  à  f.2(x)  dans  l'intervalle  (OD',  OB');  on 

/-OB' 

peut  la  représenter  par         f(x)dx. 

J  OA' 

Ces  considérations  s'appliquent  aussi  au  cas  où  une  seule  et 
même  fonction  analytique  présente  des  discontinuités  finies. 

50.  Examinons  maintenant  les  cas  où  la  fonction  intégrée 
devient  infinie.  Nous  désignerons  par  a  et  b  (a  <  b)  des  nombres 
finis,  par  s,  £,,  ...  des  nombres  positifs  aussi  petits  qu'un  veut. 
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1°  Si  la  fonction  f[x)  est  continue  entre  a  et  b  —  s,  mais  devient 
infinie  pour  x  =  b,  on  pose  comme  définition 

Ç  f(x)dx  =  lim  C~Zf(x)dx  =  lim  [F(ô  —  s)  -  F(a)\  =  F(b)  —  F  (a) , 

J  a  J  a 

F{b)  désignant  la  limite  de  F{b  —  s). 
D'après  cela 


r1     dx 

J  o.vT^ 


=  arc  sin  1  —  arc  sin  0 


,v 


En  suivant  par  voie  de  continuité  la  variation  de  arc  sin  x 
quand  x  varie  de  0  à  1  on  voit  qu'en  prenant  arc  sin  x  =  0  on 

doit  poser  (53)  arc  sin  1  =  ~  « 

2°  Si  f(x)  est  continue  entre  a  -f-  s  et  b,  mais  infinie  par  x  =  a, 
on  pose 

Ç  f{x)dx  =  lim  I        f{x)dx  =  lim  [FKb)  —  F  (a  +  sY|  =  F(6)  —  F(a). 
J  a  J  a+e 


Par  exemple 

*b  c&c 


=  lim 


1 

x 


=  lim 


=  oo. 


3°  Si  /(se)  est  infinie  pour  une  valeur  #  —  c  comprise  entre  a 
et  b,  on  pose 

/* b  r  Ça— z  /•b 

f{x)dx  =  lim  f{x)dx  4-  I        f[x)d, 

J  a  |_J  a  ,/  c-j-g. 

4°  On  voit  facilement  comment  il  faut  procéder  lorsque  plu- 
sieurs des  singularités  précédentes  se  présentent  à  la  fois. 

Par  exemple,  si  la  fonction  f[x)  est  infinie  pour  les  valeurs 
a,  c,  d,  b  de  x(a  <  c  <  d  <  6),  on  pose 

("V(^)^=Hmrr"£i+  rd"£3+  r 

J  a  U  a+s        J  c+s2       J  d+e4. 

Exemples.   —    1°  Considérons  — -•    La  règle  ordinaire 

.  —  i  x 
donnerait 


/ 


+1  dx 


x- 


1 

X 


+1 


=  9 


résultat  absurde  puisque  la  différentielle  est  toujours  positive. 
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La  fonction  intégrée  étant  infinie  pour  la  valeur  x  =  0  com- 
prise entre  les  limites  d'intégration,  on  doit  poser 


T+1  dx  f~ £  dx   ,     fl   dx 

J  -i    OC1  \_)  _l    X2  J  Ej    X~_ 


£  £, 


2  =  oo. 


2°  Si  c  est  un  nombre  compris  entre  a  et  b,  on  pose 

'b    dx       ..    rrc_£  —  rf.'c      rb      ofo? 


J  a 


rre— +r 

U  a       C  —  X         J  c+£l 


07  —  C 


lim    /(c  —  a?)  -f-    l{x  —  c) 


-si  » 


lim      l-    +1 


c  —  a 


L'intégrale  considérée  est  donc  indéterminée,  car  le  rapport 

peut  avoir  une  limite  quelconque. 

3°  Lorsque  a  et  b  sont  de  même  signe, 


J 


b  dx 

a  V X 


3    |^b 
-  x6 
2 


=  i  ^    -  a' 


Ce  résultat  subsiste  encore  lorsque  a  et  b  sont  de  signes  con- 
traires, bien  que  la  fonction  intégrée  soit  infinie  pour  la  valeur 
x  =  0,  comprise  entre  les  limites  d'intégration.  En  effet,  on  a 
maintenant 


r«iimiY  £+n 

.'a  L;  a  J  £iJ 


lim 


2~ 

-  i 


(— £){  —  a3  -f-ft8  -  £^  i 


«■•- 


Calcul  des  intégrales  définies. 


51.  Les  règles  relatives  à  l'intégration  par  décomposition  ou 
par  parties  s'appliquent  aux  intégrales  définies;  c'est-à-dire 

fh  Cb  fb  fb 

(ii  -\-  v  —  w)dx  =      udx  -f-       vdcc  —       wdx, 

J  a  J  a  J  a  J  a 


C 


^cft;  = 


nv 


-r 


uofo. 


-  (il  - 

La  dernière  formule  apporte  souvent  de  grandes  simplifica- 
tions. C'est  ainsi  que  nous  avons  trouvé  (31)  : 

71  77 

JI                        çt                       2.4  ...  (p 1) 
&h\Vxdx  =       cosVœdœ= —^l  »  si  p  est  impair  : 

o  Jo  S.D...p 

77  77 

Cl  Ç*  ,         3.5...  (»  —  1)  «      . 

I     sinp#aa?  =  I    cospa7a!a?  = — =—  ~ —  -»  si  »  est  pair. 

!o  Ju  2.4.G...p       2  ■        L 


J  o 
52.    Intégration    par    substitution.    —    Si   l'on    transforme 

b 

f(x)dx  par  la  substitution  x  =  ©  (f),  les  nouvelles  limites  sont 


/ 

les  valeurs  c  et  d  de  £  qui  correspondent  a  x  —  a,  x  =  b  ;  donc 

(V(^)^  =  j   l[v{t)]*'{t)dt. 

J  a  J  c 

Cette  règle  que  nous  avons  déjà  appliquée  (4),  exige  quelques 
précautions  lorsque  la  fonction  <©(/)  n'est  pas  uniforme  ou  que 
sa  valeur  n'est  pas  déterminée  dans  tout  l'intervalle  (c,  d)  :  il 
faut  que  la  nouvelle  intégrale  renferme  tous  les  éléments  de 
la  première. 

Exemples.  —  1°  Appliquer  la  substitution  x  =  -à  l'intégrale 

n> 

y  -_=    J    f[x)dx. 

Lorsque  a  et  b  sont  de  même  signe,  on  voit  aisément  que 


-m. 


'\\dt 


i  ,    i 

ou  c  ==  — .  d  =  r« 
a  fr 

Si  a  <  0,  b  >  0,  l'intervalle  d'intégration  comprend  la  valeur 

3C  =  0  qui  correspond  à  t  =  ±  oo.  Dans  ce  cas,  quand  x  varie 

d'une  manière  continue  de  a  à  zéro,  ensuite  de  zéro  à  b,  t  varie 

d'abord  de  c  à  —  oo,  puis  de  -\-  oo  à  d.  On  posera  donc 

2°  Appliquer  la  substitution  x  -f-  -  =  2t  à  l'intégrale 


y = iTix + lj 


)dx. 
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On  a 


x 


t  ±  \V~  —  ï,     dx  =  (\  ± 


\ïz—  1 


tff. 


A  une  même  valeur  de  t  correspondent  deux  valeurs  de  x, 
qui  sont  inverses  l'une  de  l'autre  et  deviennent  égales  pour 
t  =  1  ;  aux  valeurs  x  =  0,  x  =  oo  correspond  t  =  oo.  D'après 
cela,  pour  faire  varier  .y  de  0  à  oo,  on  doit  faire  varier  t  de  oo 
à  1  dans  t  —  \  V-  -  ï,  et  de  1  à  oo  dans  t  -f-  \t2 —  ï.  Nous  posons 
donc 

y  =  W1  "  W-idt + r^1  +  Wr)* ; 

en  renversant  les  limites  d'intégration  dans  le  premier  terme 
de  y y  nous  aurons 


y 


-oo 


&& 


\^  - 1 


53.  Cas  où  l'intégrale  indéfinie  admet  plusieurs  détermina- 
tions. —  Lorsque  l'intégrale  indéfinie  admet  plusieurs  détermi- 
nations, on  choisit  arbitrairement  la  valeur  qui  correspond  à 
la  limite  inférieure  et  on  la  suit  par  voie  de  continuité  jusqu'à 
l'autre  limite. 

Considérons  par  exemple 


l 


dx 

l  +  x'< 


arc  tg  x 


b  étant  positif.  Si  nous  adoptons  pour  arc  tg  0  la  valeur  ir,  il 

faut  prendre  pour  arc  tg  b  un  arc  compris  entre  iu  et^-  On  voit 

facilement  que  la  valeur  de  l'intégrale  définie  est  indépendante 
de  la  valeur  initiale  de  arc  tg  0.   Si  l'on  convient  de  limiter 

arc  tg  x  entre  —  ^et^  on  a  sans  ambiguïté 

g  =  arc  tg  b  —  arc  tg  a. 


ï. 


al  +^ 

Soit  encore  l'intégrale 
dx 


f 


o  a2  cos2  x  -\-  b2  sin2  x 


ab 


arc  tg  (  -  tg  x 
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Si  l'on  prenait  arc  tg  (  tg  0  J  —  0,  arc  tg  (  fcg  w  J  =  0,  l'inté- 
grale aurait  la  valeur  0,  résultat  absurde  puisque  la  différen- 
tielle est  constamment  positive.  Mais  si  l'on  suit  arc  tg  (  tgx) 
par  voie  de  continuité  dans  l'intervalle  (0,  7r),  cette  fonction 
croît  de  Oà    dans  l'intervalle  (0,  Mi  puis  de4.  àr  dans  l'intervalle 

n,7C)î   ses  valeurs  extrêmes  sont  donc  0  et  ir,  et  l'intégrale 
proposée  est  égale  a  -y* 

54.  Limites  entre  lesquelles  on  peut  enfermer  une  inté- 
grale définie.  —  1°  Soient  f(x),  f^x),  f2(x)  trois  fonctions  conti- 
nues dans  l'intervalle  (a,  b)  et  telles  que  pour  toute  valeur  de 
x  de  cet  intervalle 

AO)  <  f\x)  <  /!(»)■ 

Alors,  si  a  <^  b,  on  a 

^fx(x)dx  <  j"£/l(a?)ofo?  <  j^a?)^  ; 

car  la  différentielle  dx  étant  positive,  les  éléments  fl(x)dx  de  la 
première  intégrale  sont  plus  petits  que  les  éléments  correspon- 
dants f{x)dx  de  la  seconde,  et  ceux-ci  sont  plus  petits  que  les 
éléments  correspondants  f2(x)dx  de  la  troisième. 

Lorsque  a  >  b,  la  différentielle  dx  est  négative  et  l'on  a 

fjMdx  >  îlmdx  >  $bJ2(x)dx. 

Graphiquement,  les  trois  intégrales  sont  les  aires  limitées 
par  l'axe  OX,  les  parallèles  à  O  Y  qui  correspondent  à  x  =  a, 
x  =  b,  et  respectivement  les  courbes  y  =  fl(x)y  y  =  f[x),y  —  /g(ac); 
la  deuxième  courbe  étant  située  au-dessus  de  la  première  et  au- 
dessous  de  la  troisième,  la  deuxième  aire  est  comprise  entre 
les  deux  autres  aires. 

f2      dx 
Application.  —  Trouver      —==•  Tant  que  x  <  1, 

J  o\J  1  —  x3 

1  1 

\/  l—x*       \JT^-~x2 ' 


—  m 


par  suite 


ou 


11  i 

\   dx  <       —== <  . 

)  o        j  o  y  i  —  x3     J  o  y  i  —  #2 

1^         1 

1   r     r2     dx         r 

.77  <      I       — rzr^^  <        ai"C    Slll   X 

L  Jo     J  o  \/ 1  —  x3     L 


L'intégrale  proposée  est  donc  comprise  entre  0,5  et  ^  —  0,523. . . 

2°  En  particulier,  si  la  fonction  f(x),  continue  dans  l'inter- 
valle (a,  6),  est  toujours  comprise  entre  les  nombres  donnés  m 
et  M,  on  a 

I b  m  dx  <  (    f{x)dx  <  J    M  flfo?         (a  <  6) 

ou  m(ô  —  a)  <  JJ  /T(ir)rfa?  <  M{b  —  a). 

D'après  cela,  en  appelant  n  un  nombre  convenablement  choisi 
entre  M  et  m,  on  peut  écrire 

J  b  f\?c)dx  =  \*.(b  —  a). 

Comme  f(x)  prend  la  valeur  ;ji  pour  une  certaine  valeur  x  =  a 
comprise  entre  a  et  b,  la  même  égalité  peut  s'écrire 

jlf(x)cLc  =  (b-a)f(*). 

3°  Considérons  l'intégrale  P  <o(x)  F(x)dx,  et  supposons  que 
dans  l'intervalle  (a,  b)  la  fonction  F(x)  n'est  jamais  négative  ni 
constamment  nulle,  et  que  la  fonction  o(x)  a  pour  valeur  maxi- 
mum M,  pour  valeur  minimum  m.  Dans  ces  conditions,  si  a  <  b, 
ce  qui  entraîne  dx  >  0,  on  a,  dans  tout  l'intervalle  (a,  b), 

mF(x)dx  <  v(x)  F{x)dx  <  ~SlF(x)dx  ; 
par  conséquent 

m{\¥(x)dx  <  \\(x)F(x)dx  <  M  \\F(x)dx. 
Cette  double  inégalité  entraîne 

j\(x)F(x)dx  =  p  \lF(x)dx, 
l*.  désignant  un  certain  nombre  compris  entre  m  et  M. 


—  (35  — 

La  l'onction  ©(je)  étant  continue  entre  ac  =  a  et  .v '«=  /;  prend 
la  valeur  \x  pour  une  certaine  valeur  x  =  a  de  l'intervalle  (a,  b); 
on  peut  donc  écrire 

$1  *(x)  F(x)dx  =  <p(a)   J*  F(*)<te. 

Cette  égalité  est  connue  sous  le  nom  de  principe  de  la 
moyenne  d'une  intégrale  définie. 

55.  Formule  de  Wallis.  —  On  a  (31) 

- 

sin2n-1  x  dx  —  ~\  '—  —  \-         — '-, 

Ju  3. 5. 7. ..(2m  —  1) 


j 


2  .   2n      .        1.3. 5. ..(2?i  —  1)« 

sur*1  a?  «a?  =      -t^—     -       : 
o  2. 4. 6. ..2m       2 

*  .   ?n41       7  2.4.6...  2m 

snrnt"J  x  dx  -- 


o  3.5.7... (2n  +  l) 

Comme  sin  x  est  positif  et  moindre  que  l'unité, 

sjn2nfl  x  <-   sin2n  x  <-   sin2n  -1  ^ . 

il  en  résulte  (54,  1°) 


•2 


.'  0 

c'est-à-dire 


sin2n+1  xdx  <        sin2a#<:fo?  <       sin2a_1  x  dx 

'  o  Jo  J  0 


2^4.6...  (2n--2)2n  1.3.  5. ..(2m—  1)  tt 


3. 5. 7. ..(2m—  1)  (2m  +  1)  2. 4.0... 2m       2 

1.3. 5. ..(2m  —  l)r    \  2.4.6  ..(2m  — 2) 
2 .  4.6...  2m   ~  2  <  37577.;. (2n  —  1)  ' 

Ces  inégalités  donnent 

tc       2   2   4    4  2m  2m 


2       13  3   5      2m  —  1    2m  +  1 

tt       2   2   4    4      2m  —2       2m 


2  <  l'  3  *  3   5      2m  -  -  1    2m  -  1 

Nous  avons  ainsi  deux  expressions  qui  comprennent  entre 

7t  2/z 

elles  le  nombre-;  comme  leur  rapport  —     — r  tend  vers  l'unité 
2  Li        2/ï  H-  1 

NECBERG,  i4«.  /y»/*.,  //.  5 


—  06  ~ 

quand /i  croit  indéfiniment,  leur  limite  commune  est^-  Donc 

w-  (2  2  4  4  6  G      ) 

2~limtïT3'5*5T') 


Sommations   ramenées   a   des   intégrations. 

56.  Soient  xu  \\,  ..  ,  tfn-i  des  mojTens  insérés  entre  a  et  b. 
On  sait  que 

\haf(œ)doo  =  lim.[(œl—  a)  f(a)  +  (œ,—oc1)f(œl)±...  +  (b-xn_])f(xn_l)]. 

Si  les  moyens  insérés  font  partie  d'une  progression  arithmé- 
tique de  raison  7î,  on  a 

/  _  -  b  ~  a  --  j 

n 

et  l'égalité  précédente  devient 

fV(*)  «fa  =  (*  -  a)  lim  na)+na  +  h)  +  ...+f[b-h)  _ 

ou       ,im  *«)  +  *«  +  *)+•■•/(»-»)  _     i     p       ^ 

On  en  conclut  le  théorème  suivant  : 

La  moyenne  arithmétique  des  valeurs  que  prend  une  fonc- 
tion f(x)  pour  des  valeurs  équidistantes  de  la  variable,  a  pour 

limite 

1       fb 

a  et  b  étant  les  valeurs  extrêmes  de  la  variable  (*). 
Par  exemple,  la  valeur  moyenne  de  sin  x  de  0  à  -  est 


1  f*  . 
sin 

~  J  o 


xdx  =  -  '■> 


{*    La  moyenne  arithmétique  est,  à  proprement  parler, 

f(g)  +  f(a  +  A)  +  ...  +  fip  -  h)  +  /•(&)  . 
n+1  " 

mais  elle  diffère  infiniment  peu  de  celle  des  nombres  f(ct),  f\a  -f-  //),  ..., 
f{h-h). 


-   (i7   — 

1  ) 

celle  de  .y"   dans   l'intervalle   (0,1)    est  ;    celle  de        dans 

//    |    i  x 

l'intervalle  (1,2),  12. 

57.  Applications. 

1°  Trouver  la  moyenne  des  cordes  OA,  OAp  OA2,  ...  ayant 
une  extrémité  commune  0  et  divisant  une  demi-circonierence 
en  parties  égales  [fig.  3). 

La  longueur  d'une  corde  qui  fait  avec  le  diamètre  OA 
l'angle  w  est  égale  à  2r  cos  eu.  Nous  devons  chercher   la  limite 

Fig.  3. 


A  X 


de  la  moyenne  des  valeurs  que  prend  Xr  cos  w;  lorsque  w  varie 
de  0  à  "  en  passant  par  des  valeurs  équidistantes. 

Cette  limite  est  (56) 


2" 


2  r  * 


2?'  cos  ai  ûfa 


4r 


2°  Soit  à  chercher  la  moyenne  des  cordes  OA,  OAn  OA2,  ... 
qui  divisent  Taire  du  demi-cercle  en  parties  équivalentes. 

Considérons  maintenant  la  longueur  p  de  chaque  corde 
comme  une  fonction  du  secteur  S  compris  entre  cette  corde  et 
le  diamètre  OA.  Comme  les  valeurs  de  S  procèdent  en  progres- 
sion arithmétique,  la  moyenne  demandée  a  pour  expression 


Mais  on  a 


■r-  J  o 


'l>  ~  ..  P'db), 


2)'  cos  co  ; 


—  08  — 

substituant  ces  valeurs  et  observant  que  les  limites  de  w  sont 

0  et     -,  on  trouve 

i_  1  î 

1    C'z"  f2"  Ç~"  lGr 

p3dui=r\     cos3 ladio  =  r I      (1 — sin2w)  coswc/to  =  - — 

~r-  j  o  J  o  J  o  «3r 

3°  Chercher,  pour  n  =  oo,  la  limite  de  la  somme 

s  =  -  +  — -1     +  — 1—  +  ..+-. 

y>;/       pu  "-f-  1       pn-\-2  qn 

où  />,  q  sont  des  nombres  entiers  donnés,  n  un  nombre  entier 
variable. 

Faisant  n  =  -=-i  on  obtient 
/z 

S  =  7*  ^  +  ~ TT  +  — T-^7"  +  -  +  " 
\P       P  -\-h       P~\-  2h  q 

La  quantité  entre  parenthèses  est  la  somme  des  valeurs  de 

i 

la  fonction  —lorsque  a*  passe  de  p  a  q  par  intervalles  égaux  a  h. 
Comme  h  tend  vers  zéro,  on  a 

hm  S  =        —  =  1-' 

J  p   oc  p 

En  particulier,  si  l'on  fait  p  =  1,  q  =  2,  on  trouve 

iim(-  +— rr  +  -  +  M=fô. 

y&       n  -f-  1  2»/ 

Exercices  et  notes. 

J  o  1  —  a?  2       3  m 

.'o   \2ax  —  x%  q      °os3  a? 


■1 


4.  _  =  — — -  •  il*  aire  x  =  a  sin-  fJ  et  appliquer  le  §  31. 
Jo  \  a  — x          1° 

5.  Si  m  et  n  sont  des  nombres  entiers  inégaux, 

l  *  cos  mx  cos  nx  dx  =  0,         I  "  sin  mx  sin  nx  dx  =  0, 

►  u  J  o 

I  "  "  sin  mx  cos  h#  dx  =  0. 

i  n 
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Si  m  =  n,  on  trouve 


r~  (-  - 

I    cos2  mx  dx  =  l    sin2  mx  dx  =  - 
J  o  J  o  2 

J  o  1  +  2a?  COS  a  4-  oc'1       2  sin  a     J  0    1 


9 


-J-  2a?  COS  a   |-  xl      sin  a 

f  ~  sin  a;  dx  _       2      .  ^ ,       >.    _ 

7  __  2  ou      suivant  que  a  <"   1  ou  >  1. 

Joyi  —  2a  cos  a?  4-  a2  a 

Ç~         dx  7c  . 

J  o  a  -f  6  cos  a?       ya2  _  52 

1 

r  ~  dx  7i       f2 w       ofo?  tc 

J  0 1  —  2a  cos  a?  4-  a2  ~  "  1  —  ft2  '  J  0   1  -f-  «2  sin2a?       2\/ 1  4-  a2 

10.  Si  a  est  positif,  on  a  : 

1*00  b  f°°  a 

e-ax  sjn  ^  ^  __  ^       ;  ,  g    ax  cog  fa  fa -—  . 

Je  è~  +  «2      J 0  «~ 4-  6~ 

11.  —t~         '=       ■-  =  *>  \(x  —  a){b—x)dx=-(b  —  ar. 
Ja  \{x  —  a)(b  —  œ)              Ja  » 

\2.   Posons 

T. 

Ip  q  =        sinp  x  cos'i  a?  dx , 

Jo 

p  et  r;  étant  entiers  positifs.  Si  NP  désigne  le  produit  (p — l)(p —  3)  ...  3.1 
ou  le  produit  (p  —  !)(/>  —  3) ...  4.2  suivant  que  p  est  pair  ou  impair,  on  a 


NpNq     >. 
fp+q+1 


I„  _  =  _P-_A  _,  si  »  et  n-  sont  pairs; 

IN  0-4-0  +  1    ^ 


Jnn  =  -  — ^ — 5-  ,  dans  les  autres  cas. 
^p.q.       aj 

7T 

,0     fz       cos3  a?  cfo?  ©  —  sin  »  cos  ©     ... 

13.         ; =  ^ ! •.  .  (Poser  sin  x  —z,  ete.) 

J  0 1  —  sin2  cp  cos2 a?  sin3  cp  cos  © 


14.   a  et  b  étant  des  constantes  inférieures  à  l'unité,  on  a 


r 
j  -i\/i — 2 

j  -1(1 — 


cte =      l      14- V^ 

Yax  +  a-  \l  1  —  26a?  +  b~  '  ~  \  ab    1  —  \  âb 

~+l  (l  —  aa?)(l  —  bx)  dx  -r  2  —  ab 


2ax  4-  a2;(l  —  2ôa?  -f  62j  y/  J~_  ^.2       2  1  —  âè 
15    Trouver  la  limite  de 

n    .        ?&        ,        n  n  n 

—  +     „  -    — -4 —       -4-.  .  - —  —       —  j  pour /*  =  00. 

H*^n*+  1^  ?i2  +  22^n2  +  32  r       r  n«4-(n—  l)2 
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1  |         du 

En  faisant  n  =  T  >  on  voit  que  la  limite  est  égale  al-—; 

Ii  J  o  1  +  •*'" 

r    Al  ,      1      ,       1      ,  1 


=  9  pour  h  =  oo. 

17.  Moyenne  des  carres   des   cordes  ayant  une  extrémité  commune  et 
divisant  une  demi-circonférence  ou  un  demi-cercle  en  parties  égales. 

18.  Moyenne  des  carrés  des  demi-diamètres  d'une  ellipse,  en  supposant 
que  ces  demi-diamètres  divisent  un  cercle  concentrique  en  parties  égales. 

19.  Démontrer  que 

l_  i  _ 

fi71 ,  ,         1  Çt K  x  dx         f1  arc  te,'  x  . 

/  c*ot  x  dx  =  -  -  =  -  dx. 

J  0  2  J  o    sin  #       J  o       # 

Intégrer  /  cot  x  dx  par  parties  et  poser  ensuite  2a;  =z,  puis  tg      =  a. 


20. 


/  sin  a?  cfcc  =         /  cos  x  dx  =  —  o^'-. 

/  0  J  0  2 


Le  changement  de  a-  en      —  a?  transforme  les  deux  intégrales  l'une  dans 

l_ 

,  1  Ci ,l ,  sin  2x 
l'autre.  Elles  sont  donc  égales  a  leur  demi-somme  ou  a-  |       l  — - —  dx  ; 

0  - 


>u  a  -  1 
2Jc 
si  l'on  remplace  2x  par  x,  cette  demi-somme  devient 

j  _ 
1  f~7sina?  1  f~.  1  f~/07        1  f27C    .  -/J 

4Jo       2  Ijo  4jo  2J0  4 


CHAPITRE  IV. 

INTÉGRATION    DES    SÉRIES. 


58.  Principe  fondamental.  —  Soit  u1  -f  u2  -f-  us  -f-  •••  une 
série  dont  les  termes  sont  des  fonctions  continues  de  x  dans 
l'intervalle  (a,  b  .  Supposons-la  convergente  pour  toute  valeur 
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de  x  de  cet  intervalle  et  désignons  par  /(.y)  la  somme  de  cette 
série,  par  /"n  le  reste,  de  sorte  que 

f(x)  =  ul  -}-  uz  -f  ué  +  ...  +  wn  -f  rn.  (1) 

Soit  A'  un  nombre  quelconque  de  l'intervalle  (a,  £>;  ;  l'égalité  (1) 
donne 

(-"x  /"x  /*x  /*x  /"x 

f(x)  dx  =  \  ux  dx  -f-       Uo  doc  -["  ...  +       Mn  dk  4"      rn  <&?• 
.,  a  ^  a  J  a  ./  a  J  a 

Posons  Kn  =  rndx.  Si,  à  mesure  que  ;i  croit,  Rn  tend  vers 
zéro,  nous  pouvons  écrire 

)"*X  /*x  /*x  /*x 

/\#)  cta?  =       ul  dx  -f-       w2  r/j?  -|-       ?^3  ofo?  4~  •••  (2) 

„  a  J  a  J  a  y  a 

où  le  second  membre  représente  une  série  convergente. 

En  supposant  toujours  lim  Rn  =  0  et  a  <  x  <  o,  on  déduit, 
de  l'égalité  (2), 

/•  m  »  m 

J  /"(#)  cfo?  =  C  +  J  u\  dx  -f-  J  w2  (/a;  4"  I  M3  £&c  4~  •  ••  • 

59.  Séries  uniformément  convergentes.  —  Une  série  dont 
les  termes  sont  fonctions  de  x  et  qui  est  convergente  dans 
l'intervalle  (a,  b),  est  dite  uniformément  convergente  dans  cet 
intervalle,  s'il  est  possible  de  faire  correspondre  à  tout  nombre 
donné  s,  quelque  petit  qu'il  soit,  un  nombre  positif  v  de  telle 
sorte  que  pour  toute  valeur  de  x  comprise  entre  a  et  6,  et  pour 
toute  valeur  de  n  supérieure  àv,  le  reste  rn  de  la  série  ait  un 
module  inférieur  à  s. 

Une  série  (réelle)  uniformément  convergente  peut  être 
intégrée  comme  un  polynôme.  En  effet  (58), 

fb  I        fb 

rn  dx     <       £  dx     ou      <  i{b  —  a)  ; 

J  a  „'  a 

fh 

donc  lim      rn  dx  =  0. 
J  a 

60.  Théorème.  —  Si  la  série 

d0  4-  O-yS  4"  Ct.zX2  -\-  ...   4"  CtnXn  -f-  ...    ,  (A) 

dans  laquelle  a0,  ax,  a2,  ...  sont  des  constantes  réelles,  est  conver- 
gente pour  la  valeur  x  =  x1}  elle  est  uniformément  convergente 
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pour  toute  valeur  de  x  dont  le  module  p  est  inférieur  au  module çx 

de  Xj. 

Soient  a0,  a1?  a2,  .  .  les  modules  de  a0,  a2,  a2,  ...  .  La  série  (A) 
sera  convergente  (/,  7)  si  la  série  des  modules  de  ses  termes, 

ao  +  «ip  +  Ci,f  +  ...  -f  aflpn  -f  ...  , 

est  convergente.  Ecrivons  cette  dernière  ainsi  : 

a° +  """  te) +  *2?i  fe)+  -  +  a,iFl'  fé)"+  -     (B) 

et  observons  que  la  quantité  *np}\  module  du  terme  anXi  de  la 
série  convergente 

a0  4-  a^j  +  fl^j  +  ../  +  «n^î1  +  ...  , 

tend  vers  zéro  lorsque  n  croît  indéfiniment.  On  peut  donc 
assigner  un  nombre  fini  h  tel  que  pour  toute  valeur  de  n  on  ait 
anpp<C  n-  Les  ternies  de  la  série  (B)  sont  alors  moindres  que  les 
termes  correspondants  de  la  progression  géométrique  décrois- 
sante 

il  en  résulte  que  la  série  (A)  est  convergente  lorsque  |  x  \  <pr 

Appelons  rn  la  somme  des  termes  de  (A)  qui  suivent  aa—\Xn~1i 
et  soit  p2  un  nombre  inférieur  à  pj  d'une  quantité  aussi  petite 
qu'on  veut.  Xous  aurons,  en  supposant  p  <  p2  <  pu 

<M-£.y+»^^+...<*W:ri-h' 


.Pi/         VPi/  vpi/     V        Pi/ 

donc  si  l'on  cherche  le  nombre  v  tel  que 

on  aura  |  rn  |  <  t  pour  toute  valeur  de  n  supérieure  à  v.  On  en 
conclut  que  la  série  (A)  est  uniformément  convergente  pour 
toute  valeur  de  x  dont  le  module  est  inférieur  à  p1# 

61.  Remarques.  —  I.  Toute  série  de  la  forme  (A)  est  appelée 
une  série  entière.  Si  elle  est  convergente  pour  |  x  |  =  p,  elle  est 
uniformément  convergente  (59)  pour  toute  valeur  de  a*  dont  le 
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modale  est  plus  petit  que  p.  Soient  a  et  /;  sont  deux  nombres  ap- 
partenant à  l'intervalle  ( — p,  p);  si  f[x)  représente  la  somme  de 
la  série  (A),  on  a 


f(œ)dx  = 


j  a 


«,*+      ,      +     |   ■  +  .. 


II.   On  peut  dériver,  terme   à  ternie,  par  rapport  à  x,  une 
série  convergente  dans  l'intervalle  (a,  b)  : 

f(x)  =  Wj  -f  w2  -f«3+  ..   , 

si  la  série  formée  par  les  dérivées  des  ternies 

u\  +u\  -\-u'3  +  ... 

est  uniformément  convergente  dans  cet  intervalle. 
Car  si  v(x)  est  la  somme  de  la  dernière  série,  on  a 

Cu  Ch  Ch 

u(x)dx  -=--       u\dx  4-  I    u\dx  +  ... 

J  a  J  a  ./a 


"l   +  "2  +    •• 


m -m, 


d'où  l'on  conclut 

62,  Calcul  des  intégrales  par  les  séries.  —  Lorsqu'on  ne 
peut  déterminer  sous  forme  finie  l'intégrale  de  f(x)dx,  on  essaye 
d'en  obtenir  un  développement  en  série  convergente. 

Pour  cela,  on  développe  en  série  f(x);  soit 

foc)  =  ux  -j-  u2  4-  ?^3  -f-  ..., 

le  développement  supposé  convergent  entre  les  limites  d'inté- 
gration a  et  x,  et  soit  rn  le  reste.  Si  {*rndx  a  pour  limite  zéro, 
quand  n  croît  indéfiniment,  on  a,  en  série  convergente, 

\f(oc)dx  =  \fuldx  4-  yu2dx  4~  f*w3afo?  4-  •••• 

Ce  développement  est  toujours  applicable  lorsque  la  série 
nx  -j-  zZo  4~  "3  +  •••  est  uniformément  convergente  dans  Tinter- 
val  le  (a,  a\i. 
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Remarque.  —  L'intégration  par  séries  sert  aussi  à  développer 
en  série  une  fonction  dont  la  dérivée  a  un  développement 
connu,  ou  à  trouver  la  somme  de  certaines  séries. 

63.  Série  de  Bernoulli.  —  En  intégrant  plusieurs  fois  de  suite  par 
parties,  on  obtient 

/f(x)  dx  =  x  f(x)  —      x  f\x)dx 
o  „'o 

X  f[x)  ~  O  f][X)  +  fÔ  1^2  f"{x)  dX'  etC' ; 


=  x 
en  général 


f[x)dx  =  xf(x)--—  f(x)  +  ——  fXœ)...+S-J±.\    œ«fW(x)dx  . 

Si  le  dernier  terme  tend  vers  zéro  à  mesure  (pie  n  croit,  on  a  le  dévelop- 
peinent  de  \Qfix)dx  en  série  convergente. 

Cette  formule,  due  à  Bernoulli,  se  déduit  de  celle  de  Taylor  : 

7(*  +  h)  =  »te)  +  M*)  +  /'o  *"(*)  +  - . 

en  remplaçant  h  par  —  .v,  tp'(:v)  par  f(x),  <f(ac)  par  |q /"(•*')  rfac. 

Applications. 

64.  Développement  de  arc  sin  x.  —  La  dérivée  de  arc  sin  x 
se  développe  en  série  par  la  formule  du  binôme  : 


\/l_^  2  2.4  2.4.6 

On  en  conclut  en  intégrant  entre  0  et  x  (—  1  <\v  <M)  : 

,    1  x3       1.3a;5    ,    1.3.5r    ,  ,_ 

arc  sin  x  =  oc  +  ^  +  ^  5  +  ^Xë  T  +  ""  (2) 

L'intégration  de  la  série  (1)  est  permise;  car  la  formule  du 
binôme  est  applicable  à  toute  valeur  de  x  comprise  entre  —  1 
et  -f-  1  et  conduit  à  une  série  uniformément  convergente  (60). 

Remarque.  —  Bien  que  la  formule  (1)  cesse  d'être  applicable 
à  x  =  ±  1,  l'égalité  (2)  subsiste  encore  et  donne 

.     .       7i  1  1.3     ,      1.3.5 

arcsml  =  -=l-r-  —  +  ^-^  +  — -—+..; 
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car  les  doux  membres  do  (2)  étant  égaux  pour  des  valeurs  de  x 
infiniment  peu  différentes  de  1  le  sont  aussi  pour  x       1. 

65.  Trouver  l'intégrale  définie 

dx 


T  = 


J  Vd- 


Y(l  —  bx)  (ax  —  x2) 
\j 

n  et  b  étant  des  constantes  positives  moindres  que  l'unité. 

On  ne  peut  obtenir  T  qu'en  développant  la  différentielle  en 

î 

série.  Il  suffira  de  développer  le  facteur  (1  —  bx)    ~;  on  a 
I  .  ,    ,   1  h,  ,   L3 6,_,  ,         ,1-3.5-.. (2m -1) 

ce  que  l'on  peut  écrire  ainsi  : 

1         =vOol-3      J2^) 
\l-bx  2  A..  .2» 

en  convenant  que  le  coefficient  de  b°x°  est  égal  à  1.  Alors 

xndx 


vool.3..   (2n  -  1)  bn  p» 
2.4..  .2»  J\ 


'aa?  —  a;' 


î 


Posons 


f a    a?n  nfo?  f  a  a?     2  dx 

An  =   I— -,  =     —7= 

J  \/«a?  —  -x,e       J  V'  «  —  x 
n     »  11 


et  intégrons  par  parties  en  prenant 

n —      7  ^£  1 

u  =  x     2 ,  av  —  ?     y  ==  —  \a 

\'a  —x 


Jb    , 


nous  aurons 


An  =  -2    x     t\a 


X 


■2[n-gJ  j   a-     *V«- 

6 


«X     t  (  A   • 


Le  premier  terme  de  An  est  nul;  si,  sous  le  signe,  on  mull  iplie 
et  on  divise  par  y  ax  —  xz,  on  obtient 

An  =  2  (n  -  f)  C^t~  1-  =  (2n  -  1)  (aA„_,  -  A„), 

\  */  J  \CLX  —  X1 


d'où 


An  = 


X' 

•2n  -  1 


ak 


i    i 
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Cette  relation  donne 


2n 


%n  -  5 


Àn-!  =  ^nT—^9  aA-a-?'     ^n-2  "=  9^—4  rt*^n " 3'     " ' "  '     ^  =  2  ft^°  ' 


2»  —  2 
par  conséquent 


Or 


(2n-l)(2n-S)...3.l 
An"        2».(2n-2)...4.2  "' 


arc  sm 


2x  —  a 


a 


On  en  conclut  la  valeur  définitive  de  An  ;  ensuite 


vôori".3...(2n--  1) 

1        -v—t» 


2.4  ...  2>i 

Il  est  facile  de  justifier  l'intégration  par  série.  En  effet,  dans 

_i 

l'intervalle  (o,  a)  le  reste  de  la  série  (1  —  bx)   ~  est  plus  petit  que 


an  -f  an"H  +  ... 


1  —  a' 


par  suite,  si  l'on  arrête  le  développement  de  ï  aux  n  premiers 
termes,  il  faut  ajouter  une  quantité  moindre  que 


a1 


dx 


~cV 


1  —  «  \'ax— x2       1 


a 


cette  quantité  tend  donc  vers  zéro  pour  n  =  oo. 
66.  Sommer  la  suite 


X 


X" 


x( 


X 


4         6  ' 


rp  i  rp* 


-f... 


a*  étant  compris  entre  —  1  et  -\~  1. 

Cette  suite  est  convergente,  car  les  modules  de  ses  termes 
sont  moindres  que  les  termes  correspondants  de  la  série  con- 
vergente à  termes  positifs 

a  -\-  a3  -|-  a4  -|-  a';  -f-  a7  -f-  . . .  , 

où  a  désigne  un  nombre  plus  petit  que  1,  mais  aussi  voisin  de  1 
qu'on  veut. 
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La  suite  formée  par  les  dérivées  des  termes  es1 

1  —  oc-  +  x?l  —  ■7'r'  I  •'''''  —  ^"s  4"    •  '•> 

comme  c'est  une  progression  géométrique  ayant  pour  premier 
terme  1 — x-  et  pour  raison  x3,  elle  est  uniformément  conver- 
gente dans  l'intervalle  ( —  1,  1).  Donc  si  f[x)  est  la  somme  de  la 
série  proposée,  on  peut  écrire  (61,  II) 

f(x)  =  i—x2  -\-  xz  —  xr>  -f  œG  —  a?8  -\-  . .. 

Puisque  f(o)  =  0,  on  peut  écrire 

f x   ,    «  ,         f x      l  4-  # 

1       Jo  Jo  1  -h  a '  +  ^ 

Introduisons  au  numérateur  la  différentielle  du  dénominateur 

1 


en  observant  que  1  +  a*  =  ^(2^  -|-  1)  -f  «;  nous  aurons 


f x      2a?  -f  1        ,      ,    1    f  x  ^ 

A*  ■=  >    ,  i  ^r  +  ô   I    7 7\~ 

)0,-  +  ,  +  i       8J0(.+|) 


2  o 

+  4 


1„  2   ,        ,    u,      1    r 2a? +1        1 

-J(>;24-a?  +  1)  +  ^ 


arc  tg  — p^ arc  tg 


i  3 


ou  enfin 


/y»o  /y>4  /v>(>  /y»  i  /y»  y 

tA/  tX/  iA/  .  iX/  "A> 

1  la?  1/3 


Exercices  et  notes, 


pa^tg*^  =  a,_J+J_£ .      (_j  <x<]). 


X 


/(l  4-  a?)    .  a?2        a;3        a; 

rfa?  =  x  —  —  4-  Q,  - 


dx  --=  x-—--~  —  —  ...  (—  1  <  a?  <  1  ). 

4" 


r. 


*,__(,  +  '  +  ',..  A 


L  —  a:  V       '4    '    9    '        J 


—  7s   - 


Développer  en  série  (1—  x)    J 

x-  V       ^o 


4     \\t=~'  *»  =  -  f  !  +s  +  œ  +  -  ■)■ 


f~Z(l  +  acosa?)  .  ,    .. . 

5     l     —  e&c  ==  -  arc  sm  a,     «  étant  suppose  <^  1. 

! 0         cos x 


Ramener  l'intégrale  à 

f  ~  .    f         a-  cos  x       a3  cos2  a?  \ 

J-/V* — 2"    +""3 -;• 

6.   Sommer  la  série  (  a?     <^  1) 

a?"        x3       xA        x:'        x6 

x+  2~â  +T+  -5-¥  +  - 

1  -4-  a;  —  a?2 
La  dérivée  de  la  série  est  égale  — —        .,       ;  donc  la  somme  cherchée 

1  —  ce6 


est 


dx  —-  -L 


o       1  —  -t'3  3  1  —  a? 

7.   Trouver  la  somme  de  la  série 

112       112        1         1         2 

3^5       4~r7~r9       8rli"r13       12^" 

Considérer  la  série 

x3        x5        2a?4        x~        x9        2xs 
*W*     3  +  5  ~    4    +  7  +  9_    8"+- 


qui  donne 


.     ,  a?2(l  —  x)  _    ,        1        ,         x 


U4--r)(i4-*s)  '  1  +  »      1  +»2 


La  somme  cherchée  est      /2  —  1 . 


■  f 


sm  (alv)   . 

dx  =  arc  te;  a. 
Ir 


(alxY    . 
En  remplaçant  sin  {aie)  par  la  série  au; ô~q    •"    "'  on  trouve 


a~3 +5 +- 


J0  \  i    j    ^4  2   5        2.4  0 
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in 


TT 

cos3  ocI( 

J  0 


6  0.8 


6.8.10 


jo  15 V         Sf .7    '   3.7.9       4.7.9.1] 

11.   Dé  m  outrer  que  ( —  1  <  x  <  1) 


#•>        a: 


x 


~3      ï      TT  +-  =  S'S-*-2arctg*> 


Dériver  le  premier  membre  et  chercher  la  somme  de  la  nouvelle  série. 
12.    Sommer  la  série 

2  3  _l_  4  ^'  n  4-1 

2.3*'   ~3^*   +  4^*   '"  ±  (n+l)(n'-f2)œ       '" 
Si  /Ta;)  est  la  somme  cherchée,  on  a  successivement 


1 


n 


/•(«)==-«-s««+-««_...±w_ 


a?1 


/» 


J      a? 


iA/  tAV  tA/ 


X1 


dx  = ! —  . . .  ± 

3        4-5  n  -  -  2 


hW+*)-œ  +  i 


d'où 


f\f* 


Intégrant  entre  0  et  x,  on  obtient 


1  2 

-  êKi  +  f>). 


f(x)  =  2lx-l(x  +  1)  - 2  [H(l  +f'lT  =  f  1  +  2V(1  +  ») 


/y»~  /y»«»  /v«o  /v«0  /y»'  /y». 


13.  22  5  +2g 


=  x  —  l 


/V>1  0  /y» 


11 


4-  2 
7         9  ^     10         IL 

1  -£œ 
\  1  +  ï«" 
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CHAPITRE  V. 

APPLICATIONS     GEOMETRIQUES 
INTÉGRALES    SIMPLES. 


Quadrature    des    aires    planes. 

67.  Formules  de  quadrature. 

1°  Une  aire  U  limitée  par  l'axe  des  a*,  les  ordonnées  qui 
correspondent  aux  abscisses  a  et  x,  et  la  courbe  y  =  /*(*)>  est 
donnée  par 

U  =  \ x  y  dx  =  | x  f(x)dx. 

Nous  avons  supposé  les  axes  rectangulaires;  s'ils  font  l'angle  0, 

U  -  sinO  \lf\x)dx. 

2°  L'aire  limitée  par  deux  ordonnées  et  par  deux  courbes 
y  =  'F(x),  y  =  f(x)  a  pour  expression  eu  coordonnées  rectan- 
gulaires 

V  =  fe[F(x)-f(x)]dx; 

on  suppose,  dans  l'intervalle  (a,  a*),  F(x)  <  /'(a). 

3°  L'aire  limitée  par  une  courbe  fermée  résulte  de  la  formule 

où  E(.v)  et  f{x)  sont  les  deux  valeurs  de  y  qui  correspondent  à 
une  même  valeur  de  A';  les  limites  a  et  b  se  déterminent  par 
l'étude  directe  de  la  l'orme  de  la  courbe. 

4°  Pour  le  secteur  compris  entre  la  courbe  r  =  F(ô)  et  les 
rayons  vecteurs  qui  correspondent  aux  valeurs  *,  0  de  l'angle 
polaire,  on  a 

U^iJVvO   -U'f«(«)«*>. 


—  SI  — 


5°  Pour  un  secteur  AOB  rapporté  à  des  axes  rectangulaires 
on  a 


1  f A 
XJ  =*-\    (œdy  —  ydœ), 

~    '  B 


où  il  est  sous-entendu  que  les  limites  d'intégration  sont  les 
valeurs  de  la  variable  d'intégration  aux  deux  points  A,  B. 

68.  Aire  du  cercle.  —  Soit  U  l'aire  comprise  entre  deux 
diamètres  OA,  OC  (fig.  Ç),  l'ordonnée  niV  et  l'arc  Cm.  L'équa- 
tion de  la  circonférence  étant  x2  -f-  y2  =  a2,  on  trouve  (13) 


J  o 


U  =     \  y  dx  —  -  \  a2  —  x2       ~  arc  sin 


a- 
2 


Le   terme  4- \/a2  —  x2  représente   l'aire   du    triangle   OmV  ; 

a2  x 

1  z  arc  sin  --  est  l'aire  du  secteur  circulaire  0/??C. 

2  a 


On  arrive  au  même  résultat  en  prenant  pour  coordonnées 
d'un  point  de  la  courbe 

x  =  a  sin  a,     y  =  a  cos  a, 

a  étant  l'angle  du  rayon  de  ce  point  avec  OC  ;  en  effet, 

U  =  \  y  dx  =  I    a  cos  a  .  d(a  sin  a)  =  a2       cos2  a  cfo 
J  0  J  0  J  u 

rt?    Çol  1  -|-  COS  2a   ^        1 


J  o 


=  *  a2  l  a  -j-  -  sin  2a 


69.  Aire  de  l'ellipse. 

1°   Soit  U  l'aire  comprise  entre  deux  ordonnées    NQ  et  MP 
Neuberg,  An.  inf.,  II.  (> 


K:>»     __ 

(fig\  £),  le  grand  axe  OA  et  l'arc  NM.  On  a,  en  posant  OQ,  =  xu 
OP  =  x,  : 

rxQ  rcc%b h  rx2    , 

U  =         y  dx  =  \  \  a~  —  x2  dx  =  -  y  a2  —  x2  dx . 

F    /y*  l    rp      CL  CL      '    /y» 

La  dernière  intégrale  représente  l'aire  aQP/n  comprise  entre 
les  ordonnées  Q/i,  Py?î  du  cercle  décrit  sur  le  grand  axe  comme 
diamètre;  par  conséquent 

aire  NQPM  __  b 
aire  nQPm       a 

En  particulier,  l'aire  de  l'ellipse  est  à  celle  du  cercle  décrit  sur 
le  grand  axe  comme  diamètre,  dans  le  rapport  b  :  a;  elle  est 
donc  égale  à  r.ab. 

2°  Pour  trouver  l'aire  du  secteur  NOM,  nous  prenons  pour 
coordonnées  d'un  point  de  la  courbe 

x  =  a  cos  <p„     y  =  b  sin  cp  ; 

alors  la  formule  5°  du  §  67  donne 

1  fN  1  f?>  1 

XJ  =  -        (xdy  —  ydx)  =  -         «5  ofo  =  -  ab(o0  —  œj. 

2  J  m  «U  <pi  *^ 

On  voit  que  les  secteurs  OMN,  Omn  sont  dans  le  rapport 

b  :  a;  car  l'aire  O/aa  s'obtient  en  faisant  fr  =  a  dans  -  afr(<p2  —  ^j). 

Les  coordonnées  polaires  conduisent  au  même  résultat.  Car 
si  l'on  transforme  l'équation  a- y-  -f-  b2x2  =  a2b2  au  mojren  des 
formules  x  =-  r  cos  6,  y  =  r  sin  0,  on  obtient 


r*  = 


ensuite 


U  = 


a2  sin2  0  -f  62  cos2  0  ' 


f  °-  «  m     a2*2  f  * 


2  J  01  2    J  0,  a2  sin2  0  +  b1  cos2  0 


ab 
~2 


(  f  %  G 


Or,  entre  les  angles  MOP  =  0  et  mOP  =  <p,  on  a  la  relation 

MP    m?       b  fa^    A 

tge:tg?=op:()p  =  =-,     ou     ?==arctg^tgOJfetc. 


3?  Cherchons  l'aire  du  secteur  AFN,  F  étanl  le  foyer  ( — c,  o). 
Si  l'on  prend  F  pour  origine,  les  coordonnées  d'un  point  de  l'el- 
lipse sont 

x  ==  c  -j-  a  cos  ©,     y  =  J>  sin  »; 
par  conséquent 


Y 


\    l  N  lf? 

<JJa  *    J  o  '    '  ' 

lf?  11 

=  ô  a^       (1  'f-  e  cos  ?K?  =  ô  a^'f  "f-  .  bc  sin  a  , 


c  désignant  le  rapport 
4°  Cherchons  l'aire  de  l'ellipse  représentée  par  l'équation 

Ay2  -f  2Bxy  -f-  Cx~  +  2%  -f-  2E-r-+  F  =  0. 
Cette  équation  donne 

y  =  ax  -\-  b  ±  —  \/«flj2  -j-  2/>flî  -h  7, 
A 


(n  =  B2  —  AC  <  0,    p  =  BD  —  AE,    ?  =  D°-  —  AF.) 


iff.  o, 


Soient  AB  le  diamètre  y  =  ax  -f-  b,  et  x',  x"  les  racines  de 

nx~  -f-  2px  -f-  q  =  0, 
en  sorte  que 


a? 


—  p  +  Vp*  —  n 


r/,   *"  = 


—  p  —\]p*—nqt 


n 


n 


x'  et  .v"  (ou  .V  et  a-')  sont  les  abscisses  OA',  OB'  des  extrémités 
A,  B  du  diamètre. 
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Si  Vi,  y 2  sont  les  deux  valeurs  de  y  qui  correspondent  à  une 
même  valeur  de  x,  l'aire  totale  de  l'ellipse  est  (67,  3°) 

rx"  2    fx" 

2\'- 


V(«- 

'  -v-f 


a?')  (a?"  —  x)dx. 


A        ,.  „ 

Pour  intégrer,  nous  posons 

#  —  a?'        a?"  —  x        (x  —  x')  -f-  (a?"  —  a?) 

sin2  cp  -f-  cos2  cp 


—  x   —  x  ; 


sin-  cp         cos-  o> 
il  en  résulte 

x  =  x'  cos2  cp  4-  «»"  sin2  cp,     o?a?  =  2(a?"  —  a?')  sin  œ  cos  cpcfo. 
Aux  limites  x  =  A'',  a;  =  A"r'  correspondent  les  limites  œ  =  0, 
cp  =  £  ;  donc 


U  = 


V- 


1! 


A      .'o 


a;')2  sin2  2©o?œ 


V  —  n(x"—  x')2  Ç2  '  1  —  cos  4-j>   ,  V  —  n  (x"  —  a?';2 

A  J„  9.  '  4A 


~ 


y)1  —  nq 

\2 


2  '  4A 

AE«  +  FB2  -f  CD2  —  2BDE  —  ACF 


A(AC  —  B2}2  (AC  — B2)2 

70.  Quadrature  de  la  parabole  (pg.  6\) 

1°  Menons  MP,  MQ  perpendiculaires  à  AX,  AY;  l'aire  AMP 

Fig.  6. 


m 

Q 

À 

X 

R 

fj 

T\A 

\    Y 

r 

x 

(1, 204)  est  les  73  du  rectangle  APMQ  ou  du  triangle  TP M  formé  par 

o 

la  tangente, l'ordonnée  et  l'axe.  Plus  généralement,  l'aire  comprise 
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entre  une  parabole  et  une  corde  quelconque   MM'  vaut,  les  ~ 

o 

de  celle  du  triangle  MM'T  formé  par  la  corde  et  les  tangentes 

en  ses  extrémités. 

2°  Si  l'on  prend  pour  pôle  le  foyer  et  pour  axe  polaire  la 

droite  FA,  l'équation  de  la  courbe  est  : 

P 


r  = 


„  0 
2  cos2 - 


On  en  déduit  : 
aire  AFM 


f£-A--£(Yi+vr  M 


COS' 


2 


1 


2 

1 


cos- 


tg'2+itg32 


6        p2  f  8\        0 

o-Ï2  (*  +  i*2  )*ï' 


71.  Quadrature  de  l'hyperbole  {fig.  7) 

1°  Si  l'équation  de  la  courbe  rapportée  à  ses  asymptotes 
OU,  OU'  est  xy  =  k'2,  un  segment  MQQ'N  compris  entre  deux 
ordonnées  a  pour  mesure 

U  ==  sin  0  I   ~ydx  ==  h-  sin  0  |  =  h~  sin  0  .  f^ , 


x 


(JL  1 


6  étant  l'angle  des  asymptotes. 

Fig.  7. 

Y 


2°  Soit  U  l'aire  APM  comprise  entre  l'axe  réel  et  une  ordon- 
née MP.  On  a  (13) 


U  =  I    -\lxz—  a2dx=-  \x\ixz-ai  —  \anix-\-\Jx*  —  a? 
j  a  a  a   2  2 


J  a 

bx 


—       1    „a?  +  \/#2— ■  a2       1  \    1   Jx       y 

■a2  —  -  abl — — *—  -  =  -xy  —  -  ab.  Il  -  -f-  \ 

2a*  2  a  2  2        \a   {    b 
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Comme ^xy  est  l'aire  du  triangle  OPM,  le  secteur  hyperbo- 
lique OAM  a  pour  expression  ^  ab.ll-  +  \  )* 

72.  Podaire  du  centre  d'une  conique. 

Si  r,  0  sont  les  coordonnées  polaires  de  la  projection  du  centre 
sur  la  tangente,  celle-ci  a  pour  équation 

x  cos  0  -|—  y/  sin  0  =  r. 

Elle  est  aussi  représentée  par 

xx'        y  y1 
~tf   +   b2    = 

En  identifiant  ces  équations  et  éliminant  x\  y'  entre  les  deux 
égalités  de  condition  et  a2y'2  -f-  b2x'2  =  a262,  on  obtient 

r2  =  cv  cos2  0  -f  b2  sin2  0. 

Telle  est  l'équation  de  la  podaire  du  centre  de  l'ellipse. 
L'aire  comprise  entre  les  axes  OX,  OY  et  la  podaire  est 

U  =  \  \    r2  dO  =  ]-  fZ(a2  cos2  0  +  h~  sin2  0)  dO 
2  J  o  2  J  o 

=  ]  y\[a2  -f  b-)  -f  (a2  —  62)  cos  20]  ^0  -  3  rJcr  +  62). 

Donc  l'aire  totale  de  la  podaire  est  moyenne  arithmétique 
entre  les  aires  des  cercles  qui  ont  pour  diamètres  les  axes  de 
l'ellipse. 

La  podaire  du  centre  d'une  hyperbole  équilatère  est  une 
lemiiiscate  de  Beriioulli,  ayant  pour  équation 

r~  =  a2(cos2  0  -  sin2  0)  =  a2  cos  20  : 

elle  a  la  forme  d'un  huit  couché,  les  tangentes  au  point  double 
faisant  un  angle  de  ïb1  avec  l'axe  réel  de  l'hyperbole.  L'aire 
totale  est 


J  o 


4  j  {\r2d§  -- 

Je- 


73.  Folium  de  Descartes.  —  Cette  courbe,  représentée  par 
l'équation 
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comprend  une  feuille  OaAB&O  et  deux  branches  infinies  OM, 

OR  (1, 159)  ;  celles-ci  ont  pour  asymptote  la  droite  x  -\-  y  -\-  1     -  0. 
L'équation  polaire  du  folium  étant 

3  sin  0  cos  0 

=  sin3  0  +  cos3  6  ' 

le  secteur   compris   entre   OX  et  un  rayon   quelconque   de  la 

fig.  8. 


boucle  a  pour  expression 

9  r°       sin2  0  cos2  0 


u 


2  !. 


o  (sin3  e  -f  cos3  &)2 


dO. 


Divisons  les  deux  termes  de  la  fraction  sous  le  signe  par 
cos6  6  et  posons  tg3  0  =  z;  il  vient 


9  r° 

U-2 


f e      tg»  e 

Jo  (i  +  tg 


clQ 


dz 


3ft\2 


O)2  cos2  6       2Jo(l  +-)5 


1 


2[_l  +  *Jo      2      2(l+tg30) 


,  3 


L'aire  de  la  feuille  correspond  à  0  =  v-  elle  est  donc  égale  a.^ 


oui*  aire 


2 


Le  secteur  OaAO,  qui  correspond  à  tg  0  =  \    ty  a  p 

Ainsi,  OA  et  OB  divisent  la  feuille  en  trois  parties  équivalentes. 
L'aire  comprise  entre  l'axe  OP,  l'asymptote  PX  et  la  branche  infinie  OM 
tend  vers  une  limite  finie.  En  effet,  l'aire  comprise  entre  la  corde  OM  et 
l'arc  OM  a  pour  mesure 


JII-— 1 


1 


l+tg36je  ""2(l+tg30;       2' 
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le  triangle  OPX  a  pour  mesure 

1  —  2  sin  OPN  sin  PON       1  sin  135°  sin  6    _  1  1 

2  ~sin  ONP  "  2  sin  (6  —  135°)  "  2(l+tg6)  "~  2' 

faisant  la  différence  on  obtient 

tg6-2 


2(tg*e-tge  +  i) 


+  i, 


et  passant  à  la  limite  pour  tg  Q  =  —  1,  on  trouve  -  • 

Donc  les  droites  OP,  OQ  divisent  en  trois  parties  équivalentes  Taire 
comprise  entre  l'asymptote  PQ  et  les  brandies  infinies  OM,  OR. 


Rectification  des  courbes. 

74.  Formules  de  rectification. 

1°  Soit  AB  =  s   l'arc   d'une   courbe   définie   par   l'équation 
y  =  f(x)  ou  par  les  formules  x  =  <p(£),  y  =  ^i(t);  on  a 

s  =  f    V/l+y2  don  =  f    \/l  +  f*{x)  doc, 

J  A  J  A 

s=  Ç*\fd&+dy*  =  rV^'W  +  TV;*. 

;a  J  a 

Les  limites  de  l'intégrale  sont  les  valeurs  de  la  variable  d'in- 
tégration aux  extrémités  A  et  B  de  l'arc. 
2°  En  coordonnées  polaires, 

f  '  \/r2  +  r'2  dO  =  I     \/  Jrdtf)*  +  tfr2. 
'a  Ja 


5  = 


3°  L'arc  AB  d'une  ligne  définie  par  les  équations  x  =  ©(f), 
y  =  ?i'(0»  *  ==  ?s(0  a  Pour  longueur 

5  =  (B  \ldoc2  -fd^^dz2  =   f    V  ?'2W +  ?'?(>) +  ?*M  #• 

J  A  .'  A 

Si  la  courbe  est  donnée  par  les  équations  de  ses  projections 
sur  les  plans  xz  et  yz,  on  a 


JA(SX+(î>'- 


s  = 
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75.  Arc  de  parabole.—   Soit  .s  l'arc  AM  (fig.  6).  L'équation 

V  cl  y 
y2  =  2px  donne  dx  =  J — -  ;  donc  (13) 

/lV(";'")>"^j,j>'."H ,-, 

Remarques.  —  1°  La  tangente  MT  rencontre  AQ  en  son  milieu  R  ; 
donc  AR  =-  y,  et  comme  AF  =  ô/>,  on  a  :  FR  =  -VV2+i>2.  Des  triangles 
MRQ,  RFA  qui  ont  leurs  côtés  perpendiculaires,  on  conclut  : 

MR      RQ           .                ySlW+Jë 
RF=AF'     ,,ou    MB  = 2^T    - 

Il  résulte  de  là  que  l'arc  de  parabole 

AM  =  MR  +  ^2(AR  +  ^- 

2  p 

2°  Si  la  parabole  roule  sans  glisser  sur  une  droite  fixe,  le  foyer  décrit 
une  chaînette. 

En  effet,  soient  m,  f  les  positions  des  points  M,  F  lorsque  l'arc  AM  a 
roulé  sur  AY,  et  prenons  sur  la  tangente  AIT  la  longueur  Ma=  mX.  Les 
coordonnées  (Y,  X)  de  /"par  rapport  aux  axes  AX,  A  Y  sont  égales  à  ail 
et  RF,  car  RF  est  perpendiculaire  à  TM;  on  a  donc 

X=RF=^VyMrP2, 

Y  =  AM-MR=^^iA/Z±Z. 
2  p 

La  dernière  relation  donne 

2Y 

y  +  \!y2  -\-pz  =  peV \ 

d'où  en  multipliant  les  deux  membres  par  \'  y2-\-p2  —p  : 

_2Y 

\J  y2  +pz  —  y=pe    p; 

puis,  en  combinant  les  deux  égalités  par  addition  : 

2Y  2Y 
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Le  premier  membre   est   égal   à   4X  :    donc    la    courbe   décrite   par   le 
foyer  F  a  pour  équation 

'  2Y  2Y 

V 


c'est  donc  une  cliainette,  de  paramètre  ~  (I,  337). 

76.  Arc  d'ellipse.  —  Soit  BM  =  s  l'arc  d'ellipse  compris 
entre  le  sommet  B  du  petit  axe  et  un  point  quelconque  M  ayant 
pour  coordonnées  x  =  a  sin  ©,  y  =  b  cos  vjfig.  4)-  Nous  aurons  en 

posant  -  =  k  : 
a 


s  =  I  r  \]dx*  +  dy%  =  y  \ldl  cos2  o  -f  b*~  sin2(p  ch 

J  0  J  0 

=  (  r  V«~  -T  ^l>m2o  <*p  =  «  j  r  \   1  —  kz  sin2  <©  <&>. 

J  0  J  0 

En  considérant  l'intégrale  comme  une  fonction  de  la  limite 
supérieure  -f  et  du  module  k,  Legendre  a  posé 

E(A,  cp)  =  j  r  \  1  —  A2  sin2  cp  dy. 

J  o 

La  fonction   E(A,  cp),  appelée   fonction  epsilon   ou  intégrale 

elliptique  de  seconde  espèce,  ne  peut  être  ramenée  aux  fonctions 

î 
élémentaires.  Mais  en  développant  (1  —  A*2  sin2  cp)2  par  la  formule 

du  binôme  : 

Il  1  13 

(1  —  li-  sin2  cp)2  =  1  —  -  k2  sin2  cp  —  s   -  h*  sin4  o  —  — ^-— -  £G  sin6  sa 

2  £ .  4  2.4.6 

1.3.5...  (2^  —  3)  ,2n    .   2n 

—  ... -—  -^- ^  /v2nsin2no  —  ...  , 

2.4  ...  2« 

et  intégrant  la  série  ainsi  obtenue  (30),  on  peut  obtenir  E(Â',  cp) 
avec  une  approximation  aussi  grande  qu'on  veut. 

Soit  /  le  périmètre  de  l'ellipse  ;  on  a,  d'après  ce  qui  précède  : 

î 


£Vr=* 


l  =  Aa  \      VI  —  A2  sin2  «>  cfa 

o 

i 


\a  [l     (\—\  k-  sin2  cp  —  J-  k*  sin4  cp  . .  .  W 
Jo    \         2  2.4  /   ' 
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Or  (31) 


i 


.    2n     .        (2n  —  l)r2i»  —  3)  ...  3.1  « 
2n(2«-2)...4.2       2' 


par  conséquent 

J  =  2-ft 


'ir '-(,:,  )»•-(,:;">-■' 


On  appelle  intégrale  elliptique  de  première  espèce  et  on  désigne 
par  F  (A*,  ©)  {fonction  digainma)  l'intégrale 


/ 


do 


o  \/l  —  £2sin2  o  ' 

i 
pour  la  calculer  on  développe  en  série  (1  —  k2  sin2  <?)~2. 

Comme  A  <  1,  on  peut  poser  A  =  sin  6.  On  appelle  o  l'ampli- 
tude, A  le  module,  0  l'angle  du  module  des  intégrales  E(A,  ©), 
F(A,  tp).  Les  tables  de  Houël  donnent  les  valeurs  de  E'A,  ©)  et 
de  log  F(A,  cp)  pour  les  valeurs  successives  des  angles  cp  et  o 
exprimées  en  parties  du  quadrant,  de  dixième  en  dixième  de 
quadrant. 

Exprimons  l'arc  d'ellipse  en  fonction  de  l'abscisse  x.  On  a 


il 


a 


Y  a2  —  ju~,     dy  —  — 


bxdx 


d'où 


a\dl  — x' 


1  — 


ds~  =  dx2  -f-  dy2 


a4 


1  — 


x  - 


C(X  ~  j 


a- 


C  X 

eu  posant  -  =  k,  --  =  X  on  obtient 
a  a 


a 


CV'r-S1- 


77.  Arc  d'hyperbole.  —  Soit  s  l'arc  d'hyperbole  commençant  au  som- 
met. Les  coordonnées  d'un  point  de  la  courbe  étant 


x  =  a  séc  0,     ?/  =  &  tg 


on  trouve  facilement 


Jo 


Va2  sin2  6  -f  èi    „ 
COS--8 
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Intégrons  par  parties  en  prenant  dv  =         —  ;  il  vient 


s=  tgO\'a2sin2Ô  +  62  _   j 


co 

0 


ac  sin- 


<iï. 


.'o  V«2  sin2  6  +  62 
Remplaçant  le  numérateur  par  (a2  sin2  6  -f-  6e)  —  £2,  on  trouve 

•0 


d0 


=tgô\/a2sin20-f  62  —       \/ a2sin26  +  ô2tf0-f  b2 

-  °  Jo  Va2  sin2  6 + 62 

Le  second  ternie  de  s  est  un  arc  d'ellipse,  car  il  est  égal  à 


a2  sin2  6  -}-  62(sin2  6  -f-  cos2  Q)dO  =  \     \/c2  sin2  0  +  b2  cos2  6  rfO. 

J  o 


a-  si 


Le  dernier  ternie  de  s  se  ramène  à  une  intégrale  elliptique  de  première 
espèce;  en  effet,  si  l'on  fait  0  =  -  —  cp,  on  trouve 


ds 


/a2sin20  +  6-- 


ti.  — 

=  p çfy i  rk        do 

J  ?  \Ja*(l— sin2<?)  +  62  ""  cj  ^  _>  g^ 


a 


où  c  désigne  \/a2  -f-  b2,  et  A-  le  rapport  -  •  Ce  terme  est  donc  égal  à 

c 

b2 

c 


F    *,-    -F(A>?) 


78.  Limaçon   de  Pascal.  —  L'équation  étant  r  =  a  cos  6  -f-  b, 
on  trouve  pour  l'arc  ayant  son  origine  sur  l'axe  polaire  : 


fv 


5=       \r2  +  r'2d0 


jy^n* 


+  2a&cos6o?0 


=  ("°  Y''  (a2  +  62)  f  cos2  *  6+sin2*  e)  +  2«//cos2  î  6  —  sin2  i  0  W 
Posons  a  +  6  =  a,  a  —  a  =  |3,  0  =  2<p;  alors 

=  2        Va2  cos2  ?  +  P2  siu2  ?<*?• 


s  = 


J  o 


L'arc  de  limaçon  s'exprime  donc  par  un  arc  d'ellipse.  Si  b  =  a, 
on  a  une  cardioïde  ;  dans  ce  cas, 

s=  \    \/2a2  -jr  2a2  cos  8  cffi  =  2a  j  °  cos  }  0  cfl  =  4a  sin  *  0. 

J  o  .  o  2  2 

Le  demi-périmètre  de  la  courbe   correspond   à   6  =  -  ;  il  est 
donc  égal  à  4a. 


79.  Fenêtre  de  Viviani  (*).  —  Soient  OA,  OH,  OC  dois  rayons 
rectangulaires  d'une  sphère.  Construisons  un  cylindre  droit 
(cylindre  de  Viviani)  ayant  pour  base  le  cercle  décrit  sur  Oxl 
comme  diamètre  dans  le  plan  AOB  ;  ce  cylindre  coupe  la  sphère 
suivant  deux  courbes  fermées.  La  portion  de  la  surface  de  la 
sphère  limitée  par  l'une  de  ces  courbes  est  appelée  fenêtre  de 

Fi  g-.  9. 


Viviani.  Dans  la  figure  9,  la  moitié  d'une  fenêtre  est  représen- 
tée par  OMAN. 

Cherchons  la  longueur  de  l'arc  CMA.  Les  coordonnées  d'un 
point  M  de  cet  arc  sont,  si  l'on  désigne  par  0  l'angle  POA=POMf  *) 
et  par  a  le  rayon  de  la  sphère, 

z  =  MP  —  a  sin  0,     x  =  OQ  =  OP  cos  0  =  a  cos2  8, 
y  =  PQ  :=  OP  sin  6  =  a  cos  0  sin  0. 
On  en  déduit 

d.r  =  —  a  sin  26^0,     dy  =  a  cos  2^0,     dz  =  a  cos  $db, 

par  conséquent 

ds-  =  a\l  -f  cos2  6)t/02  =  (a2  sin2  0  -f  2a°~  cos2  6)d6. 


(*)  Viviani  (Vincent),  né  à  Florence  en  1622,  mort  dans  la  même  ville  en 
1703. 

(**)  De  l'égalité  des  angles  PO  A,  PO  M  on  déduit  que  la  courbe  de  Viviani 
est  le  lieu  des  points  de  la  sphère  dont  la  longitude  est  égale  à  la  latitude, 
les  cercles  AB,  ANC  étant  pris  pour  équateur  et  pour  premier  méridien. 

L'équation  z  =  a  sin  6  montre  que  dans  le  développement  de  la  surface 
latérale  du  demi-cylindre  APOCMA  sur  le  plan  tangent  en  A  à  la  sphère  O, 

f  •     x\ 

la  courbe  AMC  se  transforme  en  un  arc  de  sinusoïde  I  y  =  a  Sin      I. 
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L'arc  AMC  a  donc  pour  expression 


f2  \Vsin2e  +  2a2cos-fn/0  =  m  2.vl    ,}  >  'A 

il  est  égal  au  quart  du  périmètre  d'une  ellipse  ayant  pour  axes 
2a  et  2ai/2. 

Solides  de  révolution. 

80.  Formule  de  cubature.  —  Soit  y  =  f(x)  l'équation  d'une 
courbe  plane  AB  rapportée  à  deux  axes  rectangulaires.  Consi- 
dérons l'aire  A.VB'B  comprise  entre  cette  courbe,  deux  ordon- 
nées Ai',   BB'  et  l'axe  OX,  et  proposons-nous  de  chercher  le 

Fis  io. 


A'      ÎT  N*       B'    X 


volume  Y  du  solide  engendré  par  cette  aire  lorsqu'elle  tourne 
autour  de  l'axe  OX. 

Partageons  A'B'  en  un  certain  nombre  de  parties,  et  sur 
chacune  de  celles-ci  comme  base  construisons  un  rectangle 
ayant  pour  hauteur  l'ordonnée  de  la  courbe  qui  correspond  à  sa 
première  extrémité.  Soit  MM'N'/n  l'un  quelconque  de  ces  rec- 
tangles et  appelons  x,  y  les  coordonnées  de  M,  dx  l'accroisse- 
ment M'X'  de  son  abscisse.  Lorsque  la  figure  tourne  autour  de 
OX,  le  rectangle  MM'N'/n  engendre  un  cylindre  qui  a  pour 
mesure  nyzdx. 

Si  les  parties  de  A'B'  décroissent  indéfiniment,  la  somme  des 
cylindres  engendrés  par  les  différents  rectangles  tels  que 
MM'X'/n   tend  vers   une  limite    déterminée,    indépendante    du 

mode  de  partage  de  A'B'  et  représentée  par  |  x~y2dx,  où  OA'  —  a, 

OB'  =  x  (43). 
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Cette  limite  étant,  évidemment,  le  volume  cherché,  on  m  la 

formule 

Remarques.  —  I.  Si  l'on  mène  AA",  BB"  perpendiculaires  à 
OY,  le  volume  engendré  par  l'aire  AA"BB"  tournant  de  OY  est 
donné  par  la  formule 


Vf=7î  \yh  xhhj  =  7t  \^x°~f\x)dx. 


La  première  intégrale  suppose  qu'on  remplace  x  par  sa  valeur 
en  y, 

II.  Si  une  courbe  fermée,  entièrement  située  d'un  même  côté 
de  OX  tourne  autour  de  cet  axe,  le  volume  engendré  a  pour 
expression 

où  3*j,  y  sont  les  valeurs  de  y  qui  correspondent  à  une  même 
valeur  de  x;  les  limites  x',  x"  sont  les  valeurs  extrêmes  de 

l'abscisse. 

81.  Formule  de  quadrature.  —  Soit  à  trouver  l'aire  S  engen- 
drée par  l'arc  AB  tournant  autour  de  OX.  Inscrivons  à  l'arc 
une  ligne  polygonale.  Cette  ligne,  en  tournant  avec  AB,  engendre 
une  aire  composée  de  surfaces  latérales  de  troncs  de  cône  Si 
MX  est  un  coté  de  la  ligne  inscrite  et  que  (x,  y),  (x  -j-  Aa\  y  4-  Ay) 
désignent  les  coordonnées  de  ses  extrémités,  l'aire  engendrée 
par  la  droite  MN"  est  égale  au  côté  MX  multiplié  par  la  demi- 
somme    des    circonférences   des   bases   du   tronc   ou    égale    à 

2~  (  y  +  ô  Ay  )MX.  L'aire  cherchée  S  est  la  limite  de  la  somme 

des  quantités  analogues  évaluées  successivement  pour  tous  les 
côtés  de  la  ligne  polygonale. 

Dans  la  recherche  de  cette  limite,  on  peut  négliger  les  termes 
-Ay.MX  qui  sont  du  second  ordre,  et  remplacer  la  corde  MX 
par  l'arc  MX  =  As  ;  il  en  résulte 

S  =  lim  S2icyA*  =  2*  [\p  ds  =  2-  f* y\J\    |  V2  dx. 
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82.  Volume  engendré  par  une  cycloïde  (fig\  n).  —  1°  Fai- 
sons tourner  une   cycloïde  AMB  autour  de  la  base  AC.   Les 


Fier.  ii. 


coordonnées  d'un  point  M  par  rapport  aux  axes  AC,  AD  étant 

x  =  a(0  —  sin  6),     y  =  «(1  —  cos  0), 
le  segment  APM  engendre  le  volume 


V  =  7T  \'  y*  dx  =  Tza?  \    (1  —  cos  0)3  ds 

=  Tra3  j"6  (1  —  3  cos  0  +  3  cos2  0  —  cos3  o)  ds. 


j  o 


-n  i  2   n  1   -|-  COS  20 

Remplaçons  cos2  0  par  -     — .—   -  >  cos3  o  par  cos  0  (1  —  sin2  q)  ; 


2 


il  vient 


V 


/*6  /5  3  \ 

-a3       f  ;~  —  4  cos  0  +  -  cos  20  -}-  sin2  0  cos  0  jds 

=  -a3  (-  8  —  4  sin  0  -f  ?  sin  20  +  ^  sin3  0^ 

Le  volume  engendré  par  une  arcade  entière  s'obtient  en  inté- 
grant entre  0  et  2~;  il  est  donc  égal  à  5~2a3. 

2°  Faisons  tourner  la  demi-arcade  AMB  autour  de  la  normale 
BC.  Si  l'on  prend  pour  axes  BD,  BC,  les  coordonnées  de  M  sont 

X  =  BQ  =  CA  —  PA  ■=  rt(-  —  0  -f-  sin  o), 
Y  =  MQ  =  PQ  —  MQ  --=  a{\  +  cos  o)  ; 

introduisant  l'angle  ©  =  ~  —  0  on  aura 

X  =  a'v  -j-  sin  *),     Y  =  a(l  —  cos  ©). 

Le  volume  engendré  par  le  triangle  mixtiligne  BAIL  tournant 
autour  de  BC  a  donc  pour  expression 

V  =  ~  I  J  X.~dY  =  Ta3  I  r  (o  |  sin  cp)2  sin  œ  do 


==  iza3 


ff  O2  sin  co  4  ?o  sin2  cp  4  sin3  o)  ch, 
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Or, 
|  ©2  si  11  rf  û?»  — — tp2cos<f  +  2j  5pcoscpo?çp= — ©2cosœ  |  -2<psin<ç>  -|-2cos<©, 

2<p  sin2  çprfcp  =  I  <p(l  —  cos  2<p)«fo  =9?2  —  s  ?  sin  2<p  —  .  COS  2cp; 

sin3  cpcfy  =    1(1  —  cos2  'f  )  sin  cpcty  =  —  cos  <p  4-  -  cos3  <p . 

On  en  conclut 

VI 


V  =  va1 


?    ^ 


cos  cp  )  -f-  'f  .sin  <p(2  —  cos  <p)  4-  cos  'f 


13" 


—  -cos2<p  4-3  cos3  cp—  j^ 


Le  volume  engendré  par  la  demi-cycloïde  correspond  à  <p  =  tc; 


'3  8 

on  trouve  -rca3  (  -  -k2  — 


83.   Aire  de  l'ellipsoïde  de  révolution.  —  Faisons  tourner 
autour  de  l'axe  OX  l'arc  BM  {fig.  4)-  Comme 


y  —  ~\j  a2  —  x2 ,      dy  = 


\J\Xj  LIJU 

a\l  a2  — x'' 


rt\/a2  —  °°2 


on  trouve  facilement 


S  ■=  \*2~i/ds  =  %   C \/a4  —  a2x2  4-  b2x2  dx. 
J  o  «2  J  0 

Nous  distinguons  les  deux  cas  dea>  /)  (ellipsoïde  allongé  ou 
ovaire),  et  a  >  6  (ellipsoïde  aplati  ou  planétaire). 
Si  a  >  Z>,  nous  posons  a2  —  Z>2  =  c2;  alors 


s-jwj^i-iÇ*,. 


CV 

Faisons  encore  -^  =0;  nous  aurons  (13) 
a 


S  = 


27T«2^ 


/>'-'- 


2^ 


7Tft2£ 


arc  sin 


*  +  *Vi— **)■ 


Neuberg    —  A 71.  //l/".,   //. 


98  — 


Pour  avoir. l'aire  totale,  on   intègre  entre  x  —  0  et  x  —  a,  on 
entre  z  =  0  et  2  >  puis  on  double  le  résultat.  On  trouve  ainsi: 

S  =  are  sin      -}-  2nbl. 

c  a 

Si  a  <  by  posons  b2  —  a2  =  c2,    *.,  =  s;  il  vient  (13) 


2™2£ 


fv 


1  -f^2^ 


-rt2/> 


L'aire  totale  a  pour  expression 

6 


A  i  +  z2  +  i *+Vi+*')  • 


+  2-//-' 


c  c/, 

L'une  et  l'autre  des  valeurs  de  l'aire  totale  prennent  la  l'orme 

indéterminée       lorsque  6  =  a,  c  =  0;   ce   qui   est   le   eas   de  la 
o 

sphère.  Mais  en  levant  l'indétermination  on  trouve  4ira2. 

Volume  d'un  solide  a  bases  parallèles. 

84.  Formule  générale.  —  Considérons  un  solide  terminé  par 
deux  plans  parallèles  P,   Q  {fig.   12).  Soient  OA  -    a,  <>B  —  b. 
OM    -  s  les  distances  d'un  point  fixe  ()  aux  bases  P,  <i  et  à  une 
Fig.  12.  Fi  g'.  i3 


section  quelconque  V  parallèle  aux  bases;  nous  supposons  que 
l'aire  de  cette  section  est  une  fonction  connue  cp(s). 

Divisons  la  droite  AB,  d'après  une  loi  quelconque,  en  un  cer- 
tain nombre  de  parties.  Par  les  points  ,de  division,  menons  des 
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plans  parallèles  à  P ;  et  sur  chaque  section  du  solide  par  l'un  «le 
ces  plans  et  sur  la  base  I*  construisons  un  cylindre  terminé  an 
plan  suivant.   Le  cylindre  construit  sur   V  a  pour  expression 

u(z)&Z. 

Lorsque  les  divisions  de  AB  décroissent  indéfiniment,  la 
somme  des  cylindres  tend  vers  une  limite  déterminée,  repré- 
sentée par  \\(z)dz.  Cette  limite  est  le  volume  du  solide  considéré. 

Remarque.  —  Si  2,  désigne  la  distance  d'un  point  fixe  0  à 
une  section  U,  comptée  sur  nue  droite  Oz1  qui  fait  avec  la  nor- 
male Oz  aux  bases  P,  Q  l'angle  e>  et  si  y(zx)  est  l'aire  de  P, 
on  a 

U  =  cos  e  ^(Z^dz^. 

J  ai 

Car  le  cylindre  construit  sur  U  a  pour  hauteur  As,  cos  o. 

85.  Omniformule  de  cubature.  —  Lorsque  ®(z)  est  de  la 
forme  As3  4-  V>z2  +  Cz  +  D  ou  Bz2  -f-  Cz  +  D,  le  volume  dn 
solide  peut  s'exprimer  en  fonction  de  la  hauteur  AH  —  h,  et  des 
aires  P,  Q,  R  des  bases  et  de  la  section  menée  par  le  milieu  de 
la  hauteur. 

Comme  l'expression  de  l'aire  d'une  section  reste  une  fonction 
dn  troisième  ou  du  second  degré  lorsqu'on  déplace  l'origine  O, 
nous  supposons  ce  point  situé  dans  le  plan  P  ;  alors 

V  -  |    v(z)dz  =  *  (:U//3  +  4B/r  +  6Ch  4-  12  D)//. 
J  o  '  1- 

Mais 

P  =  cp(o)  ---=  I),     Q  =  y(h)  —  A/*3  +  BA2  -f  Cfl  +  D 

Pv  =  *Q)  =  i  (A/<3  -f  2BA2  4-  4C/<  4-  8D)  ; 

ces  relations  donnent 

2P  4_  2Q  4-  8R  =  3AA3  4-  4BA2  4-  6Cfl  -h  12D. 
On  en  conclut  : 

V  =  ^(P4Q  +  4R).  (l) 

o 
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Cette  formule  est  appelée  o m  ni for mule  de  cubât  lire  on  règle 
des  trois  niveaux  (*).  Elle  s'applique  an  tronc  de  pyramide  à 
hases  parallèles  et  au  solide  compris  entre  deux  rectangles  a 
côtés  parallèles  et  quatre  trapèzes. 

86.  Applications.  —  1°  La  formule  {[)  s'applique  au  volume 
limité  par  une  surface  du  second  ordre  et  deux  sections  ellip- 
tiques parallèles  (fig.  i3).  Car  si  l'on  prend  pour  axes  coordon- 
nés les  axes  principaux  de  la  base  P  de  ce  volume  et  le  diamètre 
conjugué,  l'équation  de  la  surface  est 

mx2  -f-  ny2  =  pz2  -f-  qz  -j-  r\ 

les  demi-axes  d'une  section  parallèle  au  plan  xy  et  ayant   pour 
équation  z  =  zv  étant  égaux  à 

i  +  r 


Vpz\-\-qzl  -f_r        *lpz\  +  qz 


l'aire  de  cette  section  est 


\  mn 


(pz\  +  qz,  +*•).(**) 


Par  exemple,   pour  avoir  le   volume  d'un  ellipsoïde,   on    le 

considère  comme  compris  entre  les  plans  tangents  menés  par 

les  extrémités  d'un  axe  principal  ;  on  prend  donc  P  =  0,  Q  =  0, 

4 
E  =  ~ab,  h  =  2c,  ce  qui  donne  V  =  ^  itabc. 

«  o 

2°  Considérons  le  solide  (fig.  i/f)  qui  a  pour  bases  deux  triangles 

Fig.  14. 


(*)  Voir  Journal  de  mathématiques  élémentaires,  1886,  p.  79  et  1S87,  p.  17  : 
Nouvelles  Annales  de  mathématiques,  1880,  p.  529;  Mathesis,  1897,  p.  103. 

(**)  Cette  aire  est  donc  une  fonction  du  second  degré  de  la  cote  sl  de  la 
section,  cote  qui  ne  diffère  de  la  distance  de  la  section  an  plan  P  cpie  par 
nul  acteur  constant  (84,  Remarque.). 
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ABC,  A'B'C  situés  d'une  manière  quelconque  dans  deux  plans 
parallèles,  et  qui  est  limité  latéralement  par  les  surfaces  qu'en- 
gendrent les  côtés  d'un  triangle  A"B"C"  dont  les  sommets  se 
déplacent  sur  les  droites  A  V,  H  H',  CC,  et  dont  le  plan  reste 
parallèle  aux  bases  ABC,  A'B'C.  Ces  surfaces  sont  générale- 
ment des  paraboloïdes  hyperboliques. 

Prenons  deux  axes  rectangulaires  OX,  (.)  Y  dans  le  plan  ABC, 
et  un  troisième  ()Z  perpendiculaire  à  ce  plan.  Soient 

|    x  =  mz  -f- p,  j    x  =  m!z  -f- p\  i    x  =  m"z  -f- 1>' , 

\   y  =  m  -f-  q  ;  (    //  =  wrs   -h  7';  f    //  =  n"z  +7", 

les  équations  des  droites  AA\  BB',  CC  L'aire  A"B"C"  se  pro- 
jette  sur   le   plan   xy   en    vraie   grandeur  ;    elle  a  donc  pour 

expression 

mz  -f-  p    nz  -\-  7   1 

rn'z  +  p'    n'z  -h  7'  1 

m"z  -h  p"  ri'z  +  7"  1 


ou  As2  h  B^  -f  C,  A,  B,  C  désignant  des  constantes.  La  for- 
mule (1)  est  donc  applicable  au  solide  considéré. 

3°  Plus  généralement,  soit  ABCD...  un  polygone  plan  donné, 
et  soient  AA',  BB',  CC,  DD', ...  des  droites  menées  par  les  som- 
mets et  terminées  en  A',  B',  C,  D',  ...  à  un  plan  parallèle  au 
plan  ABC.  Supposons  qu'un  plan  parallèle  au  plan  ABC  coupe 
ces  droites  en  A",  B",  C",  D",  ...,  et  construisons  le  polygone 
A"B"C"D"...  Xous  pouvons  imaginer  un  solide  ayant  pour  bases 
les  polygones  ABCD...  et  A'B'CTV  ...,  et  pour  sections  les  poly- 
gones A"B"C"D"  ..  ;  la  surface  latérale  de  ce  solide  se  compose 
de  portions  de  paraboloïdes  hyperboliques  ou  de  plans.  Le 
volume  est  donné  par  la  formule  (1);  car  il  est  la  somme  de 
solides  de  l'espèce  considérée  au  2°,  ces  solides  ayant  pour  bases 
les  triangles  ABC  et  A'B'C,  ACD  et  A'Cl)',  etc. 

4"  La  formule  (1)  s'applique  également  au  solide  compris  entre 
une  surface  réglée  et  deux  sections  parallèles  qui  sont  des 
courbes  fermées.  En  effet,  si  l'on  inscrit  dans  l'une  de  ces 
courbes  un  polygone  ABC...  et  qu'on  mène  les  génératrices 
A  A',  BB',  CC1',  ...  de  la  surface,  terminées  en  A',  B',  C,  ...  à  la 
seconde  courbe,  on  trouvera,  en  faisant  tendre  les  côtés  du 
polygone  ABC...  vers  zéro  et  en  passant  à  la  limite,  la  for- 
mule (1)  pour  l'expression  du  volume  du  solide  considéré. 
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Exercices  et  notes. 

1.  On  donne  {fig.  i5)  une  circonférence  A,  un  diamètre  AI)  et  la  tangente 
A'  en  D.  Une  sécante  quelconque  menée  par  A  rencontre  A  en  M,  A'  en  N  : 
on  prend  sur  AM  la  longueur  AI*  -MX.  Le  lieu  de  P  est  une  cissoïde  de 
Diodes,  avant  un  rebroussement  en  A  et  pour  asymptote  la  droite  A';  son 
équation  est 

x3  a  si  n-  0 


//• 


>      oit     /• 


a  —  x 


cosO 


Trouver  1°  l'aire  comprise  entre  AD,  l'arc  AP  et  l'ordonnée  PQ  de  P  : 

Fig.  i5 


2°  l'aire  comprise  entre  l'arc  AP  et  sa  corde  :  .">°  le  volume  engendré  par  le 
segment  APQ  tournant  autour  de  AI)  :  4"  le  volume  engendre  par  le  seg- 
ment A.PQ'D  tournant  autour  de  A',  PQ'  étant  perpendiculaire  à  A'. 
Réponse.  1"  Une  intégration  par  parties  donne 

I  fx      - 

T     -  —  2x(ax  —  x2)i  -4-  S       \  ax  —  x2  dx  ; 

J  o 

pour  la  dernière  intégrale,  voir  £  13.  L'aire  comprise  entre  la  cissoïde  et 

A ,       :\-a~ 
1  asvmptote  A'  =  - 

1 

TT       1    2  fô(l  -cos28)2 

2      }  o       cos2  0 

Cx    x5 
:;.      V  =  -  I  dx;  effectuer  la  division  de  xz  par  —  .v    \-a  ... 

J  o  rt  —  x 

4"     V  ■=  îc   I      (a —  X)2dXf\  une  intégration  par  parties  donne 
.'  A 

V  =  -  (a  —  x)2  y  -f-  2~  f*  (a  —  œ)y  dx  . . . 

La  cissoïde  entière  et  le  cercle  A.  en  tournant  autour  de  A',  engendrent 
des  volumes  égaux    théorème  de  Slu/ei  (*). 


O  Voir  Mathesis,  t.  VI,  pp.  241,  245  et  273,  et  t.  VII,  p.  5. 
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2.  On  prend  sur  MA  fig   10)  un  segment  Mil  — XM  :  le  lieu  <U  R  est  nne 
strophoïde  ayant  pour  équation 


a  cos  26  4  /«  —  x 

ou     //    =  a?  \/ 
cos  0  il  a  -\-  x 


Cette  courbe  est  formée  d'une  boucle  et  <le  deux  branches  ayant  pour 
asymptote  la  symétrique  de  A'  par  rapport  à  A  ;  les  tangentes  au  point 
double  A  sont  inclinées  de  45°  sur  Al). 

L'aire  de  la  boucle  =  2a2  —  ~al\  l'aire  comprise  entre  les  branches 
infinies  et  l'asymptote  —  2a2    f  -  ira8;  le  volume  engendré  par  la  boucle 

tournant  autour  de  AI)  =  2ira3  (  12  —  -  I. 

3.  On  construit  sur  MX  (fig.  lo)  le  triangle  M IX  dont  le  cote  MI  est 
parallèle  à  A',  le  côté  NI  perpendiculaire  à  A'.  Le  lieu  de  I  est  la  courbe 

*  la  —  x    m 
d  A  g- ne  si  ayant  pour  équation  ?/  =  «%/  •  I  rouver  1  aire   comprise 

entre  DA,  l'arc  1)1  et  l'ordonnée  IS. 

(il  4    a  —  x 
\/  dx\  poser  x  =  a  sill-  cp,  etc. 

4.  On  donne  une  circonférence  A  et  un  diamètre  AB.  Une  circonférence 
ayant  A  pour  centre  coupe  la  courbe  en  M,  M'  et  le  diamètre  AB  en  X,  X'. 
Le  lieu  des  milieux  des  droites  MX,  MX',  M'X,  M'X'  se  compose  de  trois 
boucles.  Trouver  Taire  de  chacune  de  ces  boucles. 

L'équation  de  la  courbe  est  r  =  a  cos  0  cos  26.  La  boucle  intérieure  à  A  a 

•    a2 Y*  i  - 

pour  aire  -4-  -     . 

4    v4    '    3J 

5.  On  donne  une  circonférence  A  et  un  diamètre  AI)  (fig.  i5).  Soit  MS  la 
perpendiculaire  abaissée  d'un  point  quelconque  M  de  A  sur  Al).  On  pro- 
jette S  en  T  sur  la  corde  A  M,  et  T  en  K  sur  l'ordonnée  MI\  Le  lieu  de  K 
est  représenté  par  les  formules  (cp  =  angle  MAB 

x  =  a  cos2  cp,     y  =  a  cos3  a  *in  cp. 

L'aire  totale  limitée  par  cette  courbe  est  la  moitié  de  celle  du  cercle 
donné. 

6.  L'aire  limitée  par  la  courbe  x2î/z  =  (a  —  x)  (x  —  h)  a  pour  mesure 
-il   a  —  i  b)2. 

7.  L'aire  limitée  par  l'un  des  ovales  de  la  courbe  x2i/2  =  (a2 —  x-)(x*  —  b2) 

est  égale  à      (a  —  b)2. 

8.  L'aire  limitée  par  la  courbe  y-  =  x2  (a  —  èc)  (x  —  b)  a  pour  mesure 
lia    -b)2(a  +  b). 


-  104  — 

9.  Trouver  le  volume  engendré  par  une  arcade  de  sinusoïde  (y  =  sin  x  i 
tournant  autour  de  OX  ou  autour  de  la  normale  au  sommet. 


Réponse  :  1°   9  •  2°     ^        0G%  Slll 


x  dx  =  --  —  2~. 


10.  Volume  et  surface  engendres  par  la  chaînette  y  =  -  ie%  rf-  e  ^tour- 
nant autour  de  OX  ou  de  OY. 

Soient  A  le  sommet,  P  et  Q  les  projections  d'un  point  quelconque  M  de 
la  courbe  sur  les  axes  OX,  OY.  Le  volume  engendré  par  le  segment  OAMP 
tournant  autour  de  OX  a  pour  mesure 

ra3  /   2A        _ 2x        4X 

——  le*  —  a    a  4- 
8    V  a, 

_    .,    i    2x                2X  . 

i-tl~  I  IX 

la  surface  engendrée  par  lare  AM  a  pour  expression         (  e  '*  —  e     a  4- 

4    \  a 

Le  segment  AMQ  tournant  autour  de  OY,  on  a 

/M  /*x 

a;2  tfy  =  -x'~)./  —  2~      xy  dx: 

1  /    X  _X\  /»2      "  /    x  _x\ 

=  -  crx  (c,a  —  e  a  )  —  (ga  —  e  a Jdx,  ... 

L'arc  AM  engendre  une  surface  ayant  pour  expression 


2~  I    xds  —  -  I    xle'd  4-  e   a)o&», 


etc 


11.  Trouver  le  volume  compris  entre  la  surface  de  l'hyperboloïde  à  une 

x'2       y-       z~ 

nappe 1-  yz =  1,  le  ])lan  xy  et  une  section  parallèle. 

a2        b-        c~ 

x-      y2       z- 

12.  Volume  compris  entre  les  surfaces  de  l'hvperboloïde  —  4-'      —    -  =  1 

a-       à-       c- 

ct  de  son  cône  asymptote,  et  deux  plans  parallèles  au  plan  xy. 

13.  D'un  point  quelconque  M  d'une  circonférence  A,  on  abaisse  une  per- 
pendiculaire MP  sur  un  diamètre  fixe  AB.  Calculer  l'aire  et  le  périmètre 
de  la  courbe,  lieu  de  la  projection  de  P  sur  la  tangente  en  M  à  A. 

Les  coordonnées  d'un  point  de  la  courbe  sont  (a  =  angle  MO  A) 

x  =  a  COS  a(  1  4-  sin2  a),     y  =  a  sin3  a. 

9  f  [-  \ 

L'aire  totale  =  -  -a2  ;  le  périmètre  =  2a     1         „    „     . 
8  \  o\  .\j 

14.  Longueur  de  la  spirale  d'Archimède. 
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Comparer  cet  arc  à  l'arc  de  parabole 

15.  Trouver  l'aire  totale  limitée  par  la  courbe 


X  \3 


+ 


-    1. 


Les  coordonnées  d'un  point  de  la  courbe  étant  tT7=acos3cD,  ij  -6sin:;  &, 
le  quart  de  l'aire  cherchée  est  (31 1 


7T 


Sab       sin4  o  cob2  cpcfo  =  3a&       "sin4  cp  rY-v  —  I 


sin';  «  ofo 


o 


16.  Volume  engendré  par  la  courbe   précédente,   tournant    autour   de 
l'axe  OX. 


{JKab2  \    cos2^  sin7©efcp  =  i$T.ab~ 
J  o 


I-  K 

sin7  cp  «f«p—  I    sin9  <od<D 


32iro&2 

1 05 


17.  Si  n  >  0,  la  courbe  y  =  x"  divise  dans  un  rapport  constant  l'aire  du 
rectangle  formé  par  les  axes  OX,  OY  et  les  perpendiculaires  abaissées 
d'un  point  quelconque  M  de  la  courbe  sur  les  axes. 

18.  Trouver  l'aire  du  secteur  d'une  conchoïde  de  Xicomède 


a 


v    2 


U  =  l  Pf  —         -à)  c»,  etc. 
2  J o  Vcos  ^        J 

19.  L'arc  de  la  courbe  Sa2!/2  =  x2(a2  —  x2)  a  pour  expression 


a 


2\j2 


(26  +  si11  6  cos  6),    où     x  =  a  sin  0. 


20.  L'aire  comprise  entre  la  courbe  y~(a  —  x)  (x  —  b\  —  k-x~  =  0  et  ses 
asymptotes  x  =  a,  x  =  b  a  pour  mesure  -xk(a  -j-  6). 

21. Une  droite  AH  de  longueur  constante  glisse  entre  deux  droites  OX,OY. 
Un  point  C  de  AB  engendre  une  ellipse  qui  a  pour  aire  -  .CA.CA.  (Steiner.) 

Si  l'on  pose  CA  =a,  CB  =  b,  angle  BAO  =  ©.  angle  YOX  ==  f),  les  coor- 


données de  C  sont  x  = 


6  sin  (6 '+ y) 

sin  0 


aire 


ydx, 


«sin» 
y  =      .       '  ;  la  denn-ellii)sc  a  pour 
sin  0 


etc.     (*) 


22.  Une  droite  AB  de  longueur  constante  glisse  entre  deux  droites  xx', 
yy'  non  situées  dans  un  même  plan.  Trouver  le  volume  qui  est  compris 
entre  les  droites  xx1,  yy'  et  la  surface  engendrée  par  AB. 


(*)  Pour  les  exercices  21  et  22,  voir  Mathesis,  t.  I,  pp.  179-182,  et  t.  II. 
]>.  37.  Pour  l'exercice  23,  voir  Mathesis,  t  I,  p.  128  et  Journal  de  Mathéma- 
tiques spéciales,  1880,  p.  277,  et  1887,  p.  75. 
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Appliquer  l'ex.  21  et  le  S  85  en  observant  que  tout  point  de  AB  engendre 
une  ellipse. 

23.  Soient  A.A'  =  a  un  diamètre  d'une  circonférence  A,  A'  une  droite  per- 
pendiculaire à  A.V.  D'un  point  quelconque  M  de  A  on  abaisse  une  perpen- 
diculaire ML*  sur  A'.  La  droite  AI*  et  la  parallèle  à  A'  par  M  se  coupent  en 
\.  Le  lieu  de  N  est  une  piriforme,  avant  un  rebrousseinent  en  A  :  il  a  pour 
équation 

.',:;'  a  —  x) 

y  -     »    • 

où  /»  est  la  distance  de  A  à  A  .  Trouver  l'aire  totale  de  cette  courbe. 
On  a 

1    i"a 
l      -       !    x\  x(a  —  x)  <L<-\ 

I)  J  () 

]>oser  .v  —  n  cos-  cp,  etc. 

Toutes  les  pirit'ormes  qui  se  déduisent  du  même  cercle  générateur  A 
ci  de  différentes  positions  de  A',  sont  des  courbes  affines  :  les  ordonnées 
qui  correspondent  à  une  même  abscisse  sont  inversement  proportionnelles 
aux  valeurs  de  b.  Lorsque  A'  passe  par  le  centre  de  A,  l'aire  de  la  piri forme 
est  égale  à  celle  de  A  :  car  la  somme  de  deux  cordes  perpendiculaires  à 
A.V  et  symétriques  par  rapport  à  A'  est  égale  à  celle  des  cordes  corres- 
pondantes de  A.  Cette  remarque  donne  immédiatement  l'aire  de  la  piri- 
forme  générale. 

24.  Du  pied  de  l'ordonnée  MP  d'une  ellipse  on  abaisse  une  x^erpendicu- 
laire  sur  la  tangente  en  M.  Trouver  l'aire  de  l'enveloppe  de  cette  droite. 

25  Une  droite  AI>  roule  sur  une  courbe  convexe  A:  l'extrémité  A  est  le 
point  de  contact  et  la  longueur  AP>  varie  d'après  une  loi  connue.  Si  par  un 
point  fixe  A  on  mène  une  droite  OC  qui  est  constamment  parallèle  et  égale 
a  AIL  les  droites  OC  et  AB  engendrent  des  aires  égales.  (Steiner.) 

Applications.  —  I.  On  porte  une  longueur  constante  m  sur  la  tangente  à 
une  ellipse.  L'extrémité  de  cette  longueur  engendre  une  courbe  ayant  pour 
aire  ~  <t/>    j    m2). 

IL  On  projette  un  point  quelconque  M  d'une  ellipse  sur  la  tangente  au 
point  M'  diamétralement  opposé  à  M.  La  courbe  engendrée  par  la  projec- 
tion a  pour  aire  Ë  -|-  4(P  —  L,  où  L  est  l'aire  de  l'ellipse,  P  l'aire  de  la 
podaire  «lu  centre. 

26.  Aire  de  la  courbe. 

.,111+1  cn\     l 

(C  ,  b  =  1  . 

rn\  -  I      '         um  —  [ 

Si  Ton  fait  y=  L\,  on  trouve  les  équations  paramétriques 

/ni— 1  /m  |  l 

a¥™  +V     f/        at2m  -|~  />' 

ensuite  V        \   "  •  -  '  -  arc  tg   Wf)H    C. 

V  a    2mb  n    x  V  hj    ' 
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$a*bx* 


27.  L'aire  comprise  entre  la  courbe  y  = ■  —  ,  ..  et  l'axe  OX  est  égale 

t.i-~   |  a*/ 

à  -c*/> 

28.  Trouver  l'arc  de  hi  courbe  y-k  =  a.£2k  ;  !,  /.'  étant  un  nombre  entier 
quelconque. 

29.  L'arc  «le  la  logarithmique  y  —  ex,  si  l'on  pose  ,v       /  tgtp,  se  L'amène  a 

Ç  (sin-  co    |    COS2  »)ûfe  ,  ,        -    ,    ,, 

■  -   '  —    -  sec?  -f  *tg£  +  C. 

30.  Une  arcade  de  sinusoïde  (//  =  sin  x)  a  pour  longueur  2\   'J  El      #>  ,  -  1. 

31.  Déterminer  u  et  6  de  manière  que  la  courbe  y-  =  ax4   [-  b.v-  soit  rec- 
tit'iable. 

On  a  ,/.,--'         UlV  +  (-4ll/j    b  ?M±  £  ±  9  «fai  ; 

ax*'-  -}-  ^ 

fendre  le  numérateur  carré  parlait. 

ij~        z2      rt 

32.  Trouver  le  volume  du  paraboloide  elliptique-  —  ',:.'■.  compris 

P  <1 

entre  le  sommet  et  une  section  perpendiculaire  à  l'axe  OX. 

33.  Trouver  le  volume  limité  par  la  surface 

?*         +  ^        =  1 

[az  +  bf        [cz  +  d)2 

et  par  deux  plans  i)arallèles  au  plan  xy. 
Les  sections  horizontales  sont  des  ellipses  ;  appliquer  le  §  SI 
('n  cas  particulier  de  cette  surface  est  le  coin  conique  de  Wallis,  <pii  u 

pour  équation  ct2y2    \-  cczz2     =  b2z2. 

34.  Surface  engendrée  par  une  arcade  de  cycloïde  tournant  autour  de  la 

base    [  S     -       -a 


\ 

35.  Volume  d'un  conoïde  elliptique. 
La  directrice  rectiligne  étant  Taxe  des  s-,  le  plan  directeur  le  plan  \\r- 

la  seconde  directrice  l'ellipse  x  =  cl,  '  ,  4~  ] ,   =  1,  une  section  horizon- 

a~        b- 

taie  du  solide  a  pour  mesure         \b2  —  s2;  il  en  résulte  V  =      tzabd. 

La  décomposition  du  volume  en  tranches  élémentaires  parallèles  au 
plan  directeur  montre  immédiatement  que  le  volume  est  égal  au  produit 
de  la  base  par  la  moitié  de  la  distance  de  la  directrice  rectiligne  au  plan 
de  la  base. 

?,(\.  L'aire  d'une  zone  de  paraboloide  de  révolution  a  pour  mesure 

!|[l>2    h^-(#+K)^]. 
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37.  Trouver  l'aire  d'une  zone  d'hyperboloïde  de  révolution  à  une  ou  deux 

nappes. 

2  t  2 

38.  La  surface  engendrée  par  une  astroide(.x':j  -\-  //:i  =  à*  )  tournant     au- 

12 
tour  de  ()X  a  pour  mesure        Tzar. 

5 

39.  La  surface  engendrée  par  la  cardioïde 

x  =  a(2  eos  -/  —  cos  2«),     y  =  a(2  sin  a  —  sin  2a) 

128 
tournant  autour  de  OX  a  pour  mesure  ira2. 

o 

Quadratures   approchées. 

87.  La  détermination  des  aires,  des  longueurs  des  ares,  etc., 
se  ramène  à  une  ou  plusieurs  intégrations  relatives  à  une  seule 
variable;  lorsque  ces  intégrations  sont  impossibles  sous  forme 
finie,  on  a  recours  à  des  formules  d'approximation. 

Une  intégrale  définie    |    f\x)dx,  représente  l'aire  U  comprise 

entre  la  courbe  y  =  f(x),  l'axe  OX  et  les  ordonnées  AA',   BB' 
correspondantes  aux  abscisses  a,  b  \fig.  i(>).   Divisons  la  base 

Fisc.  i#. 


£>      X 


AJB'  en  n  parties  égales  aux  points  C,  I)',  .  .,  et  menons  aux 
points  de  division  les  ordonnées  C'C,  D'D,  ....  Si  l'on  appelle 
y0,  y,,  y,,  ...,  yn  les  ordonnées  A'A,  C'C,  I)fI),  ...  1VB,  et  h  l'une 
des  parties  de  A  IV,  la  somme  des  trapèzes  rectilignes  AA'C'C. 
CC'D'D,  ...  a  pour  expression 


U 


.,!//,.  -1-2//.,  +-2?/2    h  •••  +2y„_i    h.Vn). 


(T)  est  une  première  valeur  approchée  de  U. 
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Au  milieu  de  chacune  des  divisions  A'C,  ("I)',  ..  menons  une 
ordonnée  de  la  courbe;  soient  y\,  y'.,,  ...  y'n  ces  nouvelles 
ordonnées.  Si  à  l'extrémité  de  chacune  d'elles  on  mène  la  tan- 
gente à  la  courbe  et  qu'on  limite  cette  droite  aux  deux  ordonnées 
primitives  voisines,  on  obtient  une  seconde  suite  de  trapèzes 
rect dignes  (dont  nous  n'avons  dessiné  que  le  premier,  ///A 'C'y/ 
ayant  pour  somme 

v%  =  h(y\+y\  +  ...+y>n), 

U2  est  une  seconde  valeur  approchée  de  U. 

Supposons  que  l'arc  AB  soit,  dans  toute  son  étendue,  concave 
ou  convexe  vers  l'axe  OX  ;  alors  U  est  compris  entre  U^  et  U2. 

On  peut  prendre  pour  valeur  approchée  de  U  toute  valeur 
intermédiaire  entre  XJX  et  U2,  par  exemple  la  quantité 

Cette  valeur  U3  est  due  à  Thomas  Simpson.  On  l'obtient 
encore  en  remplaçant  les  arcs  AC,  CD,  ...  de  la  courbe  proposée 
par  des  arcs  de  parabole  passant  respectivement  par  les  extré- 
mités des  ordonnées  (y0,  y',,  y,),  (ylf  y'.>,  r,),  ...  (y„_i,  y'„,  yn),  et 
ayant  leurs  diamètres  parallèles  à  OY.  En  effet,  considérons 
(fi  g,  16)  l'aire  limitée  par  une  droite  P'Q',  deux  perpendiculaires 
P'P,  Q'Q  et  un  arc  de  parabole  PRQ  dont  l'axe  est  parallèle  à 
P'P.  Prenons  pour  axes  coordonnés  P'Q,'  et  la  perpendiculaire 
1  R  au  milieu  I  de  P'Q',  et  désignons  la  longueur  VQ'  par  21,  les 
ordonnées  P'P,  Q'Q,  IR  par/?,  <j,  r.    L'équation  de  la  parabole 

étant  de  la  forme 

y  =  Aar8 +'2Ba? -f-C, 


l'aire  PP'Q'Q  a  pour  expression 

r+i  r  a  r3 

( kx*  +  2Bx  +  C)dx  =  r  ;    +Ba?£  +  Cflf 


+'       l 

--(2A^-f-6C). 
-l       o 

Les  ordonnées  j),  r,  y  correspondent  aux  abscisses  —  /,  o,  /; 
donc 

p  -=  kï  —  2\U  +  C,     o  =  kl~  -f  2B/  +  C,     r  =  C, 


d'où  Ton  conclut 


PP'Q'Q  =^  +  q  +  4fJj. 
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En  appliquant  cette  expression  aux  différents  trapèzes  cur- 
vilignes tonnes  par  les  ares  de  parabole,  OX  et  les  ordonnées 
CVoi  Xi)>  (.Vu  Xz)»  •■  >  on  trouve 

g  '.'/„  f  4y',  H-yO,    g  (y,  -r  l//,  4-.y2),  ...; 

la  somme  de  ces  quantités  est  égale  à  U3  (*;. 

INTÉGRALES    CURVILIGNES. 

88.  La  notion  d'intégrale  définie  peut  être  présentée  sous  une 
forme  qu'il  est  utile  de  signaler,  bien  qu'elle  n'implique  aucune 
idée  nouvelle. 

Soit  F(.\\  y)  une  fonction  qui  prend  en  chaque  point  (.\\  y) 
d'une  ligne  donnée  AB  une  valeur  bien  déterminée.  Divisons 
l'arc  AB  en  un  certain  nombre  d'intervalles  par  les  points  de 
subdivision  A,,  A2,  ...,  An-i,  et  appelons  (.v(1,  y0),  (xlf  y,),  ..., 
.v„  -i,  yu-i),  (X,  Y)  les  coordonnées  des  points  A,  A,,  ...,  A„  i,  B. 
11  est  facile  de  voir  que  la  somme 

S      F<  '•„,  ?/o)(#i  —  ^o)-fF(^i»yi)(^2  —  a?1)4-...4-F(^n-i,yn-i)lX— a?B_i) 

tend  vers  une  limite  déterminée  quand  le  nombre  n  augmentant 
indéfiniment,  les  intervalles  tendent  vers  zéro. 

En  effet,  prenons  d'abord  le  cas  le  plus  simple  où  à  une  valeur 
de  x  correspond  un  seul  point  de  l'arc  AB.  Soit  y  =  ©(#)  la 
valeur  de  l'ordonnée  et  représentons  F[x,  ©(#)]  par  /'(.vl  La 
somme  considérée  pourra  s'écrire 

f(0C0)(û0y  —  000)  -h  f{xl)(x2  —  XY)  -f  ...  4-  /*(#n-l)(X  —  a?n-l)  î 

donc,   d'après   un   théorème  connu,   elle   tend  vers  une  limite 

déterminée,  représentée  par   \'    j\x)(L\. 

Dans  les  autres  cas,  on  peut  partager  l'arc  de  courbe  en 
différentes  parties  pour  lesquelles  à  chaque  valeur  de  a*  ne 
correspondra  qu'une  valeur  de  y,  et  calculer  l'intégrale  sur 
chacune  de  ces  parties  en  remplaçant  y  par  la  fonction  ®(x) 
correspondante;  la  somme  des  différents  résultats  sera  la  limite 
de  S. 

(*)  Pour  cette  question  on  peut  consulter  .Vathesis,  t.  I,  p.  17. 
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La  limite  de  s  se  représente  par  le  symbob 

jcF(*,y)dx, 

011  C  désigne  l'arc  A  B  ;  on  dit  que  c'est  une  intégrale  curviligne 

prise  le  long-  de  la  ligne  C,  depuis  A  jusqu'à  I>. 

Remarques.  —  I-  On  définira  de  même  les  symboles 
J>V,//H>/,     fcF(r,*)cR,     j"cF(r,6)rfrf 

où  /\  '.'  sont  les  coordonnées  polaires  d'un  point  de  la  ligne  AI». 

II.  La  courbe  C  est  quelquefois  définie  par  deux  égalités  de 
la  forme  x  =  »(£),  r  =  <f>i(f)  et  l'arc  AB  s'obtient  »jn  faisant  varier 
/  d'une  manière  continue  de  t0  à  tx.  Alors  on  a  généralemenl 


'  c  J  t,, 


89.  Nous  allons  éclaircir  les  notions  précédentes  an  moyen 
de  quelques  exemples. 

1°  Si  la  fonction  F(x,  y)  se  réduit  à  ;/,  l'intégrale  |(.  F(x,  y)dx 

représente  une  aire. 

Prenons  pour  C  une  courbe  fermée,  par  exemple  l'ellipse  de 
la  figure  5  (p.  83;.  Sur  Tare  supérieur  AD B,  l'ordonnée  de  la 
courbe  est 


yx  =■  ax  -f  6  +        \nx2    [    2poc   \-  q, 


A 
et  sur  l'are  inférieur  BEA,  elle  est 


y 2  =  a#  +  ô  —       \  ma*2  +  ?pa?   |    7  : 


A 

nous  avons  donc 

r  -x"  ,*x<  /•*» 

,'  c'  J  x''  J  x"  '  J  x' 


de  sorte  que  \cydx  représente  bien  l'aire  de  l'ellipse. 

2°  Si  l'on  fait  varier  cp  de  0  à  2~,  le  point  (a  cos  »,  &  sin  »)  par 
court  une  ellipse  ABA'IVA  {flg.  £),  et  le  symbole 

C    7    •  -,  /    "'-       ('os  2»~|2~  , 

?/  c/,r  — -   —       6»  sm  »  .  a  sm  9  ch  ==  —  «6»     '-  —  — -— i        =  —  r.ao 

Je  Je  L2        .  2      Jo 
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donne  l'aire  de  l'ellipse  changée  de  signe.  Ce  résultat  s'explique 
facilement  :  l'élément  ydx  est  négatif  sur  l'are  A  HA'  parée  que 
dx  est  négatif,  et  aussi  sur  l'are  A'B'A  à  cause  du  signe  dey. 

3°  Le  symbole  ~       (xdy  —  ydx)  représente  l'aire  bala3Tée  par 

~.'  c 

le  rayon  OM  dont  l'extrémité  M  parcourt  la  courbe  C;  mais  il 
Fig.  17.  Fig.  18. 


faut  considérer  un  élément  OMM'  de  cette  aire  (secteur  coin- 
pris  entre  deux  rayons  infiniment  voisins  OM,  OM')  comme 
positif  ou  négatif  suivant  que  la  rotation  du  rayon  générateur 
a  lieu  dans  le  sens  qui  amène  OX  sur  OY  ou  dans  le  sens 
opposé. 

Par  exemple,  si  l'on  applique  le  symbole  à  l'ellipse  (fig.  Ij) 
représentée  par  les  formules 


x 


a  f  «  cos  cp,     y  =  p  4-  &  sin  rf , 


l'élément  -.  (xdy  —ydx)  est  positif  sur  l'arc  ABT,  négatif  sur 

l'arc  TBT',  positif  sur  l'arc  T'A  ;  donc  le  symbole  est  la  diffé- 
rence des  valeurs  absolues  dee  secteurs  OT'AT  et  OTBT',  ou 
l'aire  de  l'ellipse.  Effectivement, 


xdy  —  ydx  —  (a  -f-  a  cos  <p) .  b  cos  «pofo  -f-  (3  4-  b  sin  cp)  a  sin  cprfœ 
=  abd<f  -j-  xb  cos  wh  -f-  «P  sin  ydy, 


d'où 


-  J     (a%  —  ydx)  =  - 


a£><p  -j-  a&  sin  cp  —  ap  cos  cp 


=  ~ftè. 


vSi  l'origine  des  coordonnées  est  à  l'intérieur  de  la  courbe, 
tous  les  éléments  de  l'intégrale  sont  positifs,  et  leur  somme 
donne  encore  l'aire  r.ab. 
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4°  Si  l'on  prend  pour  F(a\  r)  la  fonction  nyz,  \cny2dx  repré- 
sente un  volume  de  révolution  autour  de  l'axe  OX;  De  même 
|c  r.x2dy  représente  Un  volume  de  révolution  autour  de  Taxe  O Y. 

Appliquons  le  dernier  symbole  à  l'arcade  OAB  (fig.  18)  de  la 
sinusoïde  qui  a  pour  équation  y  =  sin  x,  x  variant  de  0  à  -.  L'élé- 
ment de  volume  izx2dy  est  positif  sur  l'are  OA,  négatif  sur  l'arc 
A  H  ;  par  suite  le  symbole  est  la  différence  des  volumes  engen- 
drés par  les  aires  OBAD  et  OEAD  tournant  autour  de  OY  ou 
le  volume  engendré  par  l'arcade  OAB.  Ce  volume  est  affecté  du 
signe  —  si  l'on  intègre  entre  0  et  -. 

Un  calcul  facile  donne 

-x'zdy  =  7t  I  x2  co*X(/.r 

=  -  I  x2  sin  x  -f-  2x  cos  x  —  2  sin  x  -  2~2. 


CHAPITRE  VI. 

APPLICATIONS    GÉOMÉTRIQUES 
INTÉGRALES  MULTIPLES. 


CUBATURE    DES    SOLIDES    EX    GENERAL. 

90.  Formule  de  cubature  en  coordonnées  rectangu- 
laires. —  Considérons  (fig.  ig)  une  surface  cylindrique  dont 
les  génératrices  sont  parallèles  à  l'axe  OZ  et  s'appuient  sur 
une  courbe  fermée  C,  située  dans  le  plan  XOY,  et  cherchons 
le  volume  V  qui  est  limité  latéralement  par  cette  surface  cylin- 
drique, inférieurement  par  le  plan  XOY"  et  supérieurement  par 
une  portion  de  surface  courbe  continue  S  ayant  pour  équation 

s -/"(*.  y)- 

NEUBERG,  il  il'.  ////'.,  //.  8 
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Divisons  l'aire  de  la  base  C  eu  un  nombre  très  grand  de  rec- 
tangles très  petits  au  moyen  d'une  série  de  parallèles  à  OX  et 
d'une  série  de  parallèles  à  OV.  Construisons  ensuite  sur  chacun 
des  rectangles  comme  base  un  parallélipipède  droit,  que  nous 
limitons  supérieurement  à  la  surface  S.  Pour  plus  de  facilité 
nous  avons  reproduit  à  part,  en  abcda'b'c'd',  un  de  ces  paralléli- 
pipèdes;  il  correspond  par  exemple  au  rectangle  ombré  de  la 

Fi  g:   kj. 


première  figure.  Soient  x,  y,  z  les  coordonnées  du  point  a'  de 
la  surface  S,  et  Aa%  \y  les  côtés  ab,  ad  du  rectangle  abcd. 
Menons  encore  par  a'  un  plan  parallèle  au  plan  XOY  et  coupant 
les  arêtes  bb\  cc\  dd'  en  b",  c",  d";  le  parallélipipède  abcda'b'c'd" 
a  pour  mesure  cA.vAy.  Le  volume  cherché  V  peut  être  considéré 
comme  la  limite  vers  laquelle  tend  la  somme  des  parallélipipèdes 
analogues  à  abcda'b"c"dll9  lorsque  les  dimensions  des  rectangles 
dans  lesquels  on  décompose  la  base  C,  tendent  vers  zéro  (*). 
Pour  exprimer  cette  relation,  on  écrit  : 

■V  =  f|  zdxdy, 

ou  en  remplaçant  z  par  sa  valeur  : 

y  =  ||  f[oc,  y)  dxdy  ; 


("j  Cette  proposition  peut  être  établie  en  toute  rigueur  ;  voir  par  exemple 
les  Traités  d'Analyse  par  Jordan,  Picard  ou  Appeix. 
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les  deux  signes  (  indiquent  que  le  calcul  de  V  par  cette  formule 
exige  deux  intégrations  successives. 

L'expression  (  J  f(x,y)dx  dy  est  appelée  une  intégrale  double, 
et  on  dit  qu'elle  doit  être  étendue  à  Vaire  de  la  courbe  C. 

Pour  la  déterminer,  évaluons  d'abord  la  somme  ï  de  tous  les 
filets  prismatiques  zdxdy  qui  ont  pour  base  l'un  des  rectangles 
compris  entre  deux  parallèles  mm"  et  un"  à  l'axe  OY,  situées 
aux  distances  Om  ==  x,  On  =  x  -\-  dx  de  l'origine;  cette  somme 
donne  une  tranche  de  volume  m'n'm"nnp'q'p"q"  comprise  entre 
deux  plans  parallèles  au  plan  VOZ.  Comme  x  et  dx  sont  cons- 
tants pour  tous  les  filets  composant  cette  tranche,  et  que  y 
varie  par  degrés  insensibles  depuis  Vordonnée  d'entrée  mm!=  yx 
jusqu'à  Vordonnée  de  sortie   mm"  =y2>  on  a 

T  =  dx  \yif{x,!,)dy.  (1) 

Les  limites  ylt  y2  sont  les  deux  valeurs  ûe  y  qui  corres- 
pondent à  une  même  valeur  de  x  sur  le  périmètre  de  la  base  C  ; 
ce  sont  des  fonctions  dex.  Le  résultat  de  l'intégration  de  f\x,y)dy 
entre  les  limites  yl  et  y2  donne  une  certaine  fonction  ty(x).  La 
tranche  de  volume  m'n'm"nnp'q'i>"q"  a  ainsi  pour  expression 
ï  =  >l{x)dx. 

Il  reste  maintenant  à  faire  la  somme  de  toutes  les  tranches 
analogues,  qui  composent  le  volume  V.  Menons  les  tangentes 
KK',  LL'  à  la  base  C,  parallèles  à  OY  ;  soient  OK  —  xlt  OL  =  x2 
les  abscisses  de  ces  droites.  Pour  avoir  le  volume  total  V,  il 
faut  faire  coïncider,  successivement,  mm"  avec  toutes  les  paral- 
lèles à  OY  menées  entre  KK'  et  LL',  ou  faire  la  somme  des 
valeurs  que  prend  <\>(x)dx  lorsque  x  varie  par  degrés  insensibles 
de  .v,  à  a\>.  On  en  conclut  : 

'H 

y[œ)dx. 


Pour  rappeler  l'origine  de  la  fonction  'l(x),  on  écrit  aussi  : 

V  =  f*  dx  P2  f{x,  y)dy.  (2) 

J  xi       J  y: 

91.  Remarques.  —  I.  Au  lieu  de  ranger  les  filets  prismatiques 
par  files   parallèles   au   plan  des  yz,  on   peut  considérer  une 
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tranche  du  volume  comprise  cuire  deux  plans  parallèles  au  plan 
des  xz,  d'ordonnées  y  et  y  -f-  dy.  Une  telle  tranche  a  pour 
expression 


dy  |    ~  f(x\  i 


y  )dx  ; 


l'intégration  se  l'ait  donc  par  rapport  à  ,\\  y  et  dy  étant  cons- 
tants, et  les  limites  xly  x2  sont  les  valeurs  de  x  qui  sur  le  péri- 
mètre de  C,  correspondent  à  une  même  valeur  de  x.  La  somme 
des  tranches  analogues  qui  composent  le  volume  V  est  donnée 
par  la  formule 


fy2  fX'2 

V  =         dy  \      f(x,  y)dx 


(3) 


où  les  limites  y,,  y2  sont  les  ordonnées  des  tangentes  de  V 
parallèles  à  l'axe  OX. 

Il  importe  de  remarcpier  la  différence  de  signification  des 
lettres  xu  x2,  ylf  y,  dans  les  deux  formules  (2)  et  (3). 

IT.  Le  volume  compris  entre  le  plan  XOY  (fig.  2o),  quatre 

Fig.  20.  Fig.  2i 
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plans  verticaux  représentés  respectivement  par  les  équations 
x  =  aclf  .v  =  5C2,  y  =  yx,  3^  =  y2,  et  la  surface  z  ==  /'(.v,  y)  est 
encore  donné  par  l'une  ou  l'autre  des  formules  (2)  et  (3). 

TTI.  Le  volume  compris  entre  le  plan  XOY  {fig.  xi),  deux 
plans  verticaux  ADD'A',  BCC'B'  ayant  pour  équations  .v  =-  .v,, 
.v  =  x2,  deux  surfaces  cylindriques  verticales  A  BB'A',  CDD'C'et 
la  surface  z  =  f(x,  y)  est  également  donné  par  la  foi-mule  (2), 
3*!  et  3%  représentant  les  ordonnées  qui,  dans  les  directrices  Ali, 
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\)C  des  deux  surfaces  cylindriques,  correspondent  à  une  même 

valeur  de  x. 

IV.  La  formule  (2)  peut  être  considérée  comme  un  cas  parti- 
culier de  celle  du  §  84  ;  car  une  section  m,m"p"p'  du  solide  par 

un  plan  parallèle  au  plan  YOZ  a  pour  aire         f (x,  y)dy,  ainsi 

qu'on  le  voit  facilement  en  la  projetant  sur  le  plan  YOZ. 

V.  Pour   trouver   le   volume   limité  par  une  surface   fermée 

F(x\  y,  z)  =  0,  que  nous  supposons  située  entièrement  au-dessus 

du  plan  XOY,  nous  circonscrivons  à  cette  surface  un  cylindre 

vertical     La  courbe   de  contact,   représentée   par    le    système 

d'équations 

ôF 
F(œ,  y,*)  =  0,      ^  =  0, 

sépare  la  surface  donnée  en  deux  parties  Wn  W2.  Le  volume 
cherché  est  la  différence  de  deux  cylindres  verticaux  ayant 
même  base  dans  le  plan  XOY'  et  terminés  respectivement  par 
les  portions  de  surface  W1%  W2.  On  en  conclut  : 

\   =         dx        (zx  —  z%)dy. 


Dans  cette  égalité,  zx  et  z2  sont  les  deux  valeurs  de  z  qu'on 
déduit  de  l'équation  F(*v,  .V,  z)=0.  Les  valeurs  des  limites  y^y.,, 
xlf  x2  résultent  de  la  base  du  cylindre  circonscrit. 

92.  Exemple  I.  —  Aux  sommets  A,  B,  C,  D  d'un  rectangle 
(fig.  20),  élevons  des  perpendiculaires  AA',  BB',  CC,  DD'  de  lon- 
gueurs quelconques  ;  nous  supposerons  les  extrémités  A',  B\C',D' 
non  situées  dans  un  même  plan.  Construisons  ensuite  un  parabo- 
loïde  hyperbolique  dont  les  génératrices  sont  parallèles  au  plan 
ADD'  et  s'appuient  sur  les  droites  A'B\  CD';  les  droites  A'D\ 
B'C  étant  deux  génératrices  particulières,  le  même  paraboloïde 
peut  être  engendré  par  une'droite  qui  se  meut  parallèlement  au 
plan  ABB'  en  s'appuyant  sur  A'D'  et  B'C.  Xous  cherchons  le 
volume  Y  du  parallélipipède  droit  construit  sur  ABCD  et  limité 
supérieurement  par  le  paraboloïde. 

En  choisissant  convenablement  l'origine  des  coordonnées 
dans  le  plan  ABCI)   et    en    prenant    les   axes   parallèles   aux 
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droites  AB,  AD,  AA',  on  peut  représenter  le  paraboloïde  par 
l'équation  (*) 

z  =  mxi/  -f-  n>  (li 

Le  volume  eherehé  est  donné  par  la  formule 

V  =  I     dx  I     (mxi/  -f-  n)dy. 
J  xi      J  *i 

Ici  yl5  y.,,  .Yp  A'.2  sont  les  quantités  OQ,  OQ,',  OP,  QP'  qui 

fixent  les  eôtés  du  rectangle  ABCD  par  rapport  aux  axes  coor- 
donnés. L'intégration  par  rapport  à  y  doit  s'effectuer  en  consi- 
dérant .v  comme  une  constante  ;  par  conséquent 


V  = 


/:: 


dx 


dx 


mxy 


-f  ny 


p  mx{y\  —  ?/i)  +n{y2  —  yx) 


=  ^m(xï  —  xi)  [y'i—y\)  -\-  n(x2  —  xï)(y2  —  y  x) 

=  4  K  —  x\)  (y 2  —  V\)  [m(°°ï  +  iVi)d/î  +  vu  -f  **>]• 

Désignons  par  B  la  base  ABCD,  et  par  zlt  :-,,  s3,  z4  les  lon- 
gueurs AA',  BB',  CC,  DD'  ;  on  a  évidemment 

zl=mxlyl-\-n,     z2=mx2yl  -\-n,     s3=^mx2y2-\-n^     zA--^  mx{y.y\-)i, 
d'où 

-i  +  ~*  -f-  -3  +  '-a  =  mix\  -f  x-z)  0/i  4-  Vz)  +  4n. 
11  en  résulte 

Z\    ~\-   ZZ    4"    -3    +    -4 


V  =  B 


1 


Remarque.  —  Le  même  résultat  pourrait  se  déduire  de 
l'omniformule  de  cubature.  On  peut  l'étendre  à  un  paralléli- 
pipède  oblique,  terminé  à  un  paraboloïde  hyperbolique  dont  les 


(*)  On  voit  immédiatement  que  la  surface  qui  correspond  à  cette  équa- 
tion (1)  admet  des  génératrices  parallèles  au  plan  XOZ  ou  au  plan  VOZ: 
car  l'équation  admet  les  solutions  (#— a,  z—rn%y-\-n),  (y=$fz  —  m$x-\-n), 
où  a  et  p  sont  des  quantités  quelconques.  L'axe  <)Z  passe  par  le  point 
d'intersection  des  génératrices  parallèles  aux  droites  AP>,  AI). 
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plans  directeurs  sont  parallèles  aux  faces  latérales  du  parai  lé- 
lipipède;  zly  Z2,  Zs,z4  désignent  alors  les  distances  des  points 
A',  H',  C\  D'au  plan  ABGD. 

93.  Exemple  II-  —  Considérons  un  cylindre  vertical  ayant 
pour  base  la  circonférence 

(œ  -  «)"  +  {y  —  p)«  =  r«, 

et  terminé  par  le  paraboloïde  hyperbolique  z  —  tnxy;  la  cir- 
conférence est  supposée  située  entièrement  entre  les  axes  OX, 
OY«  Dans  la  formule 

V  =  I      dx  \      z  di/% 

nous  devrons  remplacer  z  par  mxy,  yl  et  y.,  par  les  valeurs  de 
y  tirées  de  l'équation  de  la  base  du  cylindre,  xl  et  x2  par  les 
valeurs  extrêmes  entre  lesquelles  peut  varier  x  dans  cette 
base  ;  donc 

Vv  =  P  -  V  ï*  —  (*  —  «)',     y*  =  ?  +  V  r2  -^  —  a)2, 
Si,  pour  abréger,  on  pose  p  =  \/r2  —  (x  —  a)2,  on  a 

f«+r  f3+p 

V  =  I        cte  l         ?/w;y  e/y. 
J  a-r        J  p-p 

Une  première  intégration  donne 


/ 


P+P 


www  "//  =    — zf-  =  2m? xo  ; 

H  .     L    2    Jp_P 

par  conséquent 

/•a+r  . .  _ 

V  =  2m't  x  Vf2  —  («  —  a)2  ^  • 

J  a— i- 

Faisons  .v  —  %  =  r  sin  £  ;  alors 

j  x  \J  ri  _  (j;  _  a)2  cfà  =  r2  j  (a  -f-  r  sin  t)  cos2  £  cft 

_  /  xt    .     a  sin  2t       r  cos3  £ 

=  r1     -k  + 


2     '  4  3 

Aux  limites  a-  =  a  —  /•,  tv  =  a  -j-  r  correspondent  les  nouvelles 

limites  t  =  —  ~»  £  =~;  on  en  conclut 

i  _ 

«    0  9  T**    i    »  «in  2/        reos3*"^11 

V  =  2w?.0r2    —  —  ii      —  7rw?a3r2.  fl- 

4  3        J  -** 
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Remarque.  —  Lorsque  l'origine  des  coordonnées  est  à  l'inté- 
rieur du  cylindre,  le  paraboloïde  s'étend  à  l'intérieur  du  cylindre 
en  partie  au-dessus,  en  partie  au-dessous  du  plan  xy;  l'expres- 
sion (1)  représente  alors  la  différence  de  deux  volumes  situés 
l'un  au-dessus,  l'autre  au-dessous  du  plan  des  xy. 

94.  Exemple  III-  —  Trouver  le  volume  commun  au  parabo- 
loïde et  au  cylindre  qui  ont  pour  équations 

y2  -f-  z2  =  4a<\     ,v-    j-  y-       2àx. 

Avant  d'appliquer  la  formule  de  cubature,  il  faut  étudier  la 
situation  relative  des  deux  surfaces. 

Le  paraboloïde   est   de   révolution    autour   de   Taxe    OX  ;    la 


méridienne  considérée  dans  le  plan  XOY  est  la  parabole 
y2  =  4ax.  Le  cylindre  a  pour  base  un  cercle  OMA  dont  le  centre 
est  sur  l'axe  OX,  à  la  distance  a  de  l'origine.  La  parabole  est 
extérieure  au  cercle,  car  son  ordonnée  PX  =  \  4ax  est  plus 
grande  que  l'ordonnée  PM  =  \  2ax  —  x2  du  cercle. 

Le  volume  cherché  est  donc  celui  du  cylindre  terminé  en  haut 
et  en  bas  par  le  paraboloïde  Xous  en  aurons  le  quart  en  consi- 
dérant les  deux  surfaces  dans  le  premier  trièdre  OXYZ.  Dans 
la  formule  de  cubature,  il  faut  remplacer  z  par  sa  valeur  déduite 

de  l'équation  du  paraboloïde,  c'est-à-dire  par  \  4ax  —  y2;  )"7  et 
y 2  sont  les  deux  valeurs  de  y  qui,  sur  le  contour  du  demi-cercle 
OMA,  correspondent  à  une  même  valeur  de  x,  de   sorte  (pie 


y1  =0,  y 2  =  \  2ax  -  a*2:  x^  et  xt  sont   les  abscisses  des  deux 
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plans  parallèles  an  plan  YOZ  ei  cnfermanl   lo  cylindre,  dont 

a*!    =  0  et  .\\,  =  2a.  Ainsi 


.l/2ax— x- 


On  sait  (13)  que,  *  étant  une  constante, 

'  Y*  4  /  ..  h    ,  *2  !/    ,     1       v      > 

\  *~  — y  <'y  =  r,  arc  S1M      r  .^/z  \  *  — y  ; 

remplaçant  x2  par  la.v  et  intégrant  entre  y  =  0  et  y  ==?\2ax  —  tf2, 
on  trouve 


1  /"2a 

V== 
4  „'  o 


2<:u-  ar 


arc  sin  V/" 


2a  --.v       1      v/ 


4a 


<lx. 


Décomposons  le  second  membre  en  deux  intégrales.  La  der- 
nière est  immédiate;  car 


j: 


i  r2: 


x  y  4a2  —  x2  doc  =  -7-       (Au2  —  j;2>  c/(4a2  —  rç-  ) 


-  j  o 


J9  3 

g*|(4a2  -a72)2 


*a     8    , 
—     a  . 
o       3 


=  £,     ou     2a  —  j:  --  [a  sin-  /, 


Pour  obtenir  la  première,  posons 

are  sin  \/ 

V      4« 

ce  qui  donne 

x  =  2a(l  —  2  sin2  /)  =  2a  cos  2t,    \dr  =  —  4a  sin  2/  dt, 

(*&  ^  /*^a os-  C^ 

x  arc  sin  \/  "  - ~dœ  =  —  I       8à2  t  sin  '21  cos  2£  oV 

„  n  V       -la  F  i 

1 

=  4a2  f     £sin  4tf'cfe: 
Intégrons  par  parties;  il  vient 
j  i  sin  M  fit  =  —     cos  4/!  -f      j  cos  \t  dt  =  —     cos  1/   |-     .sin   1/, 


/sin  \tdt  =  - 
16 
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Par  conséquent 

1 


J™3-!-:!"3,     V«a»(2ic  +  ™\ 


4V  =  , 

95.  Volume  en  coordonnées  semipolaires  (flg.  s3).  —  Les 

coordonnées  semipolaires  d'un  point  a'  par  rapport  à  trois  axes 
rectangulaires  OX,  OY,  OZ  sont  sa  distance  aa'  =  z  au  plan 
XOY  et  les  coordonnées  polaires  r  =  Oa,  6  =  angle  aOX  de  sa 
projection  horizontale  a. 

Considérons   de   nouveau   une  surface   cylindrique   dont   les 
génératrices  sont  parallèles  à  OZ  et  s'appuient  sur  une  courbe 
Fig.  23.  Fig.  24. 


fermée  C,  située  dans  le  plan  XOY,  et  cherchons  le  volume 
compris  entre  cette  surface,  le  plan  XOY  et  une  surface  courbe 
continue  S,  ayant  pour  équation  z  =  F(r,  6). 

A  cet  effet,  divisons  l'aire  de  la  base  C  en  un  nombre  très 
grand  de  trapèzes  circulaires  très  petits,  au  moyen  de  droites 
menées  par  O  et  d'arcs  de  cercle  décrits  de  O  comme  centre. 
Soit  abcd  l'un  quelconque  de  ces  trapèzes;  il  est  la  base  d'un 
filet  prismatique  abcd  a'b'c'd'  limité  latéralement  par  la  surface 
cylindrique  verticale  qui  a  pour  directrice  le  périmètre  du  tra- 
pèze, et  supérieurement  par  la  surface  S.  Appelons  z\  r,  6  les 
coordonnées  du  point  a',  et  désignons  par  Ar,  AQ  les  accroisse- 
ments a/>,  aOb  des  deux  dernières  quand  on  passe  de  a'  à  c'.  Le 
trapèze  circulaire  abcd,  différence  des  secteurs  Qbc,  Qad,  a  pour 

1  1  /         1       \ 

mesure  :>  (/•   }-  Ar)2A0  —  ~  r-AO  ou  (r  -\-  ^  AHArAf)  ou  simplement 

i-ArAO,  en  négligeant  un  infiniment  petit  du  troisième  ordre. 
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Soit  a'b"c"d"  la  section  du  filet  prismatique  abcda'b'c'd'  par  le 
plan  mené  par  a'  parallèlement  à  la  base  abed. 

Le  volume  cherché  Y  peut  être  considéré  comme  la  limite 
vers  laquelle  tend  la  somme  des  filets  prismatiques  abcda'b"c"d" 
lorsque  le  nombre  des  éléments  superficiels  dans  lesquels  on 
décompose  Taire  C,  augmente  indéfiniment  et  que  ces  éléments 
tendent  vers  zéro.  Ou  indique  cette  relation  en  écrivant 

V  =  j  j  z  rdrdQ, 

et  en  sous-entendant  (pie  l'intégrale  double  est  étendue  à  l'aire 
de  Ui  courbe  C. 

Pour  calculer  l'intégrale,  nous  faisons  d'abord  la  somme  des 
filets  prismatiques  compris  entre  deux  plans  ZO/>,  ZO7  faisant 
avec  le  plan  ZOX  les  angles  />OX  =  8,  r/OX  =  8  |-  r/0  ;  nous 
aurons  ainsi  une  tranche  mpqnnïp'q'n'  du  volume  Y,  comprise 
entre  les  deux  plans  ZOp,  ZOq.  Comme  0  et  dh  sont  constants 
pour  tous  les  filets  de  la  tranche,  et  que  r  varie  par  degrés 
insensibles  de  Oni  =  r,  à  0/>  =  r.,,  la  tranche  a  pour  expres- 
sion 


dh 


C*F(r,*)rdr,  (1) 

J  ri 


l'intégration  s'effectuant  par  rapport  à  /•,  et  0  étant  considéré 
comme  constant  pendant  cette  opération.  Les  limites  rlf  r2  sont 
les  valeurs  de  r  qui,  sur  le  périmètre  de  C,  correspondent  à  une 
môme  valeur  de  8;  ce  sont  généralement  des  fonctions  de  0. 

L'expression  (1)  donne  toutes  les  tranches  analogues  à  la 
tranche  mpqnm'p'q'n'  pourvu  qu'on  remplace  8  et  <78  par  les 
valeurs  correspondantes.  La  somme  de  ces  tranches,  ou  le 
volume  cherché  Y,  s'obtient  en  intégrant  l'expression  (1)  (par 
rapport  à  6)  entre  les  limites  8t  =  angle  AOX,  82  =  angle  BOX, 
OA  et  OB  étant  les  tangentes  menées  de  0  à  la  courbe  C. 

Xous  avons  ainsi  la  formule  définitive 

% 

96.  Remarques.  —  T.  Xous  avons  supposé  O  en  dehors  de  la 
base  (\  Quand  O  est  dans  la  base  (fig.  2j),  on  a 


r6'    Ch 

7  =         df>\  (    F(r,  8)  r  dr. 


Ç2T,  Çv 

V  =         tin       F(r,Q}rdr 
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la  limite  r  de  Yintêgtale  de  droite  est  la  valeur  de  r  qui,  sur  le 
périmètre  de  C,  correspond  à  une  valeur  quelconque  de  0. 
II.  Ou  peut  intervertir  l'ordre  des  intégrations  et  écrire 

■0. 


-  I  ''rdr  f  "P(r,  6}tf6, 


niais  les  limites  ne  conservent  pas  la  même  signification. 

Cette  formule  suppose  qu'on  fasse  d'abord  la  somme  des 
petits  filets  prismatiques  compris  entre  deux  cercles  de  centre 
O  et  de  rayon  /*  et  r  |-  dr,  ce  qui  donne  une  tranche  du  volume 
V  comprise  entre  deux  cylindres  droits;  on  fait  ensuite  la 
somme  des  tranches  ainsi  obtenues.  0L  et  bi  sont  maintenant  les 
deux  valeurs  de  6  qui,  sur  le  contour  de  C,  correspondent  à  une 
même  valeur  de  r;  r,  et  r.2  sont,  dans  la  figure  23,  les  rayons  des 
deux  cercles  décrits  du  centre  O  et  tangents  à  la  courbe  C. 

Nous  négligeons  ici  le  cas  où  O  est  intérieur  à  l'aire  C. 

97.  Cylindre  de  Viviani  (fi g.  9).  —  Soit  V  le  volume  du 
cylindre  construit  sur  le  demi-cercle  OPA  et  terminé  en  haut 
par  la  sphère. 

Les  coordonnées  semipolaires  d'un  point  M  de  la  sphère  sont 


r  =  OI>,    0  =  POX,    c  -  V0M 2  —  op2  —  Sal  - 


r- . 


Les  valeurs  de  0  qui,  dans  la  base  du  cylindre,  correspondent 
à  une  môme  valeur')  —POX  sont  i\  0,  r2==OP=OA  eosf)=aeos0; 
les  plans  menés  par  OZ  et  enfermant  le  cylindre  correspondent  à 

Qj  =  0,    62  =:yOX  ==  -  •  Xous  avons  donc 

i_ 

/  2  fa  cos  0         , 

V  -         di)  r\J a%  —  r2dr. 

J  o         J  o 

Or 

Ci  1  C  1  il 

r\l  a-  -  r'2  dr  =  —  -      (a2  —  i^)zd{a-  —  r~)  —  —      [a2  —  r2)i  ; 

]>ar  conséquent 


!  1 

7T 


V 


i    /*2     r  î~ja  cos  fj  /-2  ' 

-»  I  (a2  — r2)2  ./'J       0«;i  (1  —  sin36)tfÔ, 

û;o    L  Ju  o      J {) 


-  12.*) 


Remplaçant  sin.3  0  par  (l  —  cos-  0)  >sin  8,  on  obtient 


V  =  l  a< 


•  I  cos  o  -  ^3  °" 

o 


1  _ 

2  "      -a-'        2a3 
o  6  9 


Comme  le  volume  de  la  pyramide  èphéficjue  OABC  est  égal  à 

TCa3 

»  la  partie  retranchée  de  cette  pyramide  par  le  cylindre  de 

...    .      .  .         2a3 

\  îviani  a  pour  volume         • 

Aire  d'une  surface  courbe. 

98.  Aire  en  coordonnées  rectangulaires  (fig.  ig).  —  Con- 
sidérons, sur  une  surface  courbe  S  donnée  par  son  équation 
z  =  f(x,  y),  la  partie  U  limitée  par  une  courbe  fermée  qui  se 
projette  sur  le  plan  X.OY  suivant  la  courbe  C.  Divisons  l'aire 
de  (1  en  un  très  grand  nombre  de  rectangles  très  petits  en 
menant  des  parallèles  aux  axes  OX,  OV.  Soit  abcd  un  de  ces 
rectangles,  et  soit  a'b'c'd'  la  portion  de  S  qui  se  projette  hori- 
zontalement suivant  abcd.  Si  l'on  appelle  x,  y,  z  les  coordonnées 
du  point  a',  et  A.v,  Ay  les  accroissements  ab,  ad  de  a;,  y  au 
passage  de  a'  en  c\  le  rectangle  abcd  a  pour  mesure  A.v  A3*.  Les 
faces  latérales  du  filet  prismatique  abcda'b'c'd'  interceptent  sur 
le  plan  tangent  mené  au  point  a  de  la  surface  S  un  parallélo- 
gramme a',3yo  ;  on  peut  regarder  l'aire  U  comme  la  limite  de  la 
somme  des  parallélogrammes  analogues  à  a'Syo  et  qui  se  pro- 
jettent à  l'intérieur  du  contour  de  C.  Or,  si  v  est  l'angle  de  la 
normale  à  S  en  a'  avec  l'axe  OZ,  on  a  (I,  278)  : 

abcd  =  a'fivS  x  cos  v,     cos  v  =        _  r=    ■ 

\    1+  P~  +  q- 

p  et  q  étant  les  dérivées  partielles  —  1   —  tirées  de  l'équation  de 

ox    ay 

la  surface  S.  Par  conséquent 

,     „       abcd  — - 

"  '  v°  =  cosX  =  ^   !  +  P   +  q  !/' 


On  peut  maintenant  écrire 

U     ;{fyi  +P1    Hfdœely, 

l'intégrale  double  étant  étendue  à  l'aire  C. 
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Les  limites  se  déterminent  comme  pour  le  volume  du  cylindre 
vertical  construit  sur  0  et  limité  à  S;  on  a  plus  explicitement 


U  =      '*  dx      "VI  +P2  -YT  (hi- 

99.  Aire  en  coordonnées  semipolaires  (/?#*.  25).  —  Si  l'on 
emploie  les  coordonnées  semipolaires,  on  divise  l'aire  C,  pro- 
jection horizontale  de  l'aire  cherchée  U,  en  trapèzes  circulaires 
au  moyen  de  droites  menées  par  l'origine  O  et  d'arcs  de  cercle 
décrits  de  ce  point  comme  centre.  Soient  abcd  l'un  de  ces  tra- 
pèzes, a'  le  point  de  rencontre  de  la  verticale  du  point  a  avec 
la  surface  S,  et  (z,  r,  H)  les  coordonnées  de  a'.  La  surface  cylin- 
drique verticale  qui  s'appuie  sur  le  périmètre  de  abcd  intercepte 
sur  le  plan  tangent  mené  en  a'  une  aire  a'(3yô;  U  est  la  limite  de 
la  somme  des  aires  analogues  à  a'ftyô  et  se  projetant  à  l'intérieur 
de  l'aire  C.  Le  trapèze  abcd  a  pour  aire  rArAf),  à  un  infiniment 
petit  du  3e  ordre  près,  et  l'on  a  : 

abcd  =  a'Syo.cos  v,     cos  v  =  — . '■ 

\   1  +  Pz  +  T 

/désignant  l'angle  de  la  normale  en  a'  avec  l'axe  OZ.   On  en 
conclut  d'abord  : 

a'pyo  =  V  1    |:  p2  +  <f  rArAe  ; 


ensuite, 


:   |    VO  j  ;  V'1-r^    \-rrdr, 


■0., 


les  limites  se  déterminant  comme  dans  le  calcul  du  volume  du 
cylindre  vertical  construit  sur  C  et  terminé  à  U. 

Les  dérivées  partielles  />,  q  se  tirent  de  l'équation  z  =  /'(.v,  y) 
de  la  surface  et  l'on  y  remplace  x,  y  par  r  cos  0,  y  sin  6. 

100.  Applications.— 1°  On  donne  deux  cylindres  droits  égaux 
dont  les  axes  se  coupent  rectangulairement  ;  trouver  la  portion 
de  surface  de  l'un  de  ces  cylindres  comprise  dans  l'autre (fig.  2:")). 

Soient  ACB,  ADL  les  bases  de  ces  cylindres  situées  clans  les 
plans  xy%  yz.  Considérons  les  parties  des  deux  cylindres  situées 
dans  le  trièdre  OXYZ  ;  les    surfaces   se   coupent   suivant   une 


w 


courbe  A III  (*),  cherchons  Faire  HLDAIH  de   la   surface  du 
second  cylindre. 

Les  équations  .des  deux  surfaces  cylindriques  sont 

rM-y-  =a\     y*    |   *«  — a*.  (A) 

Fier.  20. 


La  seconde  donne 

P  =  0,     q  =  —  '-  =  - 
Par  conséquent  (99) 

U  =   \&dœ  | 


Va 


//'■ 


\  1  -+-**+  r  = 


a 


V ^  — 


=  I   r^fo;   arc  sin  - 
I   a  arc  sin  \ /  1  —    -  dx  =   I  «  ar 


\/a* 


1/     2 
\   a- 


.V 


c  cos    '/.<•. 


Intégrons  par  parties  ;  il  vient 

x 


U 


«#  arc  cos 


+ 


Ct  i/7  6  '  l37 


Ç'à     eu 

Jo\V 

«V«2  — ^'2 1=  a~  (**)• 

Jo 

2°  Cherchons  l'aire  de  la  fenêtre  de  Viviani  (80)  en  employant 
les  coordonnées  semipolaires.  Soit  S  la  portion  de  la  sphère  qui 
se  projette  sur  le  plan  xy  suivant  le  demi-cercle  OPA.  L'équa- 
tion de  la  sphère  étant  .v2  -\-  y~  -\-  z2  =  a2,  on  a 


x 


y 


a 


\  1  +  v'  +  <r  = 


a 
V  a2  —  r 


(*)  Celte  courbe  est  située  dans  le  plan  bissecteur  du  dièdre  XOYZ: 
c'est  ce  qu'on  voit  facilement  en  retranchant,  membre  à  membre,  les 
équations  (A). 

I  M)  La  surface  ACBHIA  du  cylindre  vertical,  égale  à  la  surface  ADCHIA 
de  l'autre  cylindre,  se  déduit  facilement  du  §  101. 
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do  m* 


U  =-.-  a 


dh 


eos  0 


rdr 


=  a 


dH 


a-  —  r- 
1 

=  a2  (1  —  siiiO>/0       <r- 


\  «2 


r~ 


•os  (J 


0  —  eos 


2 


-  — 1 


1 


Le  triangle  trirectangle  ABC  ayant  pour  mesure  9  ~a2,  on  voit 
(jue  l'aire  CMABC  ==  a2. 

101.  Aire  d'une  partie  de  surface  cylindrique  ou  conique. 
—  1°  Une  courbe  ACB  se  projette  sur  le  plan  XOY  suivant  la 
courbe  A'C'B';  proposons-nous  de  calculer  la  surface  U  du 
cylindre  projetant  qui  est  comprise  entre  les  génératrices  AA', 
BB'  et  les  deux  courbes  (fi g:  26). 

Inscrivons  dans  ce  cylindre  ACBB'C'A'  une  surface  prisma- 
Fisr.  20.  Fi  g.  27. 


tique;  lorsque  les  côtés  de  la  base  tendent  vers  zéro,  la  surface 
prismatique  a  pour  limite  la  surface  cherchée  U.  Soient  .v,  y,  z 
les  coordonnées  d'un  point  C  quelconque  de  la  courbe  ACB,  ds 
Tare  infiniment  petit  CD' ;  l'élément  correspondant  de  la  surface 
auxiliaire  est  égal  à  zds  ;  on  peut  donc  écrire 


r 


-   (        zds  =    |        z.\J'dœ*+dy2, 

J  A' il'  J   A 'H' 


Application.  —  Cherchons  la  surface  latérale  du  cylindre  de 
Viviani  [fig.  ij).  Soient  z,  r,  G  les  coordonnées  semipolaires  d'un 
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point  de  la  courbe  spliérique  CMA:  la  cote 

PM       OM  sin  POM  =  a  sin  6, 

et  l'arc  de  cercle  AI*  qui  correspond  à  l'angle  an  centre  20  d'une 

circonférence  de  rayonna  a    pour  mesure  aô;  d'où  ris       af/ô. 

L'aire  cylindrique  comprise  entre  les  courbes  APO,  AMC  et  la 
génératrice  OC  est  donnée  par  la  formule 


r-/ 


a  sin  0  .  a^6  =  a2, 
o 


2°  Etant  donnée  une  courbe  AOB,  proposons-nous  de  trouver 
l'aire  latérale  U  du  cône  qui  projette  l'arc  AB  à  partir  de  l'ori- 
gine des  coordonnées;  cette  aire  est  limitée  par  les  génératrices 
OA,  OB  et  l'arc  ACB. 

Considérons  sur  cet  arc  deux  points  infiniment  voisins 
C(.v,  y,  z),  T)(x  -f-  dx,  ...).  Le  carré  de  l'aire  du  triangle  OCD  est 
égal  à  la  somme  des  carrés  de  ses  projections  sur  trois  plans 
rectangulaires  ;  donc 

•2 

40CI)   =  (xdy  —  ydxf    |    (ydz  —  z  dy)2  -f-  (z  dx—xdzf. 
On  en  conclut 

2TJ  =  I      \  [xdy  —  ydxf  -\-{ych  —  s  dy)2  -f  {zdx—  xdzf. 

J  A 13 

Si  la  courbe  AB  est  donnée  par  trois  équations  paramétriques 

x  =  ?i(o>   y  =  ?tWf   -  =  ?«(0» 

le  radical  prend  la  l'orme  f(t)dt,  et 

2U  =  (  'V(0^ 
/,  et  /2  étant  les  valeurs  de  /  aux  points  A  et  R. 

Exercices  et  notes. 

1°  Volume  compris  entre  les  plans  z  =  0,  x  =  xi,  x  —  x2,  y  =  ylt 
y  =  ?/2,  et  la  surface  cylindrique  z  =  eax+b>'  I  c . 

V  ==  -r  (<?ax2  —  eaxi)i6jhi'2  —  eb>'0. 
XEUtfERG,  A»,  m/".,  //.  9 


30 


*J.  Trouver  le  volume  détache  <le  l'ellipsoïxlc  axant  pour  demi  axes  <>A 
OB,  OC,  par  le  prisme  qui  a  pour  section  droite  le  triangle  OAB. 

\  -    i.,i  2  —  4). 

3.  On  prend  sur  les  axes  OX,  OY  les  segments  OA    -  <•/,  OB  =  b.  Trouver 
le  volume  compris  entre  le  triangle  OAB,  les  laces  latérales  du  prisme  ver- 

tical  construit  sur  ce  triangle,  et  le  paraboloïde  elliptique  =  2z. 

m         n 

v-  à  «*(-  +  - 

24       \  m  n 

//- 

4.  lin  cylindre  vertical  avant  pour  hase  l'ellipse  '       =  1  est  limite 

a'"        b2 


x-  }/'~ 

par  le  paraboloïde  elli])ti(iue 

m         )/ 


2z.  Trouver  son  volume 


\      -     Tzab[       + 
8         \m         n 

5.  Calculer  le  volume  d'un  cône  dont  le  sommet  est  en  un  point  donne  S. 
et  qui  a  pour  hase  la  portion  de  surface  du  paraboloïde  c  ax2  \-  by2 
située  à  l'intérieur  du  cylindre  vertical  représenté  par  Lr — a)2  ]  [y — !3j2=r2. 

On  prend  pour  élément  du  volume  cherché  le  cône  qui  a  pour  sommet  s 
et  pour  hase  un  élément  dx  dy  \  1  f-/j2  j  q2  de  la  suri';! ce  du  paraboloïde; 
la  hauteur  du  cône  élémentaire  est 

Z  —  z  —  jj(\  —x)  —q(X  —y)  ^ 

\  1  i  p2  i  r 


où  X,  V,  Z  sont  les  coordonnées  de  S.  Donc 


1  ry- l  >■       r?+? 
V     -  .,  dx  dy  [Z 

3.'  *_r         Jp-p 


p(X-x)-q(Y-y)l 


a  désignant  \   }'2  —  [x  —  a)~-    Remplaçant    c,  ]>s  q  par   leurs   valeurs   on 

ob1  ient 

1   Ç*+r         r?+p 
V  =  .,  dx  dy[a(x  —  X  2  -f  />(//  -Y)2    |    c], 

àja—r        J  5    p 


où  c  =  Z  —  aX2  —  6Y2. 
On  trouve 


1 


■a  i  /■ 


V  ■■=  *  j      c^/,71 

Posons  x —  a  =  r  sin  /,  etc.^(*) 


2a(a  -     X)2    |    W<i  -  Y)-  -|    ?-  p2    (    2c 


[*)  Voir  Mathesis,  t.  II»  p.  233. 


—  131   - 

l'ai  le  il  i«i  met  rc  Ali  de  la  hase  <l  un  cj  lin.  Ire  (le  L'évolution  oïl  nie  ne  un 
plan  1'  taisant  avec  cette  base  l'angle  0.  Trouver  1"  le  volume  compris 
entre  le  demi-cercle  ACIi  et  le  plan  P;  2°  la  surface  du  cylindre  comprise 
entre  la  demi-circonférence  ACIi  et  la  courbe  d'intersection  de  la  surface 
avec  le  plan  I* 

Soit  .y-  I  y:  -  a2  l'équation  du  cercle  ACIi.  Ali  ctant  Taxe  OY.  lue 
tranche  de  volume  comprise  entre  deux  plans  perpendiculaires  à  A  15  et  infi- 
niment   rapproches  a  pour  expression      //-  fcg  %dx\  «l'on 

1 


V 


(a2  —  x2)dx  =     '!■'■  tg  a 

F  —  o  .  ") 


La  surface  cherchéjc  a  pour  mesure 


y  tg  a    ds  ==  2a2  tg  « 


7  Soit  AliCD  un  parallélogramme.  On  construit  deux  ellipses  dans  les 
plans  menés  par  Ali  et  AI)  perpendiculairement  au  plan  ABCD  ;  l'un  des 

axes  est  Ali  =2a  ou  AI)  2b,  le  second  axe  a  une  même  longueur  2//.  ('es 
courbes  étant  les  directrices  de  deux  cylindres  dont  les  génératrices  sont 
respectivement  parallèles  à  AI)  et  Ali,  trouver  le  volume  commun  aux 
deux  cylindres. 

Si  l'on  prend  pour  axes  des  parallèles  a  Ali,  AI),  menées  par  le  centre 
du  parallélogramme,  pour  troisième  axe  une  perpendiculaire  au  plan  du 
parallélogramme,  les  équations  des  deux  cylindres  sont 

y.2  r2 


y_ 


~c  hi  '  °       7  "  " 


_  2 
h2 


d'où  l'on  conclut  que  les  deux  surfaces  se  coupent  suivant  deux  ellipses 
situées  dans  les  plans  verticaux  menés  par  les  diagonales.  In  pian  hori- 
zontal mené  à  la  hauteur  z  =  a  coupe  les  deux  surfaces  suivant  quatre 
génératrices  formant  un  parallélogramme  dont  les  sommets  se  projettent 
sur   AC,    BI),   et   dont    les    côtés    parallèles    à    AJB,    AI),    sont    égaux    à 


2a VI  —%  '  '^V1  ~~  %'  la  surli 


\<il>  sin  6(1  — 


d'où  <84; 


h2 


V  =  4absh\  0 


'ace  est  donc  égale  à 


')   étant    l'angle   BAD  ; 


a 


1  -  ^  W«. 


L'omniformule  i85)  est  applicable. 

v  lu  cylindre  de  révolution  de  rayon  R  est  coupe  par  une  sphère  de 
rayon  R'  >  R.  ayant  son  centre  sur  l'axe:  trouver  le  volume  du  cylindre 
limite  de  part  et  d'autre  par  la  sphère. 


w:j 


zrdrdv  =  -t) 

o  ^ 


R'3  —  (R'2  —  R'-i 


2,2 
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9.  Volume  compris  dans  le  trièdre  des  coordonnées  positives,  du  côté  de 
l'axe  OZ,  entre  les  deux  surfaces  cylindriques 

bx=y-,     yz-\-s2  =  az, 

les  plans  xy  et  des  zy,  et  le  plan  y  —  c(c  <  a). 

2  ■> 

c*  y 

V  =  fb  cfcc  I        \'«2  —  v-   rfv     -    |  '  V"2  -  >r  dy  I  b  dx. 

J  0  '    /  .'  0  J  u 

10.  Volume  compris  entre  le  plan  des  xy,  le  plan  «r  =  a  et  les  deux 
cylindres 

ax  =  ?/-',      fy/  =  z2. 

fa  fVax       ( 

.o        .'  o 

11.  Aire  de  la  surface  cylindrique  by  =  z2  comprise  entre  les  plans  des 

xy  et  des  yz,  le  plan  y  =  c  et  le  cylindre  ax  =  y2. 

"2  .2 

s  =  P  ^  P ,_  \l 7+  r  *  -  f C  V  »  +  r  *  f >a  <**• 

Jo  JVax    V  1//  J0   V  V/         Jo 

12  Trouver  le  volume  situé  au-dessus  du  plan  XOY  et  limité  par  ce  plan, 
par  la  surface  cylindrique  x'2  -\-  y2  =  a"2  et  le  paraboloïde  hyperbolique 
opz  =  y2  —  /n-A--.  On  suppose  />  >  0. 

Le  volume  cherche  est  compris  dans  les  deux  dièdres  <]iii  sont  formes 
parles  plans  verticaux  y  =  mx,  y  =  —  mx  (passant  par  deux  génératrices 
du  paraboloïde  situées  dans  le  plan  XOYj  et  qui  comprennent  respective- 
ment l'axe  OY  et  son  prolongement  ()V. 

A  cause  des  plans  de  symétrie  XOZ.  YOZ,  on  peut  écrire 


1  1   fxi        /-Va*-** 

V  =  -         dx  .?/•  —  m*x2)di/, 

"*  "P  J  0  J  mx 


ou  xy  —      ,  .  <>n  trouve  en  posant  m  =tg«  : 

\  1    !    >»~ 

V  —  J  [2m  +  (1  -  m2)  (*  -  2a)]. 

13.  Trouver  l'aire  du  paraboloïde  pz  =  xy,    interceptée  par  les. quatre 

plans  a:  =  0,  .v  =  a,  y  =  0,  y  =  £• 

Si  l'on  fait  \'  jr    |    a2    j-  //-  =  c,  on  obtient 

aôc  3/>2  +  a2       6  4-  c 

Sp  6p        y/p2-f-a2 

-f  A  /  —  ■     arc  tg  -   • 
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14.  Trouver  la  surface  interceptée  sur  le  paraboloïde  \'/>:     -  x2  — y-  par 
lo  cylindre  x2  |   y2      a2. 

V    =~\(P*   ba*f—p* 


[ntégrale  triple. 


102.  Considérons  une  surface  fermée  S,  et  soit  f(x,  y,  z)  une 
fonction  qui  a  une  valeur  déterminée  en  chaque  point  (x,  y,  z) 
du  volume  V  limité  par  cotte  surface.  Divisons  ce  volume  en 
éléments  de  volume  in  fi  ni  meut  petits,  qui  tendent  vers  zéro  eu 
se  réduisant  à  des  points.  Multiplions  chaque  élément  du  du 
volume  V  par  la  valeur  de  la  fonction  f[x,  y,  z)  au  point  auquel 
se  réduit  cet  élément  et  faisons  la  somme  des  produits  ainsi  obte- 
nus. Cette  somme  tend  vers  une  limite  déterminée,  qu'on  repré- 
sente par 

et  qu'on  appelle  une  intégrale  triple  étendue  du  volume  Y. 

Ordinairement  la  décomposition  de  V  en  éléments  infiniment 
petits  se  fait  au  moyen  de  trois  suites  de  plans  parallèles  aux 

Fig.  28. 


trois  plans  coordonnés,  deux  plans  consécutifs  d'une  même  suite 
étant  infiniment  rapprochés.  Soit  (fig.  28)  abcd  a'b'c'd'  un  des 
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petits  parallélipipèdes  ainsi  obtenus;  si  ,v,  y.  z  sont  les  coor- 
données de  a,  les  dimensions  du  parallélipipède  peuvent  "être 
désignées  par  dx,  dy,  dz  et  l'intégrale  triple  sera 

Ù7/V'\//-  z)dxdy  dz. 

Le  calcul  de  cette  intégrale  exige  trois  intégrations  succes- 
sives par  rapport  aux  variables  x,  y,  z.  Voici  comment  on  peut 
opérer  : 

Circonscrivons  a  la  surface  S  un  cylindre  vertical,  qui  ren- 
contre le  plan  XOY  suivant  une  certaine  courbe  C.  Les  traces 
horizontales  des  plans  que  nous  avons  menés  parallèlement  aux 
plans  XOZ  et  YOZ  divisent  Taire  C  en  rectangles  infiniment 
petits,  soit  r/jps  un  de  ces  rectangles;  les  plans  verticaux  cor- 
respondants forment  un  prisme  qui  intercepte  sur  la  surface  S 
detix  quadrilatères  courbes  r'q'p's'  et  r"q"p"s".  Le  filet  prisma- 
tique compris  entre  ces  quadrilatères  est  partagé  par  les  plans 
parallèles  au  plan  XOY  en  parallélipipèdes  infiniment  petits. 

Formons  d'abord  la  somme  des  cléments  f(x,  y,  s  dv  pour  les 
parallélipipèdes  élémentaires  composant  ce  filet  prismatique. 
Comme  x,  y,  dx,  <ly  restent  constants  et  que  s  varie  de  la 
valeur  rr1  =  s,  a  la  valeur  rr"  =  z.,,  la  élite  somme  est  donnée 
par  l'intégrale  simple 

dxdy         f(x,y,  z)dz. 
Jzi 

Les  limites  z1}  z2  sont  les  deux  valeurs  de  ;  qui,  dans  la  sur- 
face S,  correspondent  à  un  même  système  de  valeurs  de  ,v.  y  : 
ce  sont  généralement  des  fonctions  des  variables  x,  y. 

L'intégrale   |      f(x,  y,  z)dz  est    une  certaine   fonction   r(.v,  y» 

desdéux  variables,  v,  y.  Il  reste  a  calculer  l'intégrale  |  \^\x,y)dx<l\ 
ctendue  à  Taire  de  la   courbe  C.    En    raisonnant    comme    plus 
haut    (90),  on  peut  mettre  l'intégrale  triple  sous  la   forme  plus 
explicite 

(*->       l'y  2      çh 

dx        dy        f{x,y,  z)dz. 

103.  Application.  —  Considérons  la  pyramide  trirectangle 
OABCj  limitée  par  le  trièdre  des  coordonnées  positives  et  la 


j-  Ido  - 


sphère  A'2    j-  y-    \   z-     -.  1,  et  cherchons  le  moment  de  son  volume 
par  rapport  au  plan  X  (  )  V . 

Le  moment  d'un  volume  infiniment  petit  du  par  rapport  au 
plan  XOY  es!  le  produit  de  ee  volume  par  su  distance  à  ce 
plan,  on  zdv.  Le  moment  d'un  volume  fini  V  est   la  somme  des 

Fig.  29. 


A   X 


V  ft 


moments  des  volumes  élémentaires  dans  lesquels  on  le  partage 
d'après  une  loi  quelconque. 

Pour  trouver  ici  le  moment  de  la  pyramide  OABC,  nous 
décomposons  ee  corps  en  tranches  infiniment  minées,  paral- 
lèles au  plan  des  yz  et  d'épaisseur  dx,  Tune  de  ees  "tranches  est 
par  exemple  mntn,n'm"n".  Nous  décomposons  aussi  chaque 
tranche,  par  des  plans  parallèles  au  plan  des  zx,  en  prismes 
infiniment  petits  de  base  dxdy;  l'un  de  ees  prismes  est 
rqpsr'q'p's'.  Enfin,  nous  décomposons  chacun  de  ees  prismes, 
par  des  plans  parallèles  au  plan  des  xy,  en  parallélipipèdes 
infiniment  petits,  de  volume  dxdydz;  l'un  de  ces  parallélipi- 
pèdes est  représenté  par  abcda'b'c'd'.  Cela  posé,  si  ,\\  y,  z  sont 
les  coordonnées  du  point  /•',  le  moment  du  prisme  rqpsr'q'p's' 
est  la  somme  des  valeurs  de  la  quantité  zdxdydz,  lorsque  x,  r, 
dx,  dy  restant  constants,  2  varie  par  degrés  insensibles,  de 
z  =  0  à  z  =  rr'  =  \/l  —  x2  —  y-  ;  il  a  doue  pour  expression 


A 


x  '    -y  <■ 


dx  du 


J  0 


zdz     -  -dxdy  {y       X*  —  yz). 
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Le  moment  de  la  tranche  innin'n'm'n"  est  égal  à  la  somme  des 
moments  des  prismes  qui  la  composent;  il  a  donc  pour  expres- 
sion la  somme  des  valeurs  que  prend  ^dxdy(l  —  x2  —  y2)  lors- 
que x  et  dx  étant  constants  (égaux  à  Qm  et  mn),  y  varie  par 
degrés  insensibles  de  y  ^Oii  y  =>  mm'  —  \  l  —  .v-.  (  "ette  somme 
est 


„'  0  - 


//  —  x~y  — 

«*  _j0 


1    ,         .;;  ; 
=  .,  (-1  —x2)*cLC' 

o. 


Enfin,  le  moment  total  de  la  pyramide  est  égal  à  la  somme 

des  moments  des  tranches  parallèles  au  plan  yz,  ou  égal  à  la 

1  :1 

somme  des  valeurs  que  prend.,  (1  —  xz)idx  lorsque  x  varie  par 

♦> 

degrés  insensibles,  de  x  -  0  à  x  =  OA  =  1  ;  donc 

i  ci  •* 

M  =  i      (1  -£c2)2rfir, 

«*  J  0 

ou  en  taisant  a*  ==  sin  œ   30)  : 

104-.  Intégrale  multiple.  —  Soient  .v,,  a-,.  .  .  .va  des  variables  indépen- 
dantes les  unes  des  autres  et  assujetties  à  une  ou  plusieurs  conditions  de 
la  tonne 

o(xu  a?2,  ...,  a;n)  <  0,  (1) 

et  soit  Fi.Vj.  a-,,  ....  acn)  une  fonction  donnée  de  ces  variables. 

Les  systèmes  des  valeurs  accessibles  aux  variables  peuvent  être  partagés 
en  groupes  dont  chacun  comprenne  tous  les  systèmes  pour  lesquels  les 
variables  sont  comprises  respectivement  entre 

xx  et  xx  -j-  dxlt     x%  et  x2  -|-  dx2,  ... ,     .r„  et  xn  -|-  dxai 

où  .vj,  .V.,  ...,  Xn  sont  l'un  des  systèmes  de  valeurs,  et  efcvj,  dfjc2 rfjcn  îles 

quantités  infiniment   petites.   Soient    a,,  x.,,  ...,  an   des  nombres  choisis 
arbitrairement  dans  les  intervalles 

\XXy  X\  -\-  CÙX^jf    (./'._,.  .''_,     j     ''.'.'J,   ...,  (.'"n,  Xn  -|-  CCXD   . 

La  somme  des  valeurs  que  prend  l'expression 

Fi^j,  y-.2,  . ..,  an)  c&tfj  '/.'-'.  ...  dxn 
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pour  les  (lifteront s  groupes,  ou  plutôt  la  limite  do  cotte  somme  (*)  lorsque 
les  quantités  dxi}  dx.>,  ...  doca  tendent  vers  zéro,  est  l'intégrale  multiple 

J  j . . .  )  F(.x-j ,x.2%  ...  x^dx^dx,  . . .  dœn,  1 2 

où  le  nombre  «les  signes  d'intégration  est  égal  à  n. 

Pour  calculer  cette  intégrale,  nous  sommons  d'abord  tous  les  éléments 
qui  correspondent  aux  mêmes  valeurs  des  n  —  1  variables  x2,  x3,  ...  .v,,; 
leur  somme,  représentée  par 

dx.//r3  ...  dxn  \  F(a?15  a?2,  ...  xn)dx\,  (3) 

s'obtiendra  par  une  première" intégration  dont  les  limites  seront,  en  géné- 
ral, des  fonctions  de  av.,  .y3,  .  .  .v„  que  l'on  calculera  au  moyen  de  l'inéga- 
lité (1)  ou  des  conditions  qui  la  remplacent. 

On  fait  ensuite  la  somme  des  valeurs  (pie  prend  l'expression  (3)  lorsque 
,v3,  .v4,  ..  ,  .vu  restent  constants  ;  elle  s'obtiendra  par  une  intégration  rela- 
tive à  X*,  entre  des  limites  qui  dépendent  de  .v3,  X4  ...  Xn  seulement. 

Le  résultat  est  indiqué  par 

'U'3  ...  docB  |  dx.,  \  F(œl,  x2,  ...  xn)dxr 

(  >u  continuera  de  même  en  faisant  varier  successivement  x3,  .v.,,  .  .,  xn', 
la  dernière  intégration  aura  pour  limites  deux  constantes  qui  sont  les 
valeurs  extrêmes  de  xn  lorsque  les  n  —  1  autres  variables  sont  entièrement 
indéterminées. 

Jfar  exemple,  si  l'intégrale  (2)  doit  être  étendue  à  toutes  les  valeurs  posi- 
tives des  variables  pour  lesquelles 

#i  +#2  "f  •••  +^n  <   1, 

on  peut  l'indiquer  ainsi  en  écrivant  les  limites  des  différentes  intégrations  : 

■1  -x,,  (l-*a-xn-l  fl-x. 

dxu    .  dxn    t  .  . 

,'  o         J  o  J  o  J  o 


fi  /"l  -X,,  rl-xh  --x11_1  rl-*n-*n-V~-*2 

dxn  dxn..\  dxn   2-  •  />'1,->,.,,...^,r>/.v1. 

J  n  J  û  '  o  '  n 


Transformation  des  intégrales  .multiples. 

105.  Intégrale  double.  —  Soit  à  transformer  l'intégrale 

I  =  jJF(œ,t,<)dxdt/, 

en  introduisant  deux  nouvelles  variables  //,  v  liées  aux  premières 
par  les  équations 


(*)  Nous  admettons  ici  (pie  cette  somme  tend  vers  une   limite   unique 
indépendante  du  mode  de  formation  des  groupes. 


On   ramène  le  problème  a  la   transformation  d'une  intégrale 
simple  en  écrivant 

I  =  [dy[  F(a\ //>/,'•  (2) 

et   en   remplaçant  dans  la  première  des  relations  (1)  v  par  sa 
valeur  tirée  de  la  seconde,  ee  qui  met  ces  relations  sous  la  l'orme 

■'•  =  -"■  y),    y  -  fi(u,  v 

En  effet,  y  étant  considéré  comme  constant  dans  \  F(.v,  y)dx, 
on  a 

u 


1=  idy  \  F[cp(>,  y),  y]  ^  rfu 


Nou>  avons  ainsi  une  intégrale  double  en  u  et  r.  Interver- 
tissons maintenant  Tordre  des  intégrations  ();  il  vient 

[=  |   du   |  F[o(w,y),y]^rfy.         " 

Les  opérations  commencent  maintenant  par  une  intégration 
relative  à  y,  pendant  laquelle  ri  est  considéré  comme  constant. 
On  peut  introduire  une  -nouvelle   variable   d'intégration    v   en 

remplaçant    v  par  /".(n,  v),   et   dy  par       '  <-/^  ;    ce    qui    donne    la 

valeur  cherchée  : 

1=  (    du    |   K/'''.'-Wr''.-i22''/'-- 
En  écrivant 

ou  M  <  on  voit  que  dxdy  a  été  remplacé  par  Mdudn. 

du   dv 

Pour  trouver  la  quantité  M  sans  effectuer  l'élimination  de  i\ 

observons  que  -m,  y  est  la  fonction  f(u,  v)  où  l'on  substitue  à/' 

sa  valeur  tirée  de  y       /.(",  u)',  par  suite 

cto        ()/"    ,    df  dv 

'    =        -4-  ■  .  >  i 

du       du       dv  du 
,~- 

<)n  peut  intervenir  l'ordre  des  intégrations  dans  une  intégrale  raul 
tiple,  pourvu  qn\)n  change  convenablement  les  limites,  en  tenant  toujours 
compte  «les  conditions  imposées  aux  variables. 
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dv 
du 


résultant  de  1  équation  y       f    //,  v),  en  sorte  que 


<v\  ,  'V,  rfi 


0, 


puisque  y  est    traité  comme  une  constante.   Si  Ton  élimim 

entre  les  relations   3)  et  (4),  on  obtient  • 

ôj  oj\        df_  <>/\  _ôf  ùf\ 

dll    i)r  ()//     <)r  <)r     du 

doue  AI  est  éiïal  au  déterminant  fonctionnel 


.     !   h, 

dv 
1  du 


df      df 

On        ÔV 


d(x,  y) 

()(lt,  r) 


Application.  —  Si  l'on  passe  des  coordonnées   rectangulaires 

\    v  aux  coordonnées  polaires  /\  0,  on  a 


x  =  r  eos  0.      ii  ----  i  sin  0  ; 


al  or: 


.M  -- 


cos  0     —  r  sin  0 

sin  0  r  cos  6 


r . 


loue 


|  |  V  .'•.  y)dxdy        \  \  F(r  cos  0.  r  sin  O.iyy/'i. 


ce  qui  démontre  de  nouveau  la  formule  de  cubatu.rc  en  coordon- 
nées semipolaires. 

106.  Intégrale  triple.  —  Etant  donnée  l'intégrale 

I  =  JJJF(*,y,  z)dxdydz, 

proposons-nous  de  substituer  a  .v,  y,  z  trois  nouvelles  variables 
ii,  v,  m;  liées  aux  premières  par  les  équations    > 

OC  —  f(lC,   >\  li'),       y    —  fx(ll,  r.   W),        z    -  ^(m,   r,   ,r).  5) 

Si  l'on  écrit 

1   -=j  ^  jj    F(.r,   V,  Sjflte"^, 

on  a  d'abord  à  calculer  une  intégrale  double  en  .v  et  y  dans 
laquelle  z  est  trait»'1  connue  nue  constante.  Ou  peul  transformer 
cotte   intégrale   double  eu  une  autre  en  u  et  v.  A  cet  effet,  nous 
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Supposons  qu'on  tire  la  valeur  de  w  de  l'équation  z  =  /«,(»,  »,  ty) 
et  qu'on  la  substitue  dans  les  deux  premières  des  relations  (5)  ;■ 
représentons  par 

x  =  ©(«.,  r,  2),      ;/  =  <p,(w,  r,  s) 
les  nouvelles  valeurs  de  a-  et  y.  Nous  aurons  (105) 

l-\(h\\V^,h,z)U{,/udr, 


ou 


M 


Ou        <)r 
r)//        Or 


Conïme  ©(h,  y,  s)  est  la  fonction  /(»,  y,  a;)  dans  laquelle  a?  a 
été  remplacé  par  sa  valeur  déduite  de  z  —  f.2(u,  y,  a;),  on  a 


par  analogie 


Ou 


du         Of        df  0>r        0o        Of        0f  Ou- 

-4—  j        -  -    =  — 1— 

d"         <)«         d?0  r//<  ^r  ryr  <)r   r)r 


<)/\  dj\     dw  f       <>/\  0/\  0/\     dw 

Ou  Ou-     Ou  '        Or  Or  Ou;     0ï 


(6) 


<<) 


i         i  '    •    <       dw      Ow      .     ,  ,     _,, 

Les  dérivées   ,     >     .      résultent  de   1  équation  z  —  r„(H,  y.  w) 

Ou      Ou  l  ' zv   ' 

où  l'on  traite  2  comme  une  constante  et  w  comme  une  fonction 
de  u  et  y:  donc 


die  0/:,  >  d/*2         d«> 


Ov   '  Ou- 


(8) 


Si  Ton  substitue  les  valeurs  (6)  et  (7)  dans  le  déterminant  M, 
et  qu'on  décompose  ensuite  celui-ci  en  quatre  autres,  on  trouve 


M 


=  à(f,fi)       à(f,fx)    dw  _      <Kf,fi)    àw 

d(u,  v)       div,  w)   Ou         0(u\  u)    Or 

)w      Ow 


remplaçant  encore  par  les  valeurs  (8).  on  obtient 

Ou  Ov 

M    àft  =  <>[/\./\)  of,       0(j\f\)  o/[.       o(/\;\)   o/:2 

1    Ou-         0{u}  v)  du-         0(r,  w)    du         d(to,  u)    Or 
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Le  second  membre  <le  cette  égalité  esi  le  développement  du 
déterminant  fonctionnel 


àf  <>r  df 

ou  ()r  <))'■ 

ô/\  ôf\  df\ 

dit  ()r  ô/r 

df*  àf2  ()/:, 

du  <)r  dxo 


M 


suivant  les  cléments  de  In  troisième  ligne,  On  a  donc 


Ml  dw 


M 


d(x,  !/,  z) 
tyu,  v,  w) 


0) 


Observons  maintenant  que 


I  =  \dz  ff  F(-f,  oj,  z)Mldudv 
=  jdujdvJF(oJol,z)Mldz, 

el   que  dans  l'intégration  relative  à  s,  on  traite  u  et  y  comme 
des  constantes;  on  peut  donc  remplacer  z,  <lz  par  /jï/,  v,  w), 


y«> 


ï//p.  Il  résulte  de  là  : 


I  — 


f  du  j  dv  I 

r  »  » 


F(/;/;,/i)M 


^2  , 


1    du 


donc,  à  cause  de  la  relation  ('.)), 

l  =  $dujdvJF(f,fuf,)Mdic 
jjf'Ftftfr.&lMdudvdte. 

On  voit  que  le  produit  dx  dy  dz  doit  être  remplacé  par 
M  </*/  du  dw. 

Application.  —  Si  l'on  partage  un  solide  en  une  infinité  de 
petits  parallélépipèdes  en  menant  trois  suites  de  plans  paral- 
lèles aux  plans  des  coordonnées,  on  est  conduit  à  la  formule  de 
eubature 

V  =  \\\  dx  d;/</ z. 

Les  coordonnées  sphériques  d'un  point  M  qui  se  projette  sur 
le  plan  XOY  en  P  sont 


p  =  OM  ,     w  =*  POX,     0  =  MOP  , 
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elles  sont  liées' aux  coordonnées  a\  y,  ~  pai   les  formules 

a?     =  3  sin  (l  cos  w,     v  =  ;  sin  (J  sin  w,     ;        -  cos  f| 

Le  déterminant  fonctionnel     '  '  >  '      a  pour  expression 

5,   0 ,   CO  )  l  ' 

-111  6  COS  to      p  cos  6  COS  w       —  :  Mil  0  sill  w 

sin  0  sin  <-)      p  cos  6  sin.  w    "      p  sin  G  cos  w 

cos  8  —  p  sin  'i  0 

>m  :  -  sin  &;  oh  en  conclut 

V  =  \\\  p2  sin  bdpcfàdoi. 


CHAPITRE  VII. 


DES    INTEGRALES    DE  FINIES  \  (SiriU 


'.  i 


DjFFÉRENTIÂTIOK    D'UNE    INTEGRALE    DEFINIE, 


107.   Différentiation  par  rapport  aux Jimites.  —  L'intégra^G 


f{pc\d'x 


,   a 


est  une  fonction  des  limites  a  et  b.  et  des  paramètres  qui  entrent 
dans  /'(.y-).  On  peut  se  proposer  de  la  différentier  par  rapport  à 
l'une  ou  l'autre  de  ces  quantités. 

Si  Flyi  est  une  l'onction  qui  a  pour  dérivée  /l.Y.  dé  sorte"  que 


on  a 


u=  F(b)  —  F(a|, 


„/,-F'''-     Ta  '""; 


d'où,  à-  cause  de  F'(.v')  =  / '.\ 

du 

ob 


I  !'!    - 

Dans  le  cas  où  n  el  b  sont  des  fonctions  d'u ri  même  iniruriiètn 
/  qui  n'entre  pas  <Ians  f[x),  on  a 

dt  --,«,, a    '   ùb  dt         -f'",n  A   '  h],a 
108.  Différentiatlon  sous  le  signe.  —  Soii 

/  ('tant  indépendant  de  a\  a  et  /;  indépendants  do  / 

Donnons  à  /  l'accroissement  A/:  u  prendra  l'accroissement 

bu  =        /'(,r,  *  -f-  M)dx  —       /(./■,  /■,/.,■ 

J  a  J  a 

On  en  conclut,  A/  étant  indépendant  de  x, 

A«  fb /"(*,<  +  A/'-/',r,  /) 

A*        J a  A/ 

Si  f\x,  /)  reste  finie  entre  les  limites  a  et  />  de  x  et  possède 
toujours  une  dérivée  par  rapport  à  /.  finie  et  bien  déterminée 
(pour  la  valeur  considérée  de  /),  on  a 

A/  "  dt 

z  désignant  une  quantité  qui  tend  vers  zéro  avec:  A/. 
On  peut  alors  écrire 

.     =  '  tte   |-      Bête. 

A/  J  a    r//  '     J  a 

Soit  /?/  la  plus  grande  valeur  absolue  de  s  lorsque  .v  varie  de  ;/ 
a  b:  en  valeur  absolue 


J  a  J  a 


Lorsque  A/  tend  vers  zéro,  m  peut  devenir  aussi  petit  qu'on 
veut  et  il  en  est  de  même  de  m(b  —  a).  Donc  en  passant  à  la 
limite  pour  A/        0,  on  trouve 

du        fh  ()f    , 

=■         -     dx.  ,- 
dt        J  adt 
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Ainsi,  pour  dêrîtoev  une  intégrale  définie  par  rapport  à  un 
paramètre  entrant  sous  le  signe,  il  su/JH  de  dériver  par  rapport 
à  ce  paramètre  la  quantité  placée  sous  le  signe. 

109.  La  règle  précédente  peut  être  en  défaut  lorsque  l'une  des 

limites  d'intégration  ou  les  deux  sont  infinies,  on  lorsque       est 

discontinue  entre  x  =  a  et  x  =  b. 
Soit,  par  exemple,  l'intégrale 

f°°sinte    , 

u  =  dx ,  (1  ) 

J  o  X 

où  nous  supposerons  /  positif,  tëlle  a  un  sens  parfaitement 
déterminé;  car  le  remplacement  de  x  par  '     donne 

f°°  si n  x    , 
"  =  |  ~      <**.  (2) 

.  '  0  '  ' 

ci  la  courbe 

si  n  x 

y  = 

x 

se  compose  d'une  infinité  d'arcades  situées  alternativement  de 
part  et  d'autre  de  l'axe  OX,  qui  ont  même  largeur  -,  (*)  mais 
dont  les  hauteurs  décroissent  vers  zéro.  (Comparer  $  48,  3°.)  Or, 
si  l'on  appliquait  la  règle  (108)  à  l'intégrale  (1),  on  trouverait 

du        r°° 


dt 


=  j       cos  tx  dx  ; 


le  second  membre  n'a  aucun  sens  tandis  que  u  étant  indépen- 

dn 

dant  de  /  d'après  l'égalité  (2)  on  a     .  ■  =  0. 

110.   Dans  cei'tains  cas  on  reconnaît  que  la  règle  s'applique  à 
une  intégrale  prise  entre  des  limites  infinies  en  examinant  si 


i  *  i  On  a 

,      x  cos  x  —  sin  x        cos  x(x  —  tg  x) 

y  ^         „.%  Ti         » 

\Aj  \àj 

dans  l'intervalle  (0,  ~),  la  dérivée  y}  étant  négative,  y  décroît  constam- 
ment de  1  à  0;  dans  les  intervalles  (ir,  2~),  (2~,  3~)...  un  maximum  de  la 
valeur  absolue  de  y ,  égal  à  cos  a\  a  lieu  lorsque  tg  x  —  x. 


—  145  — 
'       dx  a  une  valeur  finie.    En  effet,  si  les  dérivées  '  '  .      ' 

J  a     01*  ()t        <){' 

son1  bien  déterminées  quand  x  varie  de  u  à  b,  on  peut  écrire 
où  0       9  <  1.  L'égalité  (1)  du  §  108  prend  ainsi  la  forme 

M    ~  J  a   dt     X    h   2  J  a  ^  flto- 

Cbd*f(x,  t) 
Donc,  si  l'intégrale  '      r/\v  n'est  pas  infinie,  on  a 

„  a         ^* 

dU-C  Ôfdx 
dt         J  a   ^  aûC> 

lors  même  que  h  et  b  seraient  infinis. 
111.  Règle  générale.  —  Si  les  limites  a  et  b  de  l'intégrale 

a  =  |    /*(#,  t)dx 

sont  fonctions  de  /,  on  a  (I,  69) 

du       du  da       du    db       du 

di     ~  da  dt    ^  db  '  dt        al  ' 

.-  désigne  ici  une  dérivée  totale,  et  —  est  la  dérivée  de  u  par 
dt  dt 

rapport  à  t  qui  entre  dans  f(x,  t).  Si  la  règle  (108)  est  applicable, 

l'équation  précédente  donne 


du 
dt 


x  da        ./,     x  db        Cb  àf  . 
,-na,t)dtVtV>,t)<h+^Ldt. 


112.  Applications.  —  La  règle  de  la  différentiation  sous  le 
signe  peut  servir  à  déterminer  des  intégrales  définies  dont  le 
calcul  direct  serait  plus  pénible  ou  dont  les  intégrales  générales 
correspondantes  ne  sont  pas  connues  sous  forme  finie. 

1°  777  étant  positif,  on  a 

f1  '1 

xm  dx  =       -, — -  =  (m  -\-  1)_1  . 
J  o  m  +  1 

Neuberg,  An.  inf.,  II,  io 
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Dérivons  plusieurs  t'ois  de  suite  par  rapport  a  ///  ;  il  vieil 

n 

j    xHœdx  =  —(m  +  1)   -, 

.     0 

n 

x™(lx)zdx  =  1.2  (m  4-  l)   :;, 
J  o 


œto(lœ)v.dx    =  (—  1)p  1  .  2    ..p.  (m    |    1)-p   ' 


2°  Pour  déduire  de 


I  ^  +  r  a 


d'autres  au  moyen  de  la  différentiation  sous  le  signe,  introdui- 
sons un  paramètre  en  remplaçant  x  par    '.   ><&>cpar—    •  11  vient 

Ç      dx  1  x 

,       -  =         arc  te;      =  ; 

puis  en  intégrant  entre  les  limites  0  et  oo, 

f°°      cto  "  f00/    -   ,     •    ,   ,         ~      ' 

-■ —  -  -  — p .    ou  (œ2  +  *)_1  ote  =  -  /  2. 

Jo      .'"h/         >\  /  Jo  2 

Dérivons  plusieurs  fois  de  suite  par  rapport  à  /  : 


u 

•oo 


1.2(05'  -KO    3^  =  i?5<   h 
G  c  £  c 


•oo 


|  o    1 . 2  ...  (p  -  1) ■  («t  +  *)-»  dx  -  i  g  -  W' .,    ^  ' 

Si  l'on  l'ait  £  =  1,  la  dernière  égalité  donne 

f°°        dx  1  .3  ...  (2/3  —  3)  - 

Jo      (^2  -f  1)p=:  2.Ï.  .  (2jà"—  2)  2' 

résultat  connu  (4). 


-   M7 


Pour  démontrer  que  la  règle  (108)  est  applicable,  observons 

-oo  ()y 

dV 


que  |         J„  dx  a  une  valeur  finie  si  Ton  prend  f(x,  t)  =  (x2  |  f)— n, 


.  o 
//  étant  entier  et  positif.  En  effet,  si  /  >  (),  cette  intégrale  est 


et  les  deux  dernières  intégrales  sont  finies. 


qq2\\  |-4 


dx 


3°  Si  /  est  positif, 
-oo 


e~lx  dx 


J  o 


En  dérivant  (n  —  1)  fois  de  suite  par  rapport  à  /,  on  trouve 

-oo 

x"-1  e~tx  dx  =    1 .2  ...  (>/  —  l)/-"\ 
.'  o 

Pour  /  =  1 ,  on  obtient 

,-oo 


xn~le-*dx  =  1.2  .  .  In—  1). 


o 


Le  premier  membre  de  cette  égalité  est  V intégrale  eulérienne 

de  seconde  espèce,  appelée  aussi  fonction  gamma  et  désignée 
par  r(/ï).  On  a  donc,  pour  toutes  les  valeurs  entières  et  positives 
de  n, 


r 


'(»)=*  a?11"1  #-*  (£&==  1.2...  («—  1). 


Il  sera  démontré  (119)  que  V(n)  a  une  valeur  finie  si  n  >  0. 

/-OO 

Comme  le  changement  de  a*  en  tx  transforme T(n)  en  tn        xn~'eixdx 
si  t  >  0,  la  dernière  intégrale  est  également  finie,  et  il  en  est  de 

fOO    ()2f 

même  —~  dx  qui  a  la  môme  forme  ;  on  en  conclut  que  la 

J  o     dl2 

règle  de  la  dil'terentiation  sous  le  signe  est  applicable  (110). 


4°  On  sait  (22)  que 


i 


~~ 


dx 


- 


J  o    a2  cos2  x  -h  b2  sin2  «       2ai 


1) 
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si  Ion  dérive  les  deux  membres  par  rapport  à  u  ou  b,  il  vient 


1 


pT*  cos2  oo  dx 

Jo    (a2  cos2  ic-f-62  sïnVa?)2        4a3l 


! 


1 
2* 


si  il2  se  afo? 


7T 


o    (a2  cos2  #  +  ^2  sin*  #)'2       <W>3  " 
d'où,  par  addition, 


i 


î 

2* 


dx  -    (\_        1 

(a2  cos2  o?  H-  £2  sin2  x)2  ~    Aah  \a2    *~  b2 


(2) 


On  pourrait  opérer  sur  l'intégrale  (2)  comme  sur  l'intégrale  1 
5°  Considérons  encore  l'intégrale 


a 


-j! 


OO  o— tx  o 


sin  as 

.r 


û&r , 


A 


qui  a  un  sens,  tant  que  t  est  positif;   c'est  ce  que  l'on  voit  en 
construisant  la  courbe  (comparer  43,  2°  et  109) 


y  = 


sin  x 


xe 


ti 


En  admettant  la  règle  (108)  on  trouv< 

•oo 
J  o 

la  construction  de  la  courbe 


du 
dt 


'OO 

e-txi 

!  n 


sin  x  dx  : 


y  = 


sm  a? 

•>tX 


montre  encore  que  la  nouvelle  intégrale  a  un  sens,  et  le  même 

raisonnement  est  applicable  à  ,,„  dx. 

J  o      àtz 

En  intégrant  successivement  deux  fois  par  parties  on  obtient 


-oo  i     -oo 

I      e~tx  sin  x  dx  =  e  txcosa?flte 


-OO 

J. 


1 


-OO 


I      cj~  x  sin  œ  dx 

t        t  Jo  J 
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d'où,  en  transposant  le  dernier  terme, 

du  1 

ih  --1  +  *-*     "  =  -arctgt      C. 

L'expression  (A)  de  il  montre  que  u    -  0  pour  /  ~  oo,  car  le 
facteur    e  n    tend    vers     zéro    pour    f  ^  oo;    il    en    résulte 


C  =  arc  tg  oo  -  - ,  et 


u  =  -  —  arc  tg  t.  (  B) 


2 
Si  l'on  fait  tendre  /  vers  zéro,  on  déduit  de  (B) 


I 


00  sin  x    , 

dx  = 
o         a?  2 


113.  Différentiation  sous  le  signe  d'une  intégrale  indéfinie. 

—  On  peut  poser,  pour  l'intégrale  générale, 

(  f\x,  t)dx  =  f*  f(x,  t)dx  -f-  »(/), 

a  étant  un  nombre  donné  quelconque  et  la  constante  arbitraire 
pouvant  être  une  fonction  arbitraire  de  t.  Il  en  résulte 


d  I  /'(x,  t)dx        rx  r)f 

àt  J*dt        ^ Y  w 


©'(f)  étant  une  fonction  arbitraire,  cette  égalité  revient  à 

()\  f(x,  t)dx         r  $f 


<)t  1  ùt 


4 


dx  -f-  C. 


Donc,  la  règle  de  la  différentiation  sous  le  signe  est  applicable 
à  l intégrale  indéfinie.  Par  exemple,  de 


i 


xm+l     ,    _, 
xmdœ  .   -h  C, 

m  -f-  1 


on  conelul 


,      ,  xm+llx  xm+l 

xmlx  dx  =         , -  —  4-  C, 

m  -f-  1        [m  -f-  D" 
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Intégration  sors  le  sk.nl. 
114.  Soit 


u 


i    f(x,y)dx, 


y  étant  un  paramètre,  a  et  b  des  constantes  indépendantes  de  y. 
Multiplions  les  deux  membres  de  cette  égalité  par  dy  et  inté- 
grons ensuite  entre  les  limites  a  et  3  ;  nous  aurons 


udy  =       dy       f(x,y)da\ 


Le  second  membre  de  cette  équation  représente  le  volume  du 
solide  limité  par  le  plan  xy,  par  les  plans  a*  =  a,  x  —  b,  y  =  a, 
V  —  P*  et  par  la  surface  s  =  /'(a,  y)  (90).  Les  limites  d'intégration 
étant  fixes,  on  peut  intervertir  l'ordre  des  intégrations  (91,  II); 
donc 


udy  =        doc       f(x,  y)dy. 
J  a  J  a        „'  x 


De  là  la  règle  connue  sous  le  nom  d'intégration  sous  le  signe  : 

Pour  intégrer  entre  deux  limites  données  une  intégrale 
définie,  par  rapport  à  un  paramètre  entrant  sous  le  signe,  il 
suffit  d'intégrer,  entre  les  limites  données,  la  quantité  placée 
sous  le  signe. 

Cette  règle  suppose  que  la  fonction  /ia,  y)  reste  finie  et  bien 
déterminée  entre  les  limites  de  l'intégration  et  que  celles-ci  sont 
finies. 

115.  Applications.  —  1°  On  a 


I 


X™dx  =  ; 


d'où  dœ       xmdm  = 

'  „  L.  '  ..  w  4- 


JO  ja  J  «   ?"  +  1 


1  »?  -  -^  .        .  p-4- 1 

i  o        /■'•  «  +  1 


I 


2°  Si  a  est  un  nombre  positif,  on  a 


e-^dx 


—   loi    - 

,00         -3  ,p    , 

d'où  1       dx       c  **da  =  i 

J  o  J  a  J  a   a 

donc  = l- • 

J  o  »  a 

Pour  a   =  1,  on  trouve 

»  (i 

La  démonstration  précédente  est  insuffisante,  car  il  n'est  pas  toujours 
permis  de  changer  l'ordre  des  intégrations  dans  une  intégrale  double 
quand  l'une  des  limites  est  infinie. 

Pour  vérifier  la  formule  il  ),  posons 

fX  q— x g-|3x  rX  g-x  /*X  e  -  fjx 

I  =  -rfa?  —  I  doc  —  doc, 

J  OC  i        OC  1  _       ou 

et  cherchons  la  limite  de  1  lorsque  s  tend   vers  zéro  et  que  X   augmente 
indéfiniment.  La  substitution  ft.v  ==y  donne 

■rxe-$*  f?xe-y  Ç?xe~* 

dx  *=  di/  =  dx  ; 

Je*  J  fie    U  J  fi£    a; 

d  ou  I  =  dx  —  dx. 

Si  l'on  décompose  les  intervalles  (s,  X),  (pe,  |3X),  on  peut  écrire  : 

■-ni  -i  -i  =r-i  • 

-    Z  '    p£        "   |.j£        -    X  '    l  '    x 

Lorsque   X   varie  de  s  à   ps,   c'_x  est  compris  entrée-*  et   e— P&;   donc 

efa?  est  comprise  entre  e-3  et<?-P8  ou  entre  e~U'p  et 

I  £     ,;'  J  z     x  J  i     x 

e~?s&;   on   peut    donc   la    représenter  par  A£j3,  A    désignant    un    nombre 

compris  entre  <?~£  ©*»  e~rs.  De  même  ofa;        I^»1*  désignant  un 

Jx      ■'■ 

nombre  compris  entre  e~~ x  et  e    x  ;  par  suite 

I  =  (A  -  B)#. 

Mais  A  tend  vers  l'unité  lorsque  s  tend  vers  zéro,  et  15  a  pour  limite  0 
quand  X  croit  indéfiniment.  On  a  donc  lim  1  =  1%  ce  qui  démontre 
l'égalité  (1), 
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3°  Considérons  les  intégrales 

C  =  |  t,-ax  cos  bx  doo,     S  =  |  e"ax  tsin  bx  dx. 

Si  l'on  intègre  par  parties  en  prenant  du  =  e~a*dx.  on  trouve 

_        e-axcos  bx       &Q      ^  e_axsin  bx       b  , 

a  a    '  a  a     ' 

en  résolvant  ces  deux  équations  par  rapport  à  C  et  S,  on  obtient 

e~a*(—  a  cos  bx  -{-  h  sin  bx)  e~a*(b  cos  bx  -|-  «  sin  foc) 

~a*~+T*~  '      b  -  asi  _j_  p 

On  parvient  aux  mêmes  valeurs  en  observant  (/,  390)  que 

C  -f  tS  =  f  c~ax(cos  6a?  +  i  sin  bx)dx  =  \  e  axV)xl  dx 

gx(— a-f-ib) 

—  «  +  ïb  ' 


=   j  ex|-a+ib>  cfo  = 


remplaçant  ex(_a+bi  par  e-a*ebxi  et  multipliant  les  deux  termes 
de  la  dernière  fraction  par  —  a  —  ib,  on  aura 

(cos  6a:  +  *  &m  ^)  (a  +  &) 
a2  4~  à 

Si  l'on  effectue  la  multiplication  indiquée,  la  partie  réelle  du 
second  membre  sera  C  :  la  partie  imaginaire,  /S. 

Supposons  a  >  0.  En  intégrant  de  x  =  0  à  x  =  oo,  on  obtient 

«OO  -OO  jj 

I      e~ax  cos  bx  dx  =      --,    rsj  e_ax  sin  èa?  c&c  — -    ,  ■  .       • 

Jo  a2-\-b2      J0  a24-62 

L'intégration  sous  le  signe  par  rapport  aux  paramètres  a,  b 

fournit  de  nouvelles  intégrales.   Ainsi,   la  première   intégrale 

donne 

fa        f00  fa     ada 

da         er  ax  cos  bx  dx  = 

Je     Jo  Jca24-o2 

rb  „  r°°         ,   7     rb  «m»  . 

I    db   |      e-ax  cos  oa?  dx  =  \  -    -,      « 
Je       Jo  Jc«2f^8 

puis  en  changeant  Tordre   des  intégrations  dans  les  premiers 

membres  : 

f°°r«  —  e   :,x  .      ,  1  ,  a2    |    62 

eos  //.'•  aa;  =  -/    „ 


.    0 


a?  2    c2  4-  //' 


S 


°°sin  bx  —  sin  ex  ,  a(6  —  c) 

-C  aK^.r  =  arc  tg    V     , 
o  a?  "c!-f-  oc 
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La  seconde  intégrale  donne  semblablemenl 

Ç°°e-C*  —e  as         .      .  b(a  —  c) 

sm  bx  dx  =  arc  tg  , 

f  °°  cos  ex  —  eos  bx  ,         1  ,  62    I    a- 

Jo  #  2     r:2    j    a2 

L'intégration  est  permise.  En  effet,  soit,  par  exemple,  f(x,  b) 
la  quantité  sons  le  dernier  signe    (  ;   on   peut    différentiel-  par 

rapport  à  />  sons  le  signe  /i.v,  /;)(/,v  parée  que  ,      dx    a 

J  o  J  o     00 

une  valeur  finie,  et  Ton  retombe  sur  l'intégrale  d'où  l'on  était 
parti . 

rx    2 

Sur    L  INTEGRALE         e~x  da?. 
J  o 

116.  Intégrale  de  Poisson.  —  On  appelle  ainsi  l'intégrale 

I  =  I       e~  x  dx, 

Jo 

bien  qu'elle  ait  été  déterminée  antérieurement  par  Laplace.  La 

méthode  que  nous  suivons  ici  est  due  pour  le  fond  à  Poisson, 
mais  elle  a  été  rendue  pins  rigoureuse  par  Cayley. 
I  est  la  limite  de  l'intégrale 

I  =  \    e-^dx 

Jo 

pour  /•  =  oo.  En  remplaçant  ,v  par  y,  on  a 

I  =  P  e-^dy, 

J  û 

d'où,  en  multipliant  les  deux  égalités  membre  a  membre. 

I2  =   |  '  <r-*2  dx  (  '  e-y2  dy=Ç    Ce    ^2 ■»  >2  eto  dy.  (1  ) 

J  o  J  0  J  0  J  0 

Soient  maintenant  trois  axes  rectangulaires  OX.  OY,  OZ 
i/zg\  3o).  L'intégrale  double  (1)  exprime  le  volume  compris  entre 
les  trois  plans  coordonnés  (positifs),  les  plans  x  =  r,  y  =  r 
parallèles  aux  plans  YOZ,  XOZ,  et  la  surface  z  =  c  *- i /' ;  ce 
volume  est  représenté  par  la  figure  OA-BCGA'B'C. 
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La  surface  qui  limite  supérieurement  ce  volume  est  de  révo- 
lution autour  de  Taxe  OX  ;  la  méridienne  considérée  dans  le 
plan  zx  a  pour  équation  z  =  e~x  ,  c'est  une  courbe  G  D'A'  asymp- 
to tique  de  Taxe  OX.   Soit  V  le  volume  d'un  cylindre  vertical 

Fis.  3o. 


X 


ï  'C 


ODEGD'E'  construit  sur  un  quart  de  cercle  ODE  de  rayon 
OE  =  R.  et  limité  supérieurement  par  la  surface  z  =  e~'x2+y2). 
Eu  employant  les  coordonnées  semipolaires  (95)  on  trouve 


Y 


du       e~r~rdr 

.'  o      J  o 


r 


a 


m 


ou 


4V 


L        ' 


a 


.,-R- 


Le  volume  (jui  correspond  à  I2  est  évidemment  compris  entre 
deux  cylindres  verticaux  terminés  à  la  surface  z  ==  ig-\xS+y2)  et 
ayant  respectivement  pour  base  les  quarts  de  cercle  compris 
entre  les  axes  OX,  OY  et  les  circonférences  décrites  du  centre 
O  avec  les  rayons  OA  =  r  et  OB  =  n  '2.  On  conclut  de  là 


I2  :    j(l  -e   -  ,      V  <^(1 


» 


Les  seconds  membres  de  CjCS  égalités,   lorsque  r  croit   indéfi- 
niment, tendent  vers  la  même  limite  ' ;  par  conséquent,  lim  I'2  =    ■> 

h  m  1  =  -  i  k  ou  enliu 


■oo 


d$  -----  -  i  -. 
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Voici  une  démonstration  plus  rapide  de  ce  résultat,  si  l'on  change  ix  en 
a.v,  on  trouve 


I  = 


•oo 


-/.  ax 


ix 


.Multiplions  les  deux   membres  de  cette  égalité  pare    *"'/-/  et  intégrons 
ensuite  entre  «  =  0  et  %  =  oo;  il  vient 


-oo 


,2 


•oo 


*oo 


OU 


I  (>-y.c(hx=\       e-*~d*\       e~*~*~adx, 

.  o  J  o  J  o 

-oo        -oo 
[2         |        (/y.   J        e-(l+ï2,a2  %(j.Xi 


:  u         j  o 
et  en  intervertissant  l'ordre  îles  deux  intégrations 


-oo  -oo 

I-  =   l       dx   1       d1^2^^^. 

,0 


0 

oo 


dx 


g-(l+x2)a2_ia=oo         /* 


'  0 


oo 


d,r 


2(l+*8)_|a=o         Jo    2(1+^2J 


-.oo 

arc  tg  .r  j      == 

Jo 


Remarque.   Si  Ton  remplace  x  par  xi  t,  l'intégrale  J  devient 

-oo  -oo 

i  /  |      e-i%2dx;  donc   1      e~{xldx  =  -  "• 
Jo  .'u  2^ 

En  différentiant  cette  relation  n  fois  de  suite  par  rapport  a  t. 
on  aura 

et.  si  l'on  t'ait  t  =1, 
^oo 


t?-*  Vn  tfo  = 


i  -   1  .3.5  ...  (2«  —  1) 


o 


•>>n 


117.  Calcul  des  intégrales 


•oo 


1°  Si  la  limite  /  est  inférieure  a  l'imité,  on  obtient   un  déve- 
loppement assez  convergent  de  I,,  en  remplaçant  e~*2par  la  série 

,r-  X4  Xe 

1  T1.2       1.2.3 
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il  vient 

T    —  / 4_  .  _  __  ,  _i_ 

1.3n    l  .2.:»       L.2.3.7^ 
La  valeur  de  I,  se  déduit  alors  de  la  relation 


-oo 

Ii  +I2        I      e~**dx=  -i/tt. 
J  o 

2°  Si  /  >  1.  on  calcule  d'abord  \:.  Ecrivons 

-oo  j 

L  =  n    r-^  .  2x  dx, 

J  t     2x 

et  intégrons  par  parties  en  prenant  dv  =  e ~*2. 2x  dx ,  d'où 
p  =  —  e~"*s  :  nous  aurons 

f00  ,dx 

[ntégrons   encore   par    parties    en    posant    dv  =  e~xZ .2x  dx\ 

il  vient 


1.3  f00      «dx 


2*  22*3      '       2-      'r  .r1 


En  continuant  ainsi,  on  obtient 


e 


-i- 


'•  =  tt 


1  1.3        1.3.5  1.3. 5...  (2m  —  T 

~  ~  :>J-    '    2/e  -        (2^)è        '"  ~  (2*2)n 

1.3.5  .-..(2fl  +  1)  f00      •     dx 


T 


£>-    x 


2n+i  j  t  ^+3 

Les  termes  entre  crochets  vont  d'abord  en  décroissant,  puis 
se  mettent  à  croître,  car  le  rapport  d'un  terme  an  précédent  est 

successivement  égal  à  ^tïti  c;' .,  <   0,  >  etc.  Arrêtons  l'intégration 

au   moment    où   les   termes   cessent   de   décroître,    c'est   à   dire 
supposons  2n — 1  <  2t'2       '^n  -lr  1,    La  plus    grande   valeur   d< 
de  e~ x~dans  l'intervalle  (f,  oo)  étant  e  '",  on  a,  successivement 

-OO  /..  ^OO        /  ,  ,2 

.  2    ciâ  t  ax  e  ' 

1.3. 5. ..(2«    !    1)/°°      o     dx  1.3.5...(2«  — 1) 

— -   I        tf — x  - —  <C  -  p    c  • 

on+t  I  Q  ,,-ïn     2  ou     1  /?.i-  1 
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donc  le  dernier  terme  de  la  valeur  de  1 ,  es1   moindre  en  valeur 
absolue  que  le  précédent,  et  l'on  peut  écrire 


h 


2t 


1  1.3        1.3.5  1.3  r,...  2».     i, 

2/2    f   (2*2)*     "  (2*8)8    t_    "  (2*2)n 


avec   une   erreur   moindre   que   le   dernier   terme    et    de    signe 
contraire.  L'intégrale  \{  résulte  ensuite  de  la  formule  (2). 

118.  Méthode  de  Laplace.  —  Pour  calculer  T,  lorsque  /  1, 
on  peut  développer  celle  intégrale  en  fraction  continue.  Si  Ton 
pose 

1    =  é  1 1     er  ^  doc, 

et  qu'on  désigne  par  V1,  U2,  ...  les  dérivées  successives  de  l 
par  rapport  à  /,  on  trouve  (107; 


2    i-OO 


CJ,         =  2fe*   |t    e  x 

U2  2.*U,    |    21". 


'/.,• 


^  =  2L"  —  1 


U. 


2*U2-r-4U1, 


U,      =  2*U, 


6U2, 


Un+i  =  2/(Tn   h2»Un-i, 
La  première  et  la  dernière  de  ces  relations  donnent 

1 


! 


2t  -- 


U, 


Un 
Un_l 


2£  — 


2« 

l-  n .  i 

U„ 


On  en  déduit 


! 


2t  + 


2 

2?;  -|- 


i 

2/  + 


6 
2*  -f 


(  Jette  formule  fournit  la  méthode  la  plus  avantageuse  pour  le 
calcul  de  U  =  erI2,  lorsque  /  est  très  grand. 
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I  N  T É  0  R  AL E S     E  ULE  RI  E  X  N  E  s . 

119.   Définition  de  r(/i).  —  L'intégrale 

\°°e-xxn   ]  dx  (1) 

dont  la  valeur  dépend  du  nombre/?,  est  appelée  intégrale  eulè- 
rienne  de  seconde  espèce  ou  fonction  gamma  ;  on  la  désigne 
par  r(n). 

L'intégrale  (l)  a  une  valeur  finie  si  n  est  positif,  une  valeur 
infinie  si  n  est  nul  ou  négatif. 

Soit  d'abord  n  >  0.  V(n)  est  la  limite  de  la  somme  des  intégrales 

U        fV  V   ldx,     Y  -  =  (,fe-*Bn-,ûkB  (2) 

pour  £  =  0,  X       oo.  Or,  dans  l'intervalle  (s,  1>,  e   x       1  ;  done 

fl  fl  1    :D 

rxa,n-1rfa;<   1    xn~l  dx  = 
Je  J  £  " 

D'autre  part,  de  ex  =  1  -f-  -.  -f-  ■■- ---  +  •••'»  oii  conclut,  si  .v  >  0: 

ex  >  -  »  e  x  <  p  !  A'  !';  par  suite,  0  désignant  un  nombre  com- 
pris entre  0  et  1, 

X --■■  -0      yi!.r»  -p   W/.r       8     y  '     (X»   i'-l)  =  0     ^     i  1  —     -         ). 

J  l  »  —  p  p  —  Il    \  A1'     IJ 

Comme  on  peut  supposer  p  >  /i,XP~n  devient  infini  avec  X. 
Donc  les  deux  intégrales  (2)  ont  des  valeurs  finies  pour  s  =  0, 
X  =  oo;  il  en  est  done  de  même  de  T{p). 

Si  n  =  0,  Y  a  une  valeur  finie;  U  est  infinie,  car 


n  e   *<!.r    _  8   j"1^       0    1 
!  .       .r  1 J  c  ./'        e    £ 


(0  <  0  <  e) 


el  /  -  croît  indéfiniment  lorsque  i  tend  vers  zéro. 

Enfin,  dans  l'hypothèse  n  <^  0,  U  est  encore  infinie.  En  effet, 
si  n       —  />,  on  peut  écrire 


et  la  dernière  intégrale  est  infinie  pour  z  =  0. 
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La  définition  de  1    //  »  par  l'intégrale  (1)  ne  s'applique  donc 
qu'aux  valeurs  positives  de  //. 

120.  Valeur  de  r(/i)  pour  n  entier.    -  Kn  intégrant  par  par- 
ties, on  a 

♦OO  -OO  fOO 

|       e   *a;n    UIûc=    —  .<•» V~x  j      +  («  —  1)         ocn-*e-xdx.      3 

J  o  L  Jo  J  o 

Or,  .v" _,e  x  s'annule  pour  a;  =  0,  el   aussi  pour  .v  -  oo;  car 

et  en  prenant  />  >  n,  on  voit   que  .v"~V   s   peut  devenir  aussi 
petit   qu'on  veut   lorsque  .v  croît  indéfiniment.    L'égalité    •'!    se 

réduit  doue  a 


,-oo  «OO 

e    V"  '  ûfo         («  —  1  I    I         .rn  "?(?  -x  dx, 
J  o  .'  0 

ou  n>)  =  !"  —  1)  *>  —  1).  (4) 

On  aura  de  moine 

r(»— 1)  ==  (n  -2jr(n  — 2Ï,     V(n  —  "2)  =  (m  —  3)  I>  -3),     ..., 

et  l'on  arrivera  à 

-oo 

1"(1)  =  |       e  *  <fo       1 
.  o 

Oji  en  conclut  la  formule  déjà  connue  112,  31) 

F(n)  =  1.2.3...  (»—  ]). 

121.    Valeur  de  r(ji)  pour  n  non   entier.   —  La  formule   (4) 

subsiste  pour  toutes  les  valeurs  positives  de  n.  Si  n  -=  n'  -f-  v, 
/z'  étant    un   nombre  entier  et  v  un  nombre  compris  entre  0  et  1, 

on  aura 

V(n'  f  v)  =-=  (}>!  +  v  —  1)  IV    l-v—  1). 

r(nr  +  v— 1)==  (n'    |-v~  2)  rfn'-f'v  -2) 

et  l'on  arrivera  à  l'(v)  ;  par  conséquent 

P(»'    f-  v;      -  (//  4- 1)  (;/  4-  v  —  2;  ..     (v-rl)vr(v). 

Il  suffit  donc  de  connaître  Y(n)  pour  les  valeurs  de  n  eom- 
pi  i.-es  entre  0  et  1 . 


lflO  — 


122.  Valeur  de  I"    \  I.  —  On  a 


rA       r°°e 


,2/       Jo       \/x 
si  l'on  remplace  x  par  z2,  on  trouve   116i 

l\  ,-00 


On  en  déduit.  //  désignant  un  nombre  entier  et  positif. 
In-        —  [  n  —    '  1  h  —       ...  -  •     \-  . 

V   r  y  y  v     y    2  2 N 

123.  Valeur   de  V(n)   pour  n    négatif.  L'égalité   (4;   peut 

s'écrire1  : 

i>-i)-J>L    ou    rW      ""  +  1):  -  (5) 

elle  sert  à  définir  Ffn)  quand  /?  est  négatif. 

Si  11  a  une  valeur  entière  négative,  l'égalité  (5)  ramène  V(n)  à 
r(o);  donc  T(—  1),  T(—  2),  F(—  3)  sont  infinis. 

Si  n  -  ;?'  [  v,  n'  désignant  un  nombre  entier  positif  et  v 
un  nombre  compris  entre  0  et  1,  on  ramène  r(/i)  à  r(v)  ;  donc 
F( —  /z'  4~  v)  a  Ulle  valeur  finie. 

124.  Transformations  de  r(n).    —  Si  l'on  pose  e  x       y,  on  a 

c_x  dx  =  —  <7v  et  .y  =  /(       1  ;  par  conséquent 

fi)  s    l\n-l  -1    /     l\n~l 

r(n)--  /M       ^-  (/  -)       dy, 

J  1  v  y)  J  0  V  .y/ 

La  substitution  .y  =  s2  donne 

.'OO 

r(n)  =2  e   x~'  -2n  4  ote. 

'  ci 


125.  Intégrale  eulérienne  de  première  espèce.  —  On  appelle 
intégrale  eulérienne  de  première  espèce  ou  fonction  bêta,  et  Ton 
désigne  par  B(/j,  q)  l'intégrale 

Jo  ^p_1(l  —  ocy-ldx. 
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B(/>,  q)  a  une  valeur  finie  lorsque/)  et  q  sont  positifs,  une  valeur 
infinie  lorsque  l'un  de  ces  nombres  ou  les  deux  sont  négatifs. 
En  effet, 

B(p,  cl)  =  f*#p-1(l  —  ocy-^dcc  +  fï  a?P-J(l  —  œY~  ldx; 

dans    la    première    intégrale   du    second   membre,    le   facteur 

/lyi-i 
(1  —  .\')q~1  étant  compris  entre  1  et  (  ^ j      ,    l'intégrale  est  com- 
prise entre 

î  i_ 

I   ocV~]dx     et     {-)  xv~]dx, 

de  sorte  qu'elle  est  finie  si  p>0,  infinie  si  p  =  Q  ou  <0;  de 
même  la  seconde  intégrale  étant  comprise  entre 

f~X      \     (l—œ)*-lda;      et       f  (1  —  x)*~l  dx 

2  2 

est  finie  ou  infinie  suivant  que  q  est  positif  ou  non. 

Un  changement  de  variable  fait  prendre  à  B(/;,  q)  d'autres 
formes  : 

1°  Si  l'on  pose  x  =  1  —  y,  on  trouve 

B(p,  q)  =  —  ^  (1  —  yy-hj^-hly  =  jlQ  (1  —  x)P-]x<i-ldx, 

ou  B(p,  q)  =  B(q,p). 

y  1 

2°    La    substitution    x  =  ,—7-      donne     1  —  x  =   ,—     -  » 

1  4-  y  1  +  y 

c/x  =  7i— ,-    .-ô  î  donc 

(1  -h  y)2 

/*°°     vp-i 

et,  à  cause  de  B(p,  g)  =  B(g,  p), 

3°  La  substitution  #  =  ay  montre  que 

^xv-\a  —  xy~ldx  =  a^^~]B(p,  q). 
Neuberg,  An.  inf.y  II.  H 
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4°  Si  l'on  fait  x  =  sin2  0,  on  obtient 


B(p,  q)  =  2  rsin2P-'0  cos^Ô  <*6  =  2  f*  cos2»'-^  sin^-ïQ  </6. 
J  o  J  o 

126.  Formules  de  réduction.   —  Intégrons  par  parties   en 
prenant  du  —  (1  —  .\')q_1  J.v  ;  il  vient 


B(p,  q) 


xv-](l  — a?)*' 


n  —  1  f l 

-f- ^P~2(l  —  x'Mx, 

Q       J  o 


d'où,  en  supposant  p  ^>  1, 


B(P,?)=?— ^B(li-  l,q+l). 

Pour  ne  faire  varier  qu'un  seul  exposant,  observons  que 
B(p  —  1,  q-\-  1)==  Jq  ^~2(1  -  «Ji-'fl  —  a?)«fo 

=  B(p-l,^)-B(p,g); 

nous  aurons 

B(P,  4)  =  ~-^  \B(P  -  1,  ^  -  B(p,  ?)], 

ou,  en  réunissant  les  deux  termes  en  B(/9,  </), 

p  —  1 


B(/>,  9) 


p  +  ?—  1 


B(P  —  1,  y). 


Par  analogie 


Si  p  est  entier  et  positif,  la  formule  (6)  donne 


B{p,q)  =  p1^q}_lB(p-l,<i),     ^(P-h9)=p^_q^_.,B<p-Z,g)... 


b(8,  ?; 


B(l,ï) 


1 


î+1 
il  en  résulte,  par  multiplication, 

1.2.3...  (p-1) 


to-T-l^' 


B(p,  </) 


?(?  +  i)  •••  (q  +p—  i) 

Si  les  deux  exposants  p,  q  sont  entiers  et  positifs,  l'égalité 
précédente  peut  prendre  la  forme 

1.2  ...  (p  —  1)  X  1.2.  .  (q—l) 


B(p,  q) 


1.2...  (p  +  q  —  1) 
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Dans  le  cas  où  p  et  q  sont  fractionnaires  et  positifs,  l'appli- 
cation répétée  des  formules  (6)  et  (7)  permet  de  diminuer  les 
nombres  p  et  q  de  toutes  les  unités  qu'ils  contiennent. 

127.  Relation  entre  les  eulériennes  de  première  et  de 
seconde  espèce.  —  La  formule  (8)  subsiste  pour  toutes  les 
valeurs  positives  de  p  et  q.  En  effet,  si  l'on  remplace  x  par  x2 
on  par  y2,  on  trouve 


T(p)  =  2j[ j     c-*2*^-!  ria?,     T(q)  =  2J^ryVq-%; 

d'où  r(p)%)  =  4  j^°  J  (^°  e-<x2+y2)  ^P- 1  ^-î  ^  rfy# 


L'intégrale   double  représente  le   volume   compris  entre  les 
plans  des  coordonnées  positives  et  la  surface  ayant  pour  équation 


(x~+y^     2p-l  ?y2q-l 


z  =  e— i*  tj  x^~l  y* 

Si  l'on  passe  aux  coordonnées  semipolaires,  ce  volume  a  aussi 
pour  expression  (95) 


î  1 

•OO  /«.tTC    r(XD 


dO  zrdr  —  e~r~  cos^-1  6  sin2(i-i  q  >  r2P+2q-i  ^  c/r 

J  0  J  0  J  0      J  0 

A11  rOO 

=         cos2^1  6  sin2*-1  6  dQ         e~l2  r2P+2^~ldr. 


o 

Le   premier   facteur    est   la  transformée  de  -  B(p,  q)  pour 
x  =  cos2  6,  le  second,  celle  de  ~  T(p  -f-  g)  pour  a*  —  r2;  par  suite 

nP)  r(q)  =  B(P,  g)  r(P  +  ?), 

ce  qui  démontre  la  formule  (8). 

128    Intégrales  multiples  qui   s'expriment    par   des   fonc- 
tions T.  —  On  a  trouvé  ci-dessus  la  formule  (125,  3°) 


/ 


œv-i(a  _  œjq-i  dx  =  tfP+i-1  B(p,  q)  -  aH*-'  £|^  ^  •      (9) 

On  peut  la  généraliser.   Soit,  par  exemple,  à  trouver  l'inté- 
grale multiple 

I  =  J  f  j  aP-*y*-lz*~\a  —  x  —  y  —  zf~x  dx  dy  dz, 
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étendue  à  toutes  les  valeurs  positives  de  x,  y,  z  pour  lesquelles 

x  -f-  y  -f-  z  <C  a  • 
En  mettant  les  limites  en  évidence,  on  a 

I  =  JJ  a?P-i  dx  J*- Vi_1  dy  j*~x-yzr-*(a  —x—y  —  |)«-i  tf*. 

D'après  la  formule  (9), 

P     "V-Va  —  a;  -  y  --  s)3"1  dz  ■-=  (a  —  x  —  y)*+*-i  ^  ^  ; 

Jo'  H>'  +  s) 


donc 


iyh  r<Yi  ra  ra~x 


De  même 


(*~\<i-h'a  -  x  —  y)r+s-1  dy  =  (a  —  a?)4+i+«-i  îMIfc  ±  ?)  . 

Jo    J  J!  '  1^  +  r-f.sf 


d'où 

l=»fV>(a-^-ià 

T(^  +  r  +  5)  J  o 

=  ap^+r+s-,  T{p)T(g)T{r)  T(s) 
T(p  +  q  +  r+l) 

En  particulier,  si  s  =  1,  a==l,  on  aura 

J  J  J  r(;)  -f-  ?  -f  r  -f  s) 

l'intégrale  étant  étendue  à  toutes  les  valeurs  positives  de  x,  y,  z 
qui  vérifient  l'inégalité 

oo -Y-y  -f*  <  1. 
129.  Soit  encore  à  chercher  la  valeur  de  l'intégrale 

1=  jYj"  œP-i  yq-i  zT~l  dœdydz,  (A) 

étendue  à  tous  les  points  situés  à  l'intérieur  du  solide  qui  est 
compris  entre  les  plans  des  coordonnées  positives  et  un  ellip- 
soïde donné. 

Les  limites  de  l'intégrale  sont  fixées  par  l'inégalité 

a*  ^  b'-       c* 
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Posons 


■y,  (g\-z 


l'intégrale  devient  (106) 

aPb^cv  C  C  C     Pi    ''    ^    r    i 
I  ,        8  X2"1  Y2  -1  Zî~]  dX  <IY  dZy 

avec  la  condition  X  -j-  Y  -f-  Z  <  1.  Donc 

rféWfV 


Par   exemple,  le  8e  du  volume  de  l'ellipsoïde  est  donné  par 
l'intégrale 

V  =  ffj  dx  dy  dz, 

étendue  à  toutes  les  valeurs  positives  de  x,  y,  z  pour  lesquelles 

*«  ,  y2  ,   **_1<r  o- 
^  +  6*  +  ^       L  <  °  ' 

donc  en  faisant,  dans  la  formule  (B),  p  =  g  =  r  =  1,  on  obtient 

T 


r3, 

=  8  KI+ 0 


Mais 


r®-*.   rg  +  0-?r©-ir©-fv:, 


par  conséquent  V  =  -^abc. 


Exercices  et  notes. 

Nous  désignerons  l'intégrale  proposée  par  la  lettre  I. 
^  dx  1.3.5.  .(î 


!  [x2  —  2x  cos  y.  4-  l)i'    "  sin'P-'a  2.4.0...  (2p  -  2) 
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f  dz 

On  ramène  là  ~         =  2Zp  (4). 

/"*   a;  sin  #  1    „ 

Jol+cos2^  4 

Remplaçant  x  par  7i  —  x,  on  obtient 

71  (7i  —  x)  sin  a? 


f71  (-tt  —  x)  sin  a?  f'       sin 

"  Jo     1  4-  cos2#  '*  J  01  +  c 


X 


cos2# 


Otf?  —   1. 


■[' 


2 1  =  —  t.  |  arc  tg  (cos  x)\    =  -  n2. 


3.  Soit 


/•{ 


■î-jl.'î+ï 


rfa? 


2#  COS  a  -|-  ^2  ' 


démontrer  directement  que  /"(a)  =  /"(a  — |—  tc)  =  /'(a  -|-  2tc)  .... 
On  peut  écrire 

J  c  1  4-  2x  cosa  -f-  xz       J  o  1  —  2x  COS*  -|-  X1 

4.   1^(1  ~h  a2 —  2a  COS  .?;)  a#  =  0   ou   2~/rt,    suivant    que   a,    supposé 
positif,  est  inférieur  ou  supérieur  à  l'unité. 
Divisons  l'intervalle  (0,  n)  en  n  parties  égales  ;  I  est  la  limite  de 

l(  1  +  a2  —  2a  cos  -  )  -h  l(  1  +  a2  —  2a  cos  2-  J  -j-  ... 

m  |_  V  »v         v  nJ 


h  q  1  -ha2  —  2a  cos  (n  —  1) 


n 


n 


1  -h  a2  —  2a  cos  -)(  l  4-  a2  —  2a  cos  2  - 

nJ  \  n 

(  1  -h  «2  —  2a  cos  (n  —  l)  -  jl  • 

Appliquant  le  théorème  de  Côtes  {Algèbre,  p.  208),  on  trouve 

r2n y 


I  =  lim 


tt    a1 
n    a1  - 


,  etc. 


5.        — v dx  =  lim  -h  1). 

dl         f1  1 

On  a  — —  =   I    xmdx  = >  I  =  Um  4-  1)  +  C  ;  la  constante  C  est 

dm        J  a  m  -h  1 


nulle  parce  que  1  =  0  pour  m  =  0. 
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-OO  2  2 

6.    I       <?-x   cos  2ax  dx  —  -V/7^-3,   ' 
j  o  2  * 


On  a 


-•OO      .  2 

sin  2a.r  .  e~x   2a?  ofa? 

J  o 


iOO 


sin  2«x  .  c ~  x 

Jo 


/-OO 

2a 

J  0 


e~x   cos  2ax  dx  =  —  2al  ; 


d'où 


rfl 


=  —  2a  rfa,     JI  =  —  a2  -f-  /C,     I  =  Ce~a' 


Pour  déterminer  C,  remarquer  que  pour  a  =  0,   I  =  t  V^(115). 


-2a 


•OO 


On  a 


=  —2 


"Vx2+~2/a  ^ 


Changeant  a;  en  -  >  on  trouve  -     —  —  21,  etc. 

x  da 


8.       " l[\  -j-  a  cos  a;)  dx  =  iz  l 

J  o 

££  (XOC 


i-Vr 


a- 


On  a 


aa 

9. 


pr  COS  00  dx  1    fu/  1  \  ir 

Joï-{-acosx       ajQ\         1  —  a  cos  x/  a 

il 


00  Tw) 

an 


^n-,  g-ax  CQS  ^  ^  _  __L_  cog  ?lCp  ^ 


0 
OO 


p1 


rw 


^n-l  e-ax  s^n  ^  ^  _  .  sin  w« 

Pn 


OO 

0 
OO 


«  i         77         r(n)        mr 
#n_1  cos  ew  aa-  =    —-'  cos  -~- . 

,       .        7  ,  Y  (il)       .       WK 

xn~l  sin  bx  dx  =     n    sm  —  • 


«V1  — «2 


où  l'on  suppose  a  -j-  zô  =  p  (cos  ff  -|-  î  sin  tp)  et  a  >  0. 

La  seconde  et  la  troisième  se  déduisent  de  la  première  où  l'on  remplace 
a  par  a  -f-  bi  ;  elles  donnent  les  deux  dernières  pour  a  =  0. 


168 


_i\n,        r(»  +  i) 

1<i.        x™[  l  -  )  dx  = 


Jo"    V*J  """       (m+  !)n+1 

r1  1 

11  ^p-1  (1  —  a?"1)**-1  dx  =  --  B  (»,  <?). 

Jo  m 

i2.  r00^"1^-^'"1^       r(p)rw 


Poser 


o         (#  -h  /0p+q  ^p(l  -h  h)*T(p  -f  g) 

#  y 


x  -\-  h,       \  -\-h 

13.  Démontrer  que 

rv     shi^     \rfx_  rF(sillS  ,,.)(,,  o„  f F('shi:  v 

Je    \  1  —  'la  cos  a;  +  a-)/  J  0  J  0    \    a2     / 

suivant  que  a  <  1  ou  >  1. 

Ce  théorème  est  dû  à  Liouville.  Pour  une  démonstration  et  des  consé- 
quences, voir  Nouvelle  Correspondance  mathématique,  t.  I,  pp.  20,  33  et  73. 

14.  De 

-oo 


î. 


sin  tx    . 

dx  = 


déduire 


j 


x  2 

3  cos  3a?  —  cos  olx   .         - 
o  x2  2 


CHAPITRE  VIII. 

INTÉGRATION  DES  DIFFÉRENTIELLES  TOTALES. 

Cas  de  deux  variables. 

130.  Condition  d'intégrabilité.  —  La  différentielle  totale 
d'une  fonction  explicite  u  de  deux  variables  indépendantes  a*,  y, 
est,  par  définition, 

du  .      ,    du  _ 
cm  =  —  dx  4-   ,    dy. 
dx  dy 
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Elle  a  donc  la  forme  Mdx   |    Nrfy.  Réciproquement,  M  el  N 

étant  deux  fonctions  données  de  x  et  y,  soit  à  trouver  une  fonc- 
tion il  de  x  et  y  dont  Mefoc  |  Ndy  soit  la  différentielle  totale. 
En  d'autres  termes,  il  s'agit  de  trouver  une  fonction  de  x,  y 
telle  que  l'on  ait 

du      _ ,      du 

Le  problème  n'est  pas   toujours  possible,  car  des  égalités  (1) 
résulte 

dM         d-u         ON         d2u 
ày        dxdy        dx        dydx 

On  en  conclut  la  condition  d'intégrabilité 

dM        dN 

d//  dx 

Nous  verrons  que  cette  condition  est  suffisante. 

131.  Première  méthode  d'intégration.  —  Si  M.dx  \-  Ndy  est 

la  différentielle  totale  de  u,  on  a 

du       __       du       ^T  , 

La  fonction  la  plus  générale  qui  satisfait  à  la  première  de  ces 
égalités  est 

u  =  |  Mdx  +  Y,  (2) 

l'intégration  étant  effectuée  comme  si  y  était  une  constante;  la 
constante  d'intégration  peut  donc  être  une  fonction  Y  de  y.  Il 
faut  déterminer  Y  par  la  condition  que  la  dérivée  partielle  de  u 
par  rapport  à  y  soit  égale  à  X.  Or,  de  la  valeur  (2)  de  u  on  tire 

du       à\Mdx       dY  _ 

cy  <ty  <ty  ' 

remplaçant  -     par  X,  on  trouve  successivement 
ày 

dY  à  )  M  dx 

—  =  N  —      *  -  » 

ày  oy 


Ç  (  à  ï  M  cfcp\ 


■  jy 
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C  étant  une  constante  proprement  dite.   La  fond  ion  cherchée 
est  donc 


f  f/  d\Udx\ 


Remarque.        La  valeur  (3)  de  Y  doit  être  fonction  de  y  seul  ; 
c'est  ce  qui  a  lieu  si  la  condition  d'intégrabilité  est  vérifiée.  En 

à  fM  dx 

effet,  pour  que  l'expression  N -—         soitindépendante  de  A', 

sa  dérivée  par  rapport  à  x  doit  être  nulle;  or,  cette  dérivée  est 

d  |  M  dx 

dN  __  d~  J  M  ,ir       âN    _  d  ~  dx  àN        àM 

dx  dy  dx  dx  dy  dx         dy 

132.  Seconde  méthode.  —  De'-  -  =  -M  on  déduit 

dx 


u 


J*M^-f  Y,  (4) 


a  étant  un  nombre  quelconque,  et  Y  une  fonction  de  y  seul. 

Dérivons  les  deux  membres  de  (4)  par  rapport  à  y  ;  en  appli- 
quant la  règle  de  la  différentiation  sous  le  signe  (108),  on  trouve 

du        f*dM  dY  . 

ày       Ja  ày  dy 

~  du       ^T       dM        £N  . 

Or,  =  N,  =         ; 

dy  dy         dx 

par  conséquent,  l'égalité  (5)  peut  s'écrire 


N  =   P    ^  dx 


a 


dY 

dx  '     dy  "a    '     dy 


Na  désignant  la  valeur  de  X  pour  x  =  a.  Il  en  résulte 

f£_N.,     Y-J[N.4r+-0,  (6) 

£>  et  C  étant  des  constantes.  On  conclut,  des  égalités  (4)  et  (6)  : 
M  =  j*  M  dx  -f  Jj  Na  dy  +  C  . 


Pour  simplifier  les  opérations,  on  prend  pour  a  et  fr  des  va- 
leurs favorables,  par  exemple  a  =  0,  6  =  0. 
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133.  Applications.  -    1°  Intégrer 

[2axy  —  y3)  dx  -f  (ax2  —  3xy2)  dy. 
Dans  cet  exemple, 

M  _^  2ax>/  —  y/3,      N  =  ax2  —  3xy2,  -  =  -     =  2ax  —  3f/2. 

La    condition    d'iutégrabilité    étant    vérifiée,     la    première 
méthode  donne 

J  M  dx  =  j  (2axy  —  y2)  dx  =  «077/  —  y3a?, 

r  f     ^  f  m  ^\       r 

N  -    -'  Uj/  =      (aa?2  -  3.r//2  -  ax2  -f  3y2x)dy   -     O.dy  ; 

Y  se  réduit  donc  à  une  constante,  et  l'on  a 

a  =  ax2y  —  y3x  -\-  C. 
2.  Intégrer 

(x2  -f-  2xy  -\-  m2)  dx  -f-  (x2  -\-  y2  —  n2)dy. 

La   condition   d'intégrabilité    étant    vérifiée,    appliquons    la 
seconde  méthode  (132)  en  prenant  a  =  0,  6  =  0;  nous  aurons 

Jj  (*2  +  2xy  +  m2>/x-  +  Jj  (a;2    |  -  y«  _ns)0  ^  -j-  C 


,3 


=  -rr-  -j-  a'2^/  -j-  m2j?  -f-  V,   —  n2y  --  C. 

134.  Simplifications.  —  On  arrive  quelquefois  plus  simple- 
ment à  l'intégrale  en  décomposant  la  différentielle  proposée  en 
plusieurs  autres  qui  sont  intégrables  séparément.  Par  exemple, 
la  différentielle 

peut  prendre  la  forme 

/     7      .        7   ,    ,    ydx —  xdu 
(xdx  +  ydy)  -f  ?-—%  ~~~    • 

Le  1er  terme  est  la  différentielle  de  i?  (x2  -f-y2)  ;  le  2d  est  égal  à 

ydx  —  xdy  x 

y  y  ,       .    x 

— >  N  ..  =  -        ,  xr%  —  d  arc  tff  -  • 
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Par  conséquent 


c  y 

135.  Théorème.  —  Pour  quune  intégrale 


1  =  JabM^  +  Nfl^ 

étendue  à  une  ligne  donnée  AB  (88),  dépende  uniquement  du 
point  de  départ  A  et  du  point  d'arrivée  B,  ez1  /io/i  J/z  chemin 
suivi,  il  faut  et  il  suffit  que  iexpression  Mdx  -\-  Ndy  ,sozï  zz/ze 
différentielle  totale  exacte. 

La  condition  est  nécessaire.  En  effet,  si  la  valeur  de  I  ne 
dépend  pas  de  la  courbe,  mais  seulement  de  ses  extrémités  A 
et  B,  elle  est  une  l'onction  F(a,  b,  x,  y)  des  coordonnées  a,  b 
et  x,  y,  des  points  A,  B,  de  sorte  que 

)  ^B  Mdx  -f-  Nt/z/  =  F(«,  b,  x,  y). 

Prenons  sur  le  chemin  d'intégration  prolongé  un  arc  infini- 
ment petit  BB',  et  soient  x  -f-  dx,  y  -f-  dy  les  coordonnées  de  B'  ; 

I  éprouvera  un  accroissement  <:/!  qui  a  pour  expression,  d'une 

OF  dF 

part  Mrf.v  4-  N(/y,  d'autre  part   :     dx  -  -  —  dy  ;  donc 

i  j  L         ôx  dy    J 

OF  OF 

Mdx  -4-  Nf/z/  =   ,    dx  -4-    —  ofy. 

Cette  égalité  ayant  lieu,  identiquement,  quels  que  soient 
dx  et  </y,  Mz/\v  -f-  Xz/j-  est  une  différentielle  totale  exacte  d'une 
certaine  fonction  F  de  x  et  y. 

La  condition  est  suffisante.  Car  si  l'on  a 

Mdx  -f-  NczV  =  efoz-, 

II  désignant  une  certaine  fonction  de  x  et  y,  on  peut  écrire 

\  VH  Mdx  -f-  Nû?y  =  JAlJ^«- 


Il  en  résulte 


I  =  u  —  u0, 


uQ  et  u  désignant  les  valeurs  de  u  aux  points  A  et  B  ;  I  a  donc 
une  valeur  indépendante  du  chemin  d'intégration  AB,  et  dépen- 
dant uniquement  des  extrémités  A  et  B. 
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Cas  de  plusieurs  variables. 

136.   X,,  X., Xn  étant  des  fonctions  données  des  variables 

indépendantes  a*,,  a\2,  ...,  xa ,  proposons-nous  de  trouver  une 

fonction  u  ayant  pour  différentielle  totale 

Xi  dxx  -h  X2  dx2  -|-  ...  -h  Xn  dxn,  (  |  ) 

c'est-à-dire  telle  que 

du     \  du     _  du 

3 ==  Xi,  •  =  X2,    •••,  : ==  Xn.  (2) 

dxx  dx2  *  dxn 

Les  fonctions  Xn  X2,  ...,  Xn  ne  sont  pas  arbitraires  :  on  doit 
avoir 

«,  =  àxk t 

dxk        dxx  ' 

i  et  k  étant  deux   nombres  quelconques   inégaux   de    la    suite 
1,  2,  ...,  n  ;  car  les  deux  membres  de  cette  égalité  sont  égaux  à 
dhi 

ÔXi  dxk 

La  première  des  égalités  (2)  donne 


u 


i1  X]dx1  -\-ul}  (4) 


ax  étant  une  constante  arbitraire,  et  ux  une  fonction  de  a\,  ,  x3i 
...  xn  qui  tient  lieu  de  constante  d'intégration.  On  en  déduit  (108) 

du         fxi^X,    ,  ()ux 


£§> 


dx{       J  ■al  dx\  ùx\ 

ou,  en  vertu  des  égalités  (2)  et  (3), 


P1  r)Xi  da 


Xfi  désignant  la  valeur  de  XL  pour  .Vj  =  al;  par  conséquent 

È  =  Xfl-  P-8,3,.:.n) 

Ce  système  d'égalités  prouve  que  la  différentielle  totale  de 
ux  est 

X? i  dx2  -J-  Xfi  ^.r3  -j-  . . .  -|-  X{Ji  c£rn  ;  (5) 
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d'ailleurs  les  conditions  d'intégrabilité  qui  sont  de  la  forme 


dxk  dx\ 


[i  et  *=2,3„..,n] 


sont  vérifiées,  en  vertu  des  égalités  (3). 

On  peut  maintenant  raisonner  sur  l'expression  (5),  qui  ne 
renferme  plus  que  n  —  1  variables,  comme  sur  l'expression  (1). 
En  continuant  ainsi,  on  arrive  à  la  formule 

U  —  pXj  dxy  -f  F*Xfi  dx2  -f  P3  x3aia'2  dx9 

J  ai  J  a2  J  a3 

+  ...  +  fnxiai^-a^^n-f-o, 

J  an      " 

où  xPj^2"^  représente  ce  que  devient  Xi+i  pour  A*!  =  a15  x2-=  a2, 
...  .Vj       c-jj.  Les  nombres  a,,  a2,  ...  a„  sont  tout-à-fait  quelconques. 

Exemple.  —  Intégrer 

(y  -\~  Z)dx  -\-  (z  -\-  oè\dy  -f-  (a?  -}-  y)ote. 

Les  conditions  d'intégrabilité  étant  vérifiées,  on  peut  écrire 

u  =  Jo  ^  +  *)'^  +  Jo  ^  "+"  ^o^  "i-  J*o  ^  +  y)oo^ 

==  Jo  {y  +■  z)dx  +■  Jo  ~f^  +  jo °  • r/j 

=  yx  -\-  zx  -f-  zy  -f-  C . 

137.  Théorème.  —  M,  N,  P  désignant  des  fonctions  données 
de  x,  y,  z,  poar  quune  intégrale 

j  M<£»  +  Ntfj/  -f-  P<& 

étendue  à  aae  courbe  AB  'gui  es£  rapportée  à  trois  axes  OX, 
OY,  OZ  a/7  «ne  valeur  qui  dépende  uniquement  du  point  de 
départ  A  eZ  du  point  d'arrivée  B,  e/  aoa  <7a  chemin  suivi,  il  faut 
et  il  suffit  que  Mdx  -f-  Xdy  -f-  Pdz  so/7  une  différentielle  tohde 
exacte. 

La  signification  d'une  intégrale  étendue  à  une  courbe  dans 
l'espace  s'établit  comme  au  §  88,  et  la  démonstration  du  théo- 
rème précédent  est  analogue  à  celle  du  théorème  (135) 

138.  Différentielles  homogènes.  Théorème.  —  Soient  M, 
X,  P  des  fonctions  homogènes  de  x,  y,  z,  de  même  degré  a  et 


—  175  — 

telles  que  l'expression  Mdx  -j-  Ndy  4-  Pdz  est  une  différentielle 
totale.  Si  a  est  différent  de  —  1,  V intégrale  est  ^  '  ^  ; 

a    |-  1 

si  a  =  —  1,  la  quantité  Mx   f-  Ny  -f-  Pz  .se  réduit  à  une  constante. 
Par  hypothèse 


(11) 


ÔM        àN       dN        (JP        ôP        ÔM 
dy  dx         dz  dy  dx  <):. 

Le  théorème  des  fonctions  homogènes  (I,  p.  92)  donne 

(M  (M  dM 

«M-.-g.  +  y  jy+**to\ 

d'où,  en  tenant  compte  des  égalités  (11)  et  par  analogie, 

t)\\  <)N  dP 

dy        l     ^y  dy  K     ' 

„  dM  dN  dP  ... 

aF=X  dz  +?/  dz   ^Z  ô,  '  (l4> 

Si  l'on  ajoute  les  relations  (12),  (13)  et  (14)  après  les  avoir  mul- 
tipliées respectivement  par  dx,  dy,  dz,  on  obtient 

«(M  dx  -\-  N  dx  -h  P  dy)  =  xdM  -{-  ydN  -f-  zdP.  ;  15) 

Ajoutons   aux  deux  membres  de  (15)   M  d x  -f-  N  dy  -f-  ï*  dz  ; 
nous  aurons  l'identité 

(a  f  1)  (M  ofcc  4-  N  tfy  -f  P  dz)  =  2jc  dM  +  £M  <fce. 

Le  second  membre  est  la  différentielle  totale  de  Mx±'Ny-\-~Pz; 
donc 

(a  +  1)  (M  dx  +  N  dy  +  P  rf*)  =  rf(M<r  +  %  -f  P*). 

D'après  cela,  si  a  -f  1  /  0,  l'intégrale  de  M  dx  -\-  N  dy  -f-  P  Je 

Mv  4-  Nv  4-  P~ 
est     - — - — /-r— ;  si  a  4-  1  =  0,  Mx  4-  Ny  +  P-  n,  une  diffé- 

a  -f-  1  J 

rentielle  totale  nulle  et,  par  suite,  se  réduit  à  une  constante. 
Le  théorème  est  vrai  quel  que  soit  le  nombre  des  variables. 
Appliquons  ces  résultats  aux  différentielles 

[y  +  z)  dx  +  (*  +  oo)  dy  +  (x  +  y)  dz,      -  +  %  +  -  , 

x         y 
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qui  satisfont  aux  conditions  d'intégrabilité  ;  la  première  a  pour 
intégrale 

(y  +  z)  x  +  (z  +  x)  y  +  Q  +  ,y)s  . 
2 

pour  la  seconde,  M.v  f  N3*  -|-  Vz  se  réduit  à  une  constante. 

Exercices  et  notes. 


1.  du  =  (ax  -j-  by  4  c)  dx  -\-  [bx  -\-  fy  -\-  g)  dy. 

y  dx  —  x  du        f  .    x   ,     _ 

2.  <7^       '       :  :=    '   .        w  =  arc  sin  -  +  G 

y  y  y2  —  ^2     ^  y 

,.du  =  xyd»-y2dx.    (u  =  \/ïï7ë? 

X*\ocz-t-y2  \  V  v*. 

/j7  __]_  ^/    / dx  di/\ 

4.  (/?<  =  -  ( -  )  ■  Effectuons  la  multiplication  indiquée  : 

V       \  ™         y  J 

(k         \  (dx       du\       (dx       (h/\       y  dx  —  x  dy 
rfu==(-  +  l)( -)  =  (       —    -)  +  - 2 etc- 

w       M  ^       y  /     \  #      .y  /  y2 

or*  7/*"     •  '      'T* 

5.  du  =  -  dx  -I — — - —  û?y. 

Opérer  comme  dans  l'exemple  précédent 

ofo?  —  di/    ,    y  —  .0?    ,  /  #  —  y\ 

6.  tf«  =  -  -+      .    ,-      C/.-  .        [U  = • 

2  2'-  \  Z      J 

y  dx  -\-  xdy         xydz  f  xy 


\—z  (l  —  z)2       \         1  — 

8.  du  =  ex  \(x  cos  y  —  y  sin  y)  dx  —  (y  cos  y  4-  x  sin  y)  dy]. 

u  =  ex  (x  cos  y  —  y  sin  y  —  cos  y). 

9.  Intégrer  les  différentielles  suivantes  où  ol  =  xz  -\-  y3  -\-  Z3  —  Sxyz  : 

-  ! O2  —  V*)  dx  4  (y2  —  zx)  dy  +  {z2  —  xy)  dz J, 
\[z2  —  a??/)  c/a;  -f-  (x2  —  yz)  dy  -\-  [y-  —  zx)  dz], 
[(y2  —  xz)  dx  4-  {z2  —  xy)  dy  4  (x2  —  yz)  dz). 
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CHAPITRE  IX 


EQUATIONS  DIFFERENTIELLES 
DU  PREMIER  ORDRE  ET  DU  PREMIER  DEGRÉ. 


GÉNÉRALITÉS   SUR    LES    ÉQUATIONS    DIFFÉRENTIELLES. 

139.  Définitions.  —  On  appelle  équation  différentielle  ordi- 
naire, toute  équation  de  la  forme 

dy       d2y  dny\ 

x.     ?/,     -/ i     --, - -»     ■  ••>       7        --0,  (1) 

'     J       dx       dx~  dxnJ  '  y  J 

qui  établit  une  relation  entre  la  variable  indépendante  x,  une 
fonction  y  de  cette  variable  et  les  dérivées  de  y.  Li' ordre  d'une 
telle  équation  est  l'ordre  de  la  dérivée  la  plus  élevée  qui  y  entre. 

Intégrer  l'équation  (1),  c'est  trouver  toutes  les  valeurs  de  y 
en  fonction  de  x,  qui  la  réduisent  à  une  identité.  Les  équations 
en  x  et  y  qui  déterminent  ces  valeurs,  sont  nommées  intégrales 
de  l'équation  (1);  une  telle  équation  représente  une  courbe  qu'on 
appelle  courbe  intégrale  de  l'équation  (1). 

Exemple.  —  Examiner  si  l'équation 

if  —  ty  +  3y  ==  6ar  +  5a?  +  3 
admet  une  intégrale  de  la  forme 

y  =  ciX2  -}-  bx  -\-  C. 

Introduisons  dans  l'équation  proposée  cette  valeur  de  y  et 
les  valeurs  y'  =  2ax  4-  b,  y"  =  2a  ;  nous  aurons 

2a  —  4  (2ax  4-  b)  -f  3  (ax2  4-  bx  4-  c)  =  Ç>x°~  -j-  5x  4-  3, 

ou         3ax%  4-  (36  —  Sa)  x  -j-  2a  —  46  -\-  3  c  =  6x2  +  5x  4-  3. 

Pour  que  cette  égalité  devienne  une  identité,  on  doit  avoir 

Sa  =  6,      3b  ~  Sa  =  5,      2«  —  46  4-  3c  =  3  ; 

NEUBERG.  —  An    Inf.,  II.  12 
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d'où,   l'on   tire  a  —  2,   6  =  7,    c=*9.    Donc   l'équation    proposée 
admet  l'intégrale  y  =  2#2  +  T.v  -h  (J« 

140.  Formation  des  équations  différentielles.  —  Soit  donnée 
une  équation  f[x,  y)  =  0.  On  en  déduit 

dx  ^  ùy  y  ' 

to*  +  2âr%y  +  dp  y      •    dyy  ~  °* 


Ce  sont  là  des  équations  différentielles  ordinaires  du  premier 
ordre,  du  second  ordre,  etc.,  qui  résultent  de  l'équation 
f\x,  y)  =  0  par  le  seul  procédé  de  la  différentiation.  Mais  on 
pourrait  combiner  ces  équations  entre  elles  ou  avec  l'équation 
f(x,  y)  =  0  pour  en  éliminer  certains  termes,  ou  encore  des 
constantes  ou  des  radicaux.  Les  équations  différentielles  ainsi 
obtenues  ont  pour  intégrale  l'équation  f(x,  y)  =  0,  mais  elles 
n'en  résultent  plus  immédiatement. 

Si  l'équation  /(.v,  y)  =  0  contient  n  constantes  Cl9  C2,  ...,  Cn, 
on  peut  éliminer  celles-ci  entre  l'équation  /'(.v,  y)  =  0  et  ses  n 
premières  dérivées  ;  on  obtiendrait  ainsi  une  équation  différen- 
tielle du  n1'  ordre,  que  l'on  appelle  l'équation  différentielle  de 
la  famille  des  courbes  représentées  par  l'équation  f[x,  y)  =  0. 

141.  Exemples.  — 

1°  Trouver  les  dérivées  successives  de  y  =  arc  sin  x.   —  On  a 

y=.,.  '     •  (i) 


Vi~ 


x  ■ 


Le  calcul  direct  des  dérivées  y",  y'",  etc.,  est  assez  compli- 
qué ;  c'est  pourquoi  nous  remplaçons  l'équation  (1)  par  la 
suivante 

y'2(l  —  a?2)  =  l. 

En  dérivant  celle-ci,  on  obtient 

y"(l  — **)-fl?y«0.  (2) 
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Prenons  la  ne  dérivée  de  l'égalité  (2),  en  appliquant  aux  deux 
produits  y\\  — .y2),  y'x  la  formule  de  Leibniz  (1,  96)  : 


d"(itv)  dnu    .       dv  da~hc   ,    n(n  —  Y)  d~v  dn~hc 

dxn  dxli    r     dx  dxn~l  ~r        1.2       dx*  dxn~* 


dn~]v  du  dnv 

+  -+ndx^dx  +  U  dx»; 

nous  aurons  en  posant  d'abord    u  =  y",    v  —  1  —  x2,   ensuite 
u  =  y',  p  =  sc  : 

d  n       =  (1  ~~  x'2w+2)  —  2n  ^(n+1,  —  w(n  —  Wn)> 

dn(y'a?)  ,  ,  n  , 

par  conséquent,  la  ne  dérivée  de  (2)  est 

(1  —  x~)  ?/<n+2>  —  (2n  -f-  1)  ocy'n+V  —  n2?/^  =  0.  (3) 

Pour  développer  arc  sin  x  en  série  par  la  formule  de  Mac- 
Laurin,  il  faut  avoir  les  valeurs  des  dérivées  de  cette  fonction 
pour  x  =  0.  Or,  la  formule  (3)  donne,  lorsqu'on  fait  x  =  0, 

Partant  des  valeurs  y"  =  0,  y'  ---=  0,  on  conclut  de  l'égalité  (4) 
que  les  dérivées  d'ordre  pair  sont  nulles;  pour  les  autres  on 
trouve 

y"'  =y<  =  1,      y(v)  =  3y  =  32^      ^(Vli)  =  52j/(v)  =  32    52 j  _ 

Donc, 

\x*    ,    1.3a?5        1.3. 5;r7    , 
arcsin,  =  ,  +  --  +  ^ï  +  2-Xgy  +  ... 

2°  Trouver  l'équation  différentielle  des  coniques  homo focales. 

Il  existe  une  infinité  d'ellipses  et  d'hyperboles  qui  ont  les 
mêmes  foyers  F,  F';  toutes  ces  coniques  sont  dites  homofocales . 
Elles  sont  représentées  par  la  même  équation 

X2      4--^-    -1  (S) 


a-  -f  X    '    62  +  * 

où  X  est  un  paramètre  variable  d'une  courbe  à  l'autre  ;   a  et  b 
sont  des  constantes  telles  que  a2  —  b2  =  c2,  où  FF'  =  2c. 
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Pour  trouver  une  relation  indépendante  de  X,  éliminons  ce 
paramètre  entre  l'égalité  (5)  et  sa  dérivée 

œ      -i_     yy]         n  m 


a2  +  x    '    b-  +  X 

En  résolvant  ces  équations  par  rapport  aux  quantités  a2  -|-  )., 
b2  -f-  ^  on  obtient 

«s  +  X  = F  (?/  —  a?y'),     ^2  +  À  =  ?/  (y  —  œy% 

d'où,  par  soustraction,  l'équation  cherchée 

xypn  +  (a?2  —  .V2  —  c2)j/'  —  a-y  =  0. 

3°  Trouver  l'équation  différentielle  des  coniques. 

L'équation  d'une  conique  quelconque  est 

1 

y  =  ax  -f-  6  -p  (?i^2  +  2p#  -p-  ?)2  •  (^) 

Elle  contient  cinq  paramètres  variables  a,  fr,  /î,  p,  q.  Pour 
trouver  une  équation  indépendante  de  ces  paramètres,  nous 
dérivons  l'égalité  (7).  Xous  avons  d'abord 

//'       a  -f-  [noc  +  2^){nx~  +  2j3a?  +  #.)   2  > 

y  =  w(na?2  -f  2px  -f-  ç)   2  —  («#  H-  p)2{nx2  -\-  2px  -f-  g)  2 

nq—p2  ,Qx 

(«#2  +  2pa?  +  <y)£ 

La  valeur  de  y''  est  indépendante  de  a  et  b.  Pour  éliminer 
encore  n,  p,  q,  nous  mettons  la  relation  (8)  sous  la  forme 

„_2  _     nx2  -f-  2p#  4-  <? 

^       3    —  —g 

0"Z —  P2)  3 

La  dérivée  troisième  du  second  membre  étant  nulle,  l'équation 
différentielle  cherchée  est 

\y»-z)   =0,     ou     —  40/''3  +  45j/'V  Vv)  —  Wv' =  0. 

4°  Trouver  une  courbe  dont  le  rayon  de  courbure  en  chaque 
point  soit  inversement  proportionnel  à  /' abscisse  de  ce  point. 
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Cette  propriété  se  traduit  par  l'équation  différentielle 

y"  œ 

Les  problèmes  de  géométrie  infinitésimale,  de  mécanique  ou 
de  physique  mathématique  conduisent  à  des  équations  différen- 
tielles qu'il  s'agit  d'intégrer  pour  arriver  à  une  relation  en 
termes  finis, 

142.  Recherche  d'une  intégrale  par  le  théorème  de  Taylor. 

—  Considérons  une   équation  différentielle  d'ordre  m,  et  pour 
plus  de  simplicité  supposons-la  mise  sous  la  forme 

y[m)  =  f{o°,y,y\y",  ...,^m-1)).  (1) 

On  en  déduit 

V  àx  +  dyJ  ^  dij  J    ^       ^  dy^)  J   ' 

ou  en  remplaçant  y(m)  par  la  valeur  (1) 

De  même 

y(m+2   =f2(x,lj,t/',y\  ...,^m-1>), 


Si  l'on  se  donne  les  valeurs  y0,  y'0,  y\,  ...,  y\™~  >  de  y,  y',  y", 
...-.,  y<m~v>  qui  correspondent  à  une  valeur  donnée  x  =  x0,  les 
égalités  précédentes  déterminent  les  valeurs  y'™\  yj)IB+1\  y'™+î),... 
des  dérivées  y'm\  y>+:\  y(m+2,  .  .  pour  x  =  x0. 

Cela  posé,  la  formule  bien  connue 

F(œ0  +  h)  =  F(œ0)  +  h¥'(x0)  -h  ~  P"K)  +  — 
si  l'on  pose  5C0  +  h  =  x  ou  h  =  x  —  x0,  et  F(sc)  =  y,  devient 

y  =  y0  +  (*  -  *o)y'o  +  {X^T21  V  "•  +  •  •  •  •  W 

Prenons  pour  y09  y'0,  ...,  yjm_1)  des  nombres  arbitraires  et  cal- 
culons les  valeurs  correspondantes  de  y;™1,  y[;nfl),  ...  au  moyen 
de  l'équation  différentielle  proposée  et  de  ses  dérivées  succès- 
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sives.  Si  l'on  substitue  ces  diverses  valeurs,  la  formule  (A) 
donnera  une  intégrale  de  cette  équation;  elle  renferme  m  cons- 
tantes arbitraires  y0,  y'0,  ...,  y>~l). 

Nous  avons  supposé  que  l'équation  proposée  admette  une 
intégrale  développable  en  série  par  le  théorème  de  Taylor.  Nous 
ne  nous  arrêtons  pas  à  examiner  les  conditions  nécessaires  pour 
que  la  série  (A)  représente  une  intégrale  de  cette  équation. 

143.  Exemple.  —  Soit  à  intégrer 

(1  —  x)y'  -f  2x—y  —  1=0. 
Cette  équation  donne 

•  ,         ï  +  y  —  2a?  y  —  x 

y  =    Y-x  -  =  1  +  r_v 

„  =  (1  -  x)  {}/  -l)_±Jj/  -xl  =  2(1/  -  x) 
J  (\—xf  (1  -  Xj*    ' 

u<»  =  2  (1  ~  œ)2  {l/  ~2)  +  2  il  ~  ?)  (1  -  °Û        2-3(.y-  ^ 
7  (1—  ^)4  (1—  xf     ' 


y 


(m)  =  =  1.2.3...m(y-g) 


(1  —  ^)m 

Remplaçant  x  par  x0  et  substituant  les  valeurs  de  y'0,  y"0, 
dans  la  formule  (A),  on  obtient 

,     /  \   A     i     I/o  — ÛGo\  (x  — ^o)2(*/o —  0Cn) 

y  =  y0  +  («— .)  (^1  +  ^-_ij  +  ri°^4°)ï-"' 

"h  (l-*o)s  +"" 


OU 


y  =  v  +  O0  —  ^c 


iX/        "  ^n      .       (  w         '  wnl  (w  0/ 


1 4--, — -*  +  ;,   -  ;,  +  ;,  --^~h. 


1—  x0        {l—x0)2       (l—x0):i 
Pour  que  le  développement  soit  convergent,    nous    devons 


a:  —  A" 


choisir  x0  de  manière  que  l'on  ait    =—      —     <  1;   alors,  la  série 

1  A'0 

entre  crochets  représente  une  progression  géométrique  décrois- 

1    -   A* 
saute  dont  la  somme  a  pour  limite   .—    -  -;  la  valeur  de  y  se  ré- 

duit  à 

y  =  x  -f-  — — t~^ =  os  4- 


1  —  x  1  —  x 

C  étant  une  constante  arbitraire.  Telle  est  l'intégrale  cherchée. 
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144.  Différentes  espèces  d'intégrales  de  l'équation  du 
premier  ordre.  —  En  général,  une  relation  de  la  forme 
f(x>  Y>  y')  -  °  représente  autant  d'équations  différentielles 
qu'elle  donne  de  valeurs  de  y'.  Soit  y'  =  ©(#,  y)  l'une  de  ces 
valeurs. 

1°  Nous  appelons  intégrale  générale  de  y1  cp(#,  y)  une  rela- 
tion F(.v,  y,  C)  =  0  entre  x  et  y  contenant  une  constante  arbi- 
traire C  et  telle,  que  si  l'on  élimine  y  et  y'  entre  les  équations 

y'  =  <p(.*,y)>     F(*,y,C)  =  0,     2  +  Jy'  =  0, 

l'égalité  résultante  soit  vérifiée  par  tontes  les  valeurs  de  a-  et  C, 
e'est-à-dire  se  réduise  à  une  identité. 

"^°  Nous  appelons  intégrale  particulière  de  y'  =  v(x,  y)  une 
solution  qui  est  comprise  dans  l'intégrale  générale  F(x,  y,  C)=0 
et  s'en  déduit  en  attribuant  à  C  une  valeur  particulière. 

3°  Une  intégrale  singulière  de  f(x,  y,  y')  0  est  une  équation 
'l{\\  y)  =0,  sans  constante  arbitraire,  non  comprise  dans  l'inté- 
grale générale  et  telle,  que  les  valeurs  de  y  et  y'  déduites  de 
cette  équation  vérifient  identiquement  l'équation  f(x,  )',)"')  =  0. 

Exemple.  —  L'équation  différentielle 

y  =  vy'  +  \]l~+Y*  (a) 

a  pour  intégrale  générale 

y  =  Cx  -f-  Vr+~C^.  {b) 

Car  l'équation  (b)  contient  une  constante  arbitraire,  et  donne 
y'  =  C,  mais  en  y  remplaçant  C  par  y'  on  obtient  l'équation  (a)  ; 
celle-ci  est  donc  une  conséquence  de  (b). 

Si  l'on  fait  C  =  0,  1,  2  ...,  on  obtient  les  intégrales  particulières 

y  .—  \t    y  =  x  -\- \/2,     y  =  2x  -f-  i/5,  etc. 

Une  intégrale  singulière  est 

x-  -J-  y2  =  1 .  (c) 

En  effet,  on  en  tire 

y  =  \]\—œ\     ij'  =  - 


1  —  & 
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et  ces  valeurs  étant  portées  dans  l'équation  (a),  on  obtient  nue 
identité;  mais  l'équation  (c)  n'est  pas  comprise  dans  l'intégrale 
générale  (b). 

145.  Interprétation  géométrique.  —  Nous  appelons  élément 
d'une  équation  différentielle  y'  =  -fi. y,  y)  un  point  quelconque 
M(x,  y)  du  plan  xOy  et  la  droite  m  qui  passe  par  M  et  a  pour 
coefficient  angulaire  f(ac,  y). 

Faisons  parcourir  au  point  M  une  courbe  quelconque  A;  en 
général,  la  droite  associée  m  enveloppe  une  seconde  courbe  A 
différente  de  A.  Mais  si  en  chaque  point  de  A  la  droite  associée 
touche  cette  courbe,  celle-ci  devient  une  courbe  intégrale  de 
l'équation  y'  =  ?(a%  y);  car  les  valeurs  de  y  et  y'  déduites  de 
l'équation  de  A  vérifient  l'équation  différentielle  y-  =  »(#,  y). 

Il  existe  une  infinité  de  courbes  intégrales.  Eu  effet,  soient 
(A,  a)  un  élément  quelconque  de  l'équation  y'  =  o  (.v,  y).  Prenons 
sur  a  une  longueur  infiniment  petite  AB  et  construisons  l'asso- 
ciée b  de  B  ;  prenons  sur  b  une  longueur  infiniment  petite  BC 
et  menons  l'associée  c  de  C  ;  et  ainsi  de  suite.  Xous  formons 
ainsi  un  polygone  ABCDE...  jouissant  de  la  propriété  que  cha- 
cun de  ses  sommets  forme  avec  un  côté  adjacent  un  élément  de 
l'équation  différentielle.  Lorsque  les  côtés  de  ce  polygone  tendent 
vers  zéro,  la  ligne  brisée  ABCDE...  tend,  eu  général,  vers  une 
courbe  déterminée  A,  dont  chaque  point  forme  avec  la  tangente 
correspondante  un  élément  de  l'équation  y'  =  v(x,  y).  A  est  donc 
une  courbe  intégrale.  Si  l'on  déplace  A  sur  une  parallèle  à  Oy, 
on  obtient  d'autres  courbes  intégrales.  L'équation  de  ces  courbes 
renferme  donc  un  paramètre  variable  qui  est,  si  l'on  veut,  l'or- 
donnée y0  d'un  point  A  dont  l'abscisse  x0  reste  fixe. 

Les  courbes  intégrales  peuvent  admettre  une  enveloppe  qui 
touche  chacune  d'elles.  Cette  enveloppe  aussi  est  une  courbe 
intégrale,  car  chacun  de  ses  points  et  la  tangente  correspon- 
dante forment  un  élément  de  l'équation  différentielle  ;  elle 
correspond  à  une  intégrale  singulière. 
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Exercices  et  notes. 

1.  Eliminer  les  constantes  C,  C  de  l'équation 

xy  =  Cex  -I-  Ce"*. 

Réponse  :  xy"  -|-  2y'  ==  xy . 

2.  Eliminer  a  de  l'équation 

X 

a;  —  y  =  cw~  x— y  . 

Réponse  :  X  —  2j/  -\- yy*  =  0. 

3.  Eliminer  C,  C,  m,  m'  de  l'équation 

y  =.  Cem*  +  C'em,x  . 
On  élimine  C,  C  entre  les  valeurs  de  y-,  y',  y"  ;  ce  qui  donne 

y  1  1 

y'  m  m' 


y 


m- 


m 


'■i 


=  0, 


ou  mm'y-\-(m  -{- mf)y' -\- y"  —  0.  On  élimine  ensuite  m  et  ;2j'  entre  cette 
dernière  équation  et  ses  deux  premières  dérivées;  ce  qui  donne 


y 


y 


y 


.11 


w 


y  y  y 

.n  ..m  *,iv 


=  0. 


y        y  y 

4.  Vérifier  que  l'équation 

y"  —  4j/  -f  Ay  =  (12a?  +  8}e2x 
admet  une  intégrale  de  la  forme 

y  =  (ccx3  -j-  bx'2)e2%-. 

5.  Equation  différentielle  des  paraboles  homofocales  (de  même  foyer  et 
de  même  axe). 

En  mettant  l'origine  au  foyer,  on  trouve 

yt  =  2p(a>  +  z\,    y*y'*  +  2xyy'-y*  =  0. 

6.  Equation  différentielle  1°  des  cercles  de  même  centre  (a,  b);  2°  des 
cercles  de  même  rayon  11. 

3 
p    a.__a_L.(y_£)y  =  0;     2°    (1  +  y,2W  =  %"  • 

7.  Equation  différentielle  des  coniques  qui  ont  les  mêmes  sommets  A,  A'. 
Réponse  :    y\a2  —  x2)  -\-  xy  =  0. 
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y  a2  —  x- 

Cette  équation   exprime  que  la  sous-tangente  — r  —  —  ;  d'où 

y  x 

une  construction  de  la  tangente. 

S.  Equation  différentielle  des  coniques  qui  ont  un  système  de  diamètres 
conjugués  diriges  suivant  les  axes  O.v,  Oy. 

Réponse  :     xyyu  -|-  xy'2  — yy'  —  0. 

(.>.  Equation  différentielle  des  coniques  qui  ont  même  sommet  et  même 
tangente  en  ce  sommet. 

Réponse  :    y-  —  2xyy'  -f-  x\yy"    \-  y'2)  =  0  ou  (y  -  y'xf  =■■  —  x2yy". 

Pour  interpréter  cette   équation,   on   introduit   le   rayon    de   courbure 
3 

IX  _ ;   !      —f-    '    ,  ce  qui  donne 

y 

{y-t/xY       y\j\  +7*    ou     OT        MN 
x2(l  +  y'*)~  R  Mrf  "       R  ' 

T  étant  le  point  de  rencontre  de  la  tangente  au  point  MLv,  y)  avec  l'axe 
Oy;  X,  celui  de  la  normale  avec  O.v. 

10.  Equation  différentielle  des  spirales  logarithmiques  de  même  pôle. 
L'équation  en  termes  finis  est  r  ^=-  aeh<*,  a  et  h  étant  deux  constantes; 

après  élimination  de  ces  constantes,  on  obtient  pp    —  p'2  —  0. 

11.  Equation  différentielle  des  cissoïdes  de  même  axe  de   symétrie   et 

même  point  de  rebroussement. 

,,  .  x3 

Equation  en  ternies  finis  :  a  —  X  —  —  • 

y  i 

Equation  différentielle  :  3x2y  —  2x'3y'  -f-  V?'  =  0. 

12.  Equation  différentielle  des  hyperboles  équilatères  ayant  pour  centre 

l'origine  des  coordonnées 

(x2  -h  y2)y"  -yy"  +  ^'3  4-  *\f  -y  =--  o. 

13.  Equation  différentielle  des  paroboles  d'un  même  plan. 

/      _2  ii 

En  partant  de  l'équation  y  =  ax-\-b-\-\  'ipx  -f-  q  on  trouve!^"     3/  =0. 


Intégration  de  l'équation  M  dx  -f-  N  o?j/  =  0. 

146.  Cas  principaux  d'intégration.  —  Nous  supposons  l'équa- 
tion /\x,  y,  y1)  —  0  mise  sous  la  l'orme 

2/'  ==  —  ~ ,     ou     M  cfcc  -h  N  tfy  =  0 . 

On    ramène    l'intégration   à    des    quadratures    dans    les    cas 
suivants  : 
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1°  M  dx   |    N  dy  est  une  différentielle  totale,  ce  qui  exige  (130; 

=    ,     •  L  intégrale  cherchée  est 
dy        dx 

C  C  f  à  \  .M  dx\ 

j  Mcto  +  J(N-    L      j^  =  C, 

ou  j"*M<to  +  \\^dy  -C. 

2°  On  peut  séparer  les  variables. 

3°  M  et  N  sont  des  fonctions  homogènes  de  même  degré. 

4°  L'équation  est  de  la  forme 

dy  -\-  Y  y  dx  =  Qdx, 

P  et  Q  étant  des  fonctions  de  x  seul  ou  des  constantes. 
5°  L'équation  est  de  la  forme 

dy  -j-  Y  y  dx  =  Qym  dx, 

P  et  Q  étant  indépendants  de  y. 
147.  Séparation  des  variables.  —  Si  l'équation  a  la  forme 

F(x)  dx  -J-  f(y)  dy  =  0. 

on  dit  que  les  variables  sont  séparées. 
Elle  a  évidemment  pour  intégrale 

JF{x)doo  +  jf(y)dy  =  C. 

Considérons  ensuite  l'équation 

F(x)  F.^y)  dx  +  fite)  f\(y)  dy=Q;  (1) 

on  sépare  les  variables  en  divisant  l'équation  par  Fl(y)f(x)1  ce 
qui  conduit  à  l'intégrale  cherchée 


J    f(x)         ^  J  h^)    J 


Toutefois,  comme  on  a  divisé  par  Fl(y)f(x)i  une  racine  y  =^b 
de  Fx{y)  =  0  ou  une  racine  x  =  a  de  f(x)  pourraient  être  des 
solutions  de  l'équation  différentielle  (1).  En  remplaçant  3*  =  b, 
le  premier  membre  de  (1)  prend  la  forme 

F(x)Fl(b)dx  +f(xyi(b).0; 
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on  en  conclut   que  y  =  b   vérifie  l'équation  proposée  à  moins 
que  fi(b)  ne  soit  infinie;  par  suite,  y  =  b  est  généralement  une 
solution  singulière.  De  môme  x  =  a  est  généralement  une  solu- 
tion singulière. 
148.   Exemples.  —  1°  Intégrer  l'équation 

(1  —  ?/2)x3  doc  -f  (1  -f-  x~)y*  dy  =  0. 

On  sépare  les  variables  en  écrivant 

or  11 

dx  -f-  9  dy  =  0. 


1  +  xz         '     1  - 
Comme  on  a 


l'intégrale  générale  est 

Des  solutions  singulières  sont  1  +  #2  =  0,  1  —  y2  =  0. 

2°  Trouver  une  courbe  telle,  que  la  tangente  arrêtée  à  l'axe 


des  x  az7  une  longueur  constante  a. 


La  sous-tangente  s'exprime  par  \,  et  aussi  par  y  a2 — y-;  éga- 

X 

dy 

Ions  ces  valeurs  et  remplaçons  y'  par   '  *  - ,  nous  aurons 


dx  =  -*—       — —  dy. 

y 


Pour  intégrer  le  second  membre,  posons  y  ==  a  sin  cp  ;  il  vient 

fcos2'f  fl— sin2  ^  f    ofo  r    . 

\  — dv  —  a  \  -  —r-  d'-o  =  a       .       —  a  \  sm  o  a<o 

!   sm  œ      '  J       sm  cp  J  sm  ff         J 


a?  =  a 


a  l  tg  o  'f  ^  a  cos  ?  "1"  ^» 


o  étant  la  constante  d'intégration. 

Les  équations  paramétriques  de  la  courbe  sont  donc 

y  =  a  sin  <? ,     a1  =  a  /  tg     œ.  H-  a  cos  cp  -j-  b. 

4/ 


—  189  — 


L'axe  OY  ayant  une  position  arbitraire,  on  peul  supposer 
b  =  0. 

3J  Trouver  une  courbe  telle,  que  ïaire  comprise  entre  l'ordon- 
née MP,  la  tangente  MT  et  la  sous-tangente  soit  proportion- 
nelle à  une  puissance  donnée  de  l'abscisse  (fig.  31). 

On   doit   avoir   MP.PT     -  kxm,   k  et  m   étant  dos   nombres 

y 
donnés;  comme  PT  =  y  cot  MTP  =    —  \,  >  l'équation  différen- 
tielle de  la  courbe  est 


y 


=  —  kxm,     ou 


y2  dx 


Séparons  les  variables  et  intégrons  : 


=  —  kxm . 


—  4-C 

(m  —  l)a?m— * 

Fig.  32. 


Si  m  =  1,  l'intégrale  cherchée  est 
h 


y 


—  Ix  4-  £c,     ou     (cj?)y  =  ek. 


4°  Trouver  une  courbe  AB  te//e,  gne  /es  volumes  engendrés 
par  le  secteur  OAM  et  par  le  triangle  rectangle  OPM  tournant 
autour  de  Ox  soient  dans  un  rapport  constant  (fig.  3^).  M  est 
un  point  quelconque  de  la  courbe,  et  A  le  point  où  la  courbe 
coupe  OY. 

La  condition  du  problème  donne 

vol  CAMP 
volO~MP~       "; 

donc,  si  x,  y  sont  les  coordonnées  de  M,  on  a 


I 


y-  dx  =  -  y~x. 
o  *  *>' 


(i) 
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Différentions  les  deux  membres  de  cette  équation  ;  il  vient  (107) 

ci 
y-dx  =      (2yxdy  -f-  y2dx).  (2) 

Après  suppression  de  la  solution  y  =  0,  on  obtient 

a\     .         2a     .  3  —  a  dx       dy 

1  —  -  \ydx  =   ~xdy,      ou 


3y  3         '  2a      x        y 

La  courbe  cherchée  a  pour  équation 

*}  -  -  f  -j-a 

ly=     9—  lx  -f  IC,     ou    y  =  Cx  2a    •  (3) 

L'exposant  de  x  dans  cette  équation  est  positif  si  0  <  a  <  3  ; 
la  courbe  (3)  passe  alors  par  0  et  répond  au  problème.  On  peut 

remarquer  les  hypothèses  a=  1  (droite),  a  =  „  ou  \}  (parabole). 

Si  a  >  3  ou  <  0,  la  courbe  (3)  est  asymptotique  cle  l'axe  de  y; 

elle  ne  répond  plus   au  problème,  car   (îy2  dx  est  infinie.  Il 

convient  de  remarquer  que  l'équation  (2)  est  aussi  une  consé- 
quence de  l'équation 


fx  2 

J    ifdx  +  m  =  -  y2x, 


qui  est  plus  générale  que  l'équation  (1),  de  sorte  que  même  la 
solution  trouvée  ci-dessus  lorsque  0  <  a  <  3  a  besoin  d'être 
vérifiée  sur  l'équation  (1). 

149.  Equations  homogènes.  —  Première  méthode.  —  Soit 
à  intégrer  l'équation 

Mdx  -f  Ndy  =  0, 

où  M  et  N  sont  des  fonctions  homogènes  F(x,  y),  f(x,  y)  de  même 
degré  p,  de  sorte  que 

M  =  «ppfl,|),     N  -  **  f(l  ,* 

Divisons  l'équation  proposée  par  x?   et  posons  -  =  z  ;   en 

remplaçant  y  par  xz  et  dy  par  x  dz  +  z  dx,  on  obtient 

F(l,  z) dx  -f-  f(\ ,  z){œ  dz  +  z  dx)  =  0, 
ou  |F(1,  *)  +  *f(l,  s)]  dx  -f  x  /"(!,  *)<fe  —  0.  (1) 
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On  sépare  les  variables  en  divisant  l'équation  précédente  par 
ar[F(l,;s)    h  zf\},  s)]»  ce  qui  donne 

^+  f{hz)      -dz-0 

L'intégrale  cherchée  est  donc 

y(z)  désignant  le  second  terme  ;  il  reste  à  remplacer  z  par  ^  • 

%  V 

150.  Remarques.  —  I.   Les   courbes  intégrales   sont   homo- 
thétiques  par  rapport  à  l'origine  des   coordonnées.    En  effet, 

l'intégrale  générale  a  la  forme  :  x  =  C<|>  f  -  }  i  ou  en  passant  aux 

coordonnées  polaires  :  r  eos  0  =  C'i/(tg  0)  ;  par  suite,  dans  deux 
courbes  intégrales  qui  correspondent  aux  valeurs  C  et  Cx  de  la 
constante  d'intégration,  les  rayons  vecteurs  situés  sur  une 
môme  droite  passant  par  l'origine  sont  dans  le  rapport  cons- 

tant  --r  • 

II.  Si  l'on  avait  identiquement 

F(l,*)+*À'f,  *)  =-0.  (2) 

l'équation  (1)  se  réduirait  à  xf(l,  z)dz  =  0  et  admettrait  les  solutions 
a?  =  0,     /'(l ,  s)  =  0,     dz  =  0  ou  *  =  C. 

y 
La  dernière  solution,  -  =  C,  comprend  les  deux  autres,  si  on  suppose 

A* 

la  constante  arbitraire  C  égale  à  oo  ou  à  une  racine  de  f(ï,  z)  —  0. 

D'ailleurs,  l'identité  (2)  se  ramène  à 

F(l ,  V-  )  +  V  f(h  ^)  =  0,     ou     M*  -f  Ny    -  0  ; 

\        XJ  X      \        XJ 

y 

on  a  donc  M  =  —  -  X,  et  l'équation  proposée  peut  prendre  la  l'orme 
X 

—  V  Ncte  -f-  Ndu  =  0,      ou     —  —  +  dy  ---  0 , 

x  '  oc         y 

et  a  pour  intégrale  —  Z.v  -f-  ?y  =  ?C,  c'est-à-dire  y  =  Cx,  résultat  qui 
s'accorde  avec  la  solution  z  ==  C,  trouvée  ci-dessus. 
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III.  Si  l'expression  F(l,  Z)  -j-  zf{\,  z)  n'est  pas  identiquement  nulle, 
on  satisfait  à  l'équation  (1)  en  posant 

F(i,*)  +  *;r(i,*)  =  o, 

car  cette  égalité  donne  pour  z  certaines  valeurs  a,  a',  a",  ...,  et  l'équa- 
tion (1)  admet  les  intégrales  Z  =  a,  z  —  a',  ...,  puisque  ces  solutions 
entraînent  dz  —  0. 

151.  Seconde  méthode.  —  Pour  intégrer  l'équation  homogène 

¥{œ,  y)dx  -f-  f(x,  y)  dy  =  0, 

posons  x  =  r  cos  6,  y  =  r  sin  0,  ce  qui  revient  à  passer  aux 
coordonnées  polaires.  Nous  aurons 

F(r  cos  6,  r  sin  0)  (cos  8  û?r  —  r  sin  6  r/6) 
4-  f(r  cos  0,  r  sin  6)  (sin  0  r/r  +  r  cos  8  rfô)  =  0, 

d'où,  en  divisant  par  r  et  en  ordonnant, 

|F(cos  8,  sin  0)  cos  0  -f  /'(cos  6,  sin  0)  sin  b]dr 
—  [F(cos  0,  sin  0)  sin  0  —  /-(cos  0,  sin  0)  cos  8]rc?8  =  0. 

Séparant  les  variables,  on  obtient  une  équation  de  la  forme 

dv 

lL  _  ?(o)^o  =  o. 

L'intégrale  cherchée  est  donc 

lr  —  j"  <p(8)tf8  =  IC,     ou     r  =  c/f^^°. 

152.  Exemples.  —  1°  Trouver  une  courbe  (fig.  32)  telle,  qu'il 
existe  un  rapport  donné  entre  le  volume  engendré  par  le  sec- 
teur OAM  tournant  autour  de  Vaxe  Ox,  et  le  volume  de  la 
sphère  qui  a  pour  diamètre  V abscisse  de  M. 

La  condition  du  problème  s'exprime  par  l'équation 


I 


r.y2dx  —  -  ny2x  =  -  h~x^ .  (1) 

O  O 


Divisant  par  7i  et  différentiant,  on  obtient 

6y2dx  —  Ayxdy  —  2y2dx  =  3kx2dx,  (2) 

ou  (Ay2  —  3kx2)dx  =  Axydy. 

Cette  équation  étant  homogène,  posons  y  =  xz;  ce  qui  donne 
(Ax2z2  —  okx2)dx  =  Ax2z(xdz  -f-  zdx), 
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et,  après  simplification, 

—  3kdx  =  4xz  dz,     ou     -  —  4  z  dz . 

x 

La  courbe  cherchée  a  donc  pour  équation 

C  —  3/dx  ==  2z2,     ou     2y2  =  x2(C  —  Skljc).  (3) 

La  courbe  passe  par  l'origine  ;  car  xHx  =  0  pour  x  —  0. 
L'équation  (2)  est  plus  générale  que  l'équation  (1);  car  elle  ne 
changerait  pas  si  on  ajoutait  une  constante  au  second  nombre 
de  (1).  C'est  pourquoi  la  solution  (3)  a  besoin  de  vérification. 

2°  Trouver  une  courbe  (fig.  31)  telle,  que  la  distance  de  l'orî- 
gine  à  un  point  quelconque  M  de  la  courbe  soit  égale  au  segment 
de  Vaxe  des  y  compris  entre  l'origine  et  la  tangente. 
.  La  tangente  au  point  Mf.v,  y)  a  pour  équation 

en  faisant  X  =  0,  on  trouve  OT'  =  y  —  y'x.  L'équation  du  pro- 
blème est  donc 

y  —  xy'  =  \  x2  -\-y2     ou     ydx  —  xdy  =  dx\  x2  -\-  y2 , 

le  radical  portant  implicitement  le  double  signe. 

Comme  elle  est  homogène,  nous  remplaçons  y  par  xz  ;  il 
vient 

xzdx  —  x(xdz  -f-  zdx)  =  xdx\  1  -\-  z2  , 

(Af&  CttX/  y-y. 

VT+^  +  ^  =  0- 

En  intégrant  on  obtient 

l(z  -f  V  1  +  s*)  +  to  =  K3 , 

ou  x(z  +  VH-^2)  =  C , 

y 

et  en  remplaçant  z  par  -  : 

lfJrx2  =  {C-y)2. 

Les  courbes  intégrales  sont  des  paraboles  ayant  le  foyer  pour 
origine  et  Oy  pour  axe  de  symétrie. 

Xeuberg,  An.  inf.y  II.  i3 
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153.  Equation  linéaire  du  premier  ordre.  —  On  appelle  ainsi 
tonte  équation  du  premier  ordre  dans  laquelle  y  et  y1  entrent  au 
premier  degré  sans  que  ces  quantités  soient  multipliées  entre 
elles.  La  forme  générale  d'une  telle  équation  est  donc  yf-[-py=Q, 

ou 

dy  +  Pj/  dx  =  Q  dx, 

P  et  Q  étant  des  fonctions  de  x  seul  ou  des  constantes. 

Le  cas  de   Q  =  0  se  traite   immédiatement.    Car   l'équation 

dy 

dy  -J-  Py  dx  —  0  se  ramène  a    -   -f-  P  dx  =  0;  par  suite 

ly  -h  J  P  dx  =  IC ,     ou     y  =  C<?-/p  dx. 

Pour  traiter  le  cas  général,  nous  nous  servons  de  la  méthode 
de  la  variation  des  constantes  arbitraires,  due  à  Lagrange.  Ce 
procédé  consiste  à  intégrer  l'équation  dans  un  cas  particulier 
et  à  exprimer  que  la  solution  de  ce  cas  convient  à  l'équation 
proposée,  pourvu  que  la  constante  d'intégration  soit  remplacée 
par  une  fonction  convenablement  choisie. 

D'après  cela,  l'intégrale  y  =  Ce~fpdxt  trouvée  dans  l'hypo- 
thèse de  Q  =  0,  sera  considérée  oomme  étant  l'intégrale  de 
l'équation  générale,  pourvu  que  C  soit  maintenant  une  certaine 
fonction  de  X.  La  différentiation  de  y  —  Ce_/Pdx  donne 

dy  =  —  CWpd*  P  dx  -f-  <?-/p  dx  dC, 
ou  dy  =  —  y  P  dx  +  é?-/Pdx  dC. 

Cette  égalité  devient  identique  à  l'équation  proposée,  si  l'on 
pose 

Q  dx  =  <?-/p dx  dC,     d'où     dC  =  Qd'p  dx  d.r, 

et  C  =  J  Qe/pdxrte-f  C. 

C  étant  une  constante  proprement  dite.   L'intégrale   cherchée 
est  donc 

-/pdxrr  /Pdx  ' 

y  =  e  e         Q  dx  -f-  C 

où  C  est  écrit  pour  C. 

154.  Application.  —  Trouver  une  courbe  (fig.  33)  telle,  que  si 
par  le  point  Q  où  l'ordonnée  MP  rencontre  la  bissectrice  de 
l'angle  XOY  on  mène  une  parallèle  à  OX,  le  segment  QT  de 
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cette  parallèle  compris  entre  MP  et  la  tangente  ail  nue  longueur 
donnée.  (Problème  de  de  Beaune.) 

On  a  :  MQ  =  MP  —  QP  =  MP  —  OP  =  y  —  x,  tg  MTQ  y'; 
donc  l'équation  du  problème  est  MQ—  QT  tg  T,  ou  y  —  x  ay'. 
On  peut  l'écrire  ainsi 

dy  —  -  dx  =  — ■  -  dx  ; 
a  a 

c'est  une  équation  linéaire   du   premier   ordre,    dans    laquelle 

1  x 

P  = »  Q  =  —  -  •  En  appliquant  la  formule  trouvée  ci-dessus 

a  a. 

on  obtient 


y 


J*dx 


[-JÏ 


.-/ 


dx 


dx  4-  C 


/'ïg-.  55. 


-  e 


—   I       <?    atfa?  -j-  C 


L'intégration  par  parties  donne 


C      -*dx  _*   ,     f   _x 

I  a?e    a  -  -  =  —  xe   a  4-  I  c    a 

J  «  J 

l'intégrale  cherchée  est  donc 

X  _x 

xe    »  +  ae~*-\-C 


dx  =  —  xe   a  —  ae  a 


y 


X 

ea 


ou  y  =  x  +  a  -f-  Cea. 

Si  Ton  prend  pour  axe  des  oc  la  droite  y=  x  -J-a,  l'équation  précédente 

x 

est  remplacée  par  celle-ci  :  y  =  Cea    2  . 

155.  Equation  de  Jacques   Bernoulli.  —  On  appelle  ainsi 

l'équation 

dy  -f-  Pydir  =  Qyndx, 
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V  et  Q  étant  fonctions  de  x  seul,  et  n  étant  différent  de  0  et  de  1. 
Divisons  par  yn  : 

V~n  dy  -Y  ¥yl-ndx  =  Qdx, 

dz 
et  posons  yx~n  =  z,  d'où  y~ndy  =  ^ ;  il  vient 

dz  4-  (1  —  )t)Vzdx  =  (1  —  n)Qdx, 

ce  qui  est  une  équation  linéaire  du  premier  ordre  eu  x  et  z. 

On  peut  aussi  appliquer  directement  la  méthode  de  Lagrange 
en  intégrant  d'abord  l'équation  dy  -f-  Yydx  =  0. 

156.   Application.  —  Intégrer  l'équation 

dy  — ydx  =  xy2dx. 
Divisons  par  y3  : 

y~3  dy  —  y~2  dx  =  xdx, 
et  posons  y~2  =  z,  d'où  —  2y~'èdy  =  dz  ;  nous  aurons 

dz  -f-  2zdx  =  —  2xd,v. 
Appliquant  la  formule  connue,  on  obtient 

s  -  e-[- J***,  +  o]  - ,-  (  -  .*.  +  ^  +  c)  ; 

l'intégrale  cliercliée  est  donc 

1  1 


y 


V~        \JCe~^~X^\ 


157.  Equations  réductibles  à  la  forme  homogène.  —  Une 

équation  non  homogène  peut  quelquefois  être  rendue  homogène 
par  une  substitution  convenable. 
Soit,  par  exemple,  l'équation 

(ax  -f  by  -f  c)dx  -f-  (a\x  +  b'y  +  c')rfy  =  0  (*).  (1) 


(:!:j  Nous  excluons  l'hypothèse  b  =  a'  qui  rend  le  premier  membre  une 
différentielle  exacte.  Lorsque  b~o,  a' =  o  ou  a  =  o,  b'  =  o,  les  variables 
sont  séparées  ou  peuvent  l'être. 
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T.  La  substitution 

œ  «-  X  +  «,      V  =  Y  +  p 
donne 

(aX  +  &Y  H-  aa  4-  ôp  4-  c)rfX  +  (a'X  +  J'Y  +  a'a  -f  J'p  +  c'jcftf  ==  0. 

Pour  avoir  une  équation  homogène,  nous  posons 

ax  +  &p  +  c  =  0,     a'a  -f  ft'p  +  c'  =  0  ;  (*) 

ces  égalités  déterminent  a  et  p  pourvu  que  l'on  ait  afr' —  a'6^0. 
L'équation  à  intégrer  est  maintenant 

(aX  4-  &Y)tfX  4-  (a'X  4-  6'Y)rfY  =  0. 

En  faisant  Y"  =  XZ,  d'où  dY  =  Xe/Z  -\-  ZdX,  on  trouve 

^x      («4-yg ,7  _n 

X    "^  a  4- (6  4- a^Z  4- ô'Z* 
Si  fr'  =  0,  on  a  immédiatement 

ou  Xb[oX  4-  (6  4-  a')Y]a'  =  D, 

Si  Z/  ^  0,  on  ramène  le  coefficient  de  dZ  à  l'une  des  formes 
Z  —  y  Z  —  y  Z  —  y 


(Z  —  aj(Z  —  P)  (Z  —  a)2         (Z  —  a)*  4-  p< 


etc. 


et  l'intégration  s'achève  facilement. 

La  méthode   précédente   est   en   défaut   si   ab'  —  a'b  =  0  ou 

a'        b] 

—  =  — .  On  pose  alors 

a        b 

—  =  —  =  &,    aa?  -f-  fy/  =  i?, 

ce  qui  donne  a'^c  4-  b'y  =  kv,  et  l'équation  (1)  se  ramène  à 
(v  4-  c)dx  -f  (A??  4-  c;;c?2/  =  0  ; 


(*)  La  substitution  choisie  revient  à  transporter  les  axes  coordonnés 
au  point  d'intersection  des  droites  ax  -\-  by  -f-  c  =  0,  a'x  -f-  ô'j*  |-  c'  =  0. 
Elle  n'est  pas  applicable  lorsque  ces  droites  sont  parallèles. 
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;  .  du  —  adx  .    . 

en  remplaçant  dy  par       —j-        on  obtient 

(b —  ak)v  -\-  bc — ad 

équation  qu'on  intègre  aisément. 

Si  l'on  avait 

a[        b'        c[  _ 

abc 

l'équation  proposée  pourrait  s'écrire  sous  la  forme 

(ax  -\-  by  -\-  c)  (dx  -\-  kdy)  =  0  ; 

elle  admettrait  alors  les  deux  solutions 

a' 
ax  -\-  by  -}-  c  =■■  0,     x  -j y  =  C  , 

dont  la  dernière  est  l'intégrale  générale  ;  la  première  est  une 
solution  singulière  à  moins  que  l'on  n'ait  b  =  a'. 

II.  Pour  intégrer  l'équation  (1),  on  peut  adopter  les  variables 

u  ~  ax  -\-  by  -\-  c,     v  =  a'x  -j-  b'y  -\-  c' . 

Alors  du  =  adx  -\-  bdy,     dv  =  a'dx  -f  b'dy, 

d'où,  en  supposant  ab'  —  a'b  --/^  0, 

b'du  —  bdv          .         —  a'du  -f-  adv 
doc  =  — T1—  -  T7    i       dy  =  ~r         .- 

On  aura  ainsi  l'équation  homogène 

u(b'du  —  bdv)  —  v{a'du  —  adv)  --—  0. 

III.  Considérons  l'équation  (1)  sous  la  forme 

dx  dy 


?nx  -f-  ny  -f-  p       wtx  +  n'j/  -f-  /)' 
Les  rapports  (2)  étant  désignés  par  ctt,  on  a  aussi 


(2) 


di==  '       adx  +  $dy        ( 

(ma.  4-  m'fî)a?  4"  inct  4~  **¥)#  =t"  Pa  +  i^'P 

Le  numérateur  de  la  fraction  (3)  sera  la  différentielle  du  dénominateur 
à  un  facteur  h  près,  si  l'on  a 

m*  4-  m'?  =  h<x,      m  4-  n'$  —  hp.  v      (4) 
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En  éliminant  a  et  'l  entre  les  égalités    1    on  trouve 
m  —  li      m' 


n       n 


=  0,     on     h2  —  (m  -f  n')h  + 


m?i 


m'n  —  0. 


Soient  Al5  h2  les  racines  de  cette  équation  ,  en  les  portant  dans  l'une  des 
équations  (4),  on  obtient  les  deux  solutions 

j   *  =  m',  j    a  =  m' , 

I  ?  =  ^i  —  m  î       I  I3    =  ^2  ~  "l- 
La  relation  (3)  donne  successivement 


ûft 


arfa?  -f-  pdjç/ 


A(oa;  -f  $y)  -\-  px  +  p'$ 
P*  ~\-p'P 


en  égalant  les  deux  valeurs  de  £  qui  correspondent  à  à  =  â1  et  /*  =  7j2,  on 
trouve  l'intégrale  cherchée 


mp  —  mp 


—  /[m'a?  -f  (Aj  —  m)y  H ^-r-T        -f  y 

—  l[71l'x  -\-  (h2  711)1/   -\ ^-y 1-  p\  4"  M  * 


h: 


h. 


où  D  représente  une  constante. 

Si  ma'  —  m'n  =  0,  une  racine  de  (5)  est  nulle  et  l'autre  est  égale  m  -\-  n'  ; 
les  valeurs  correspondantes  de  dt  sont 

m'dx  —  mdy  m'dx  -J-  ridy 

pm'  — i)  m  (m  -\-  n')(7n'x  -j-  n'y)  -f-  pin'  -j-  p'n* 

En  les  égalant,  puis  intégrant  les  deux  membres  de  l'équation  ainsi 
obtenue,  on  aura  l'intégrale  cherchée  : 


mx  —  my 


1 


7n'x  -j-  n'y  -f- 


m'  4-  n' 


ID. 


p7ii'  — p'm        77i  -f-  n' 
La  méthode  précédente  est  en  défaut  lorsque. hx  =  lu. 
158.  Equation  de  Boole.  —  Soit  à  intégrer  l'équation 

Xdx  -f-  Ydy  -h  Z(xdy  —  ydx)  —  0, 

où  X,  Y  sont  des  fonctions  homogènes  de  même   degré  p,  Z  une 

fonction  homogène  de  degré  q. 

y 
Introduisons   l'inconnue    auxiliaire   z  =  —  ;  nous    pourrons 

A* 

écrire 

X  =  a;PF(5r),     Y  =  x^f(z),     Z  =  a?«<p(^),     xdy  —  ydx  =  #2d<r, 
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et  l'équation  proposée  devient 

F(z)dx  -\-  f[z)  [ocdz  +  zdx)  -f  a?a-P+*o>(*)«&  =  0, 


ou 


doc  f(z) 

dz  +  x  ¥{^+zf{z) 


^q-p+2 


*w 


F(«) +  */(*)' 

on  est  donc  conduit  à  une  équation  de  Bernoulli  (155  . 
159.  Equation  de  Jacobi.  —  Soit  à  intégrer  l'équation 

(ax  4-  by  4-  c)dy  —  (a!x  -\-  b'y  -\-  c')dx  =  (a"x-\-  b"y  -{-  c")  (xdy — ydx). 

1°  Posons  x  =  X  +  a>  y  =  Y  +  P,  où  X,  Y  sont  de  nouvelles 
variables  et  a,  |3  des  constantes  indéterminées  ;  il  vient 

(M  4-  m)c£Y  —  (N  4-  «)^x  =  vp  +  P)  (Xcfi?  —  Y  rfX  4-  «c?Y  —  ?dX), 

après  avoir  posé 

M  ==  «X  4-  bY,  N  =  a'X  4-  &'Y,  P  =  a"X  +  &"Y, 

m  =  an  4-  6,3  4-  c,      n  =  a'a  4-  6'p  4-  c',      p  =  «"a  -f-  b"p  4-  c". 

Cette  nouvelle  équation  devient  une   équation  de  Boole,  si 
a,  3  vérifient  les  égalités 

m  =  2p,     n  =  Pjo, 

car  elle  se  réduira  à 

(M  —  aP  —  pX)dY  —  (N  —  3P  —  pY)dX  =--  P(XtfY  —  YdX). 

Les  inconnues  a,  3,  p  résulteront  du  système 


a*   4-  ^3    +  c    =  i9*» 
a'a  4-è'p  4-  cf  =  jop, 


1) 


L'élimination  de  a  et  3  donne 


a  — p 

b 

c 

a 

b'  — p 

c' 

a" 

b" 

c"  —  J) 

(2) 


L'équation  (2)   détermine  p,   et   deux  des  équations  (1)  font 
connaître  les  valeurs  de  a  et  3. 
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n 


2>  La  substitution  x  = 

w     J 

Jacobi  en  celle-ci  : 


w 


transforme   l'équation  de 


(au  -\-  bv  -f-  cio)  (todv  —  vdio)  -\-  (a' te  -\-  b'v  -\-  c'iv)  [udw  —  wdv) 
-f  (a"u  +  b"v  -j-  c"w)  (vdu    -  udv)  =  0. 

Comme  on  a  identiquement 

du[todv  —  vdw)    \-  dv[udw  —  wdti)  -\-  dw(vdu  —  udv)  =  0, 

l'équation  (3)  est  vérifiée,  si  zz,  v,  w  satisfont  aux  égalités 


(3) 


da 


dv 


dw 


au  -f-  bv  -{-  cio       a'u  -f-  b'v  -f-  c"w       a"n  4_  ^"y  +  c"w 
Soit  </7  la  valeur  des  rapports  (4);  on  peut  écrire 

ad u  -|-  Pû?v  -|-  ydw 


1) 


cft  = 


(«a  -f-  o'P  +  a"tf  »  -f  (6a  -f  //3  -f-  6"y)y  -f-  (ex  +  c',3  -f  c"y)i 


Le  numérateur  de  la  dernière  équation  est  la  différentielle  du 
dénominateur  à  un  facteur  constant  p  près,  si 


alors 


«x  -)-  #'p  +  a'rY  =  P*f      ) 
ca  -f-  c'p  -h  c"y=jpy; 


*  = 


£(aw  -|-  pt1  -j-  y?c;)  -f-  m 
P~ 


ip) 


(0) 


-  désignant  la  constante  d'intégration 

Eliminons  a,"p,  y  entre  les  égalités  (5);  nous  aurons 


a  —  j)         a'  a" 


6'  — p 


0. 


(7) 


Soient  pn  /)2,  p3  les  trois  racines  de  (7),  supposées  inégales  ;  et 
soient  (ax,  pif  y,),  (a2,p2,yâ),  (a„  p3,  y,)  des  systèmes  de  valeurs 
correspondantes,  déduites  de  deux  des  équations  (5).  L'équa- 
tion (6)  donnera 

l{axu  -}-  Pji?  4-  Yi«?)  4-  W*j  _     £(a2w  4-  P8»  -h  Y2M?)  +  w*-> 

Pi  P2 

=  ^rVf  +  P3?;   "t-  Y3?r)  +  »>3  . 
P3 
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en  ajoutant  ces  trois  rapports  terme  à  terme  après  avoir  multi- 
plié les  deux  termes  du  premier  par  p2  — p3,  ceux  du  second  par 
p3  — pls  ceux  du  troisième  par  p{  — p2,  nous  aurons 

(Pt  —IhWiU  +  iV  4-  7i"-")  +  (lh  —Pi)h*2u  +  ?-2v  +  Vz™) 
4-  (Pi  —pMhu  4-  hv  4-  Ys^*)  =  Œi 

C  étant  une  constante  d'intégration.  Telle  est  l'intégrale  cher- 
chée si  l'on  remplace  w,  u,  v  par  1,  x%  y. 

La    solution    doit    être    modifiée   lorsque    k{  =  k2    ou   que 

"  1   ~  #2  =  "3  (")• 

Exercices  et  notes. 

1.  Intégrer  (l  +  x~)  dy  -  (l  +  y2)  dx  =  0.      (*  ~V  =  C.') 

\  1        x y  J 

2.  Intégrer  séc2  x  tg y  dx  -\-  séc2  y  tg  x  dy  =  0.     (tg  x  tg  y  =  C.) 

3.  a?y  t/.r  -=  (a  —  x){b  —  y)  dy.     [yh(a  —  a?)a  =  Ce*-*.] 

4.  Intégrer  x  dx  -]-  y  dy  =  x  dy  —  y  dx. 

On  divise  les  deux  membres  par  x2  -)-  y1,  etc. 

5.  Intégrer  y  dx  =  (a?  -f-  y)dy. 

On  écrit  —      — —  =  —  -  >  etc 

ir  y 

r        x       i 

6.  Intégrer  x  dx  -\-  y  dy  =  2y  dx.     |  («r  — y)ex~*  «=  C. 

7.  Intégrer  y2  c/a?  —  (a?y  ~|-  a;2)  g?#  =  0.      I  >/  =  Ce   x.  / 

8.  Intégrer  dy  —  ay  dx  =  x4  dx. 

e  ,  ..  r,  ax       x4       4x*        Ux2       2Ax       24 

Solution  :      y  =  Ce —        s     —         

«         a2  a3  a4        a5 

'.).  Intégrer  (l  —  x2)y'  -\-  xy  —  ax.     y  =  a  -\-  C\/l  —  a;2. 

57  dx 

10.  r(//  -f-  y  c?a?  =  —^  •      (>«/n  =  Ce~nx  -f  nx  —  1 .) 

11.  Intégrer  (1  —  x'l)dy  -\-  xy  dx  =  a.*(l  —  a;2)  y//  efoe. 

Solution  :     \/y  =  — J1—  -fG\/l-^. 

o 


(*)  Pour  plus  de  développements,  voir  deux  notes  de  M.  Mansion  dans 
les  Bulletins  de  l'Académie  royale  de  Belgique,  1877,  et  une  note  de  Catalan 
dans  les  Bulletins  de  1876. 


-  203  - 

12.  Trouver  une  courbe  telle,  que  le  point  de  contact  divise  dans  un 
rapport  constant  le  segment  de  la  tangente  compris  entre  les  axes  Ox,  Oj*. 
(y  =  C*m). 

13   {x2  -f  y2)dx  -f  Zxy  dy  -=  0.     [x2(x2  -f  Ay2f  =  C'|. 

14.  (3a?  +  2y  +  5)dx  -f  (4a?  -f  3y  -f  7)rty  =  0. 

x|   1 

Solution  :       a?  -f  y  -f  2  =  (>'•*(*+>■  I*). 

15.  Trouver  une  courbe  dont  la  sous-normale  ait  une  longueur  cons- 
tante a.  (y2  =  2ax  -j-  (î). 

16.  Trouver  une  courbe  dont  la  sous-tangente  soit  égale  à  a\y  =  Ceja.) 

17.  Trouver  l'équation  d'une  courbe,  sachant  que  la  somme  de  la  tan- 

f         \  y2 

gente  et  de  la  sous-tangente  est  égale  à  a.        x  —      aly  —    — \-  C 

18.  Equation  d'une  courbe  dans  laquelle  la  différence  entre  l'ordonnée 
et  la  tangente  limitée  par  la  courbe  et  l'axe  Ox  a  une  longueur  donnée  a. 

Réponse  :    x  =  C  +  2  \ia2 "  +  2cw  +  al  ^±CL~  V«2  +  2ay  _ 

y 

19.  Trouver  une  courbe  telle,  que  le  triangle  formé  par  l'ordonnée,  la 
normale  et  l'axe  Ox  ait  un  périmètre  donné  a. 

Réponse  :    ax  =  -y2  —  -  ay  —  -  a2l(2y  —  a)  -f-  C. 

20.  Trouver  une  courbe  telle,  que  la  somme  de  la  sous-tangente  et  de 
l'ordonnée  =  a.     (x  =  aly  — y  -f-  C.) 

21.  Trouver  une  courbe  telle,  que  le  périmètre  du  triangle  formé  par  la 

y(a  —  y)  =  Ce   a  . 


tangente,  l'ordonnée  et  l'axe  Oa?  =  a. 


22.  Equation  d'une  courbe  telle,  que  l'aire  comprise  entre  les  axes,  la 
courbe  et  la  tangente  soit  proportionnelle  à  l'arc. 

/*x  /*x     adv 

Equation  différentielle  :      ydx  =  a  \    V  1  -f-  y'2  dx,  ou  dx=^  -~ — - — . 

Jo  Jo  \y2-a2 

a  f  *=1         _x-° 
Equation  en  ternies  finis  :     y  —         e   u     -f-  <?      a 

23.  Equation  d'une  courbe  telle,  que  l'aire  comprise  entre  les  axes,  la 
courbe  et  une  ordonnée  soit  égale  au  cube  de  l'ordonnée  divisé  par  l'abscisse. 

T.       ,.       ......       ,.  ..       fx    7         v3  7         3xt/2dy —  y3dx 

Equation  différentielle  :      ydx  =  - -- »    ou    ydx  = 


x  x~ 

Equation  en  termes  finis  :  (x2  —  2y2)3  =  Cx2. 

24.  Trouver  une  courbe  telle,  que  la  distance  de  l'origine  au  pied  de  la 
normale  soit  égale  à  la  longueur  de  la  normale  arrêtée  à  l'axe  Ox. 

Réponse  :    x2  -j-  y2  —  Ca?  =  0. 
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25.  Trouver  une  courbe  telle,  que  la  normale  comprise  entre  la  courbe 
et  l'axe  Ox  soit  égale  à  la  distance  de  l'origine  au  point  de  la  courbe. 

Réponse  :     y2  =  ±  X2  -\-  C. 

26.  Trouver  une  courbe  telle  que  si  la  tangente  au  point  M  rencontre  les 

2  1,1 

axes  coordonnés  en  T  et  T',  on  ait  — -  =  _-—  4~  ^.77^7  * 

En  ayant  égard  aux  doubles  signes  des  radicaux  on  trouve  : 

y  =  0,     ocy{x*—y*)  =  C,     xy  =  C,     (x2  +  */2)2  =  Cxy . 

27.  Trouver  une  courbe  telle  que  si  la  normale  au  point  M  coupe  les 

2  1,1 

axes  coordonnés  en  N  et  N\  on  ait  — —  =  — -=r=  -\-  A  ,,T.  • 

OM       MN        MN' 

Solutions  :    x2  —  y2  =  C,   (x2  -f  y2)2  —  C(x2  —  y2)  =  0,  etc. 

2S.  Déterminer  m  et  n  de  manière  que  l'équation 

(ax  -j-  by  -f-  c)dx  -f-  (#'#  -f  ^'j/  +  c'Mi/  —  0 

admette  pour  intégrale  y  =  mx  4  n. 
On  devra  avoir  l'identité 

(ax  -\-.bmx  4  bn  -j-  c)  -f-  (a'x  j-  b'mx  4  b'n  -\-  c')  m  =  0, 

d'où     a  -f-  &w  +  «'w  +  ^'^2  =  0,     bit  4-  c  4-  ô'wmi  4  c'w  =  0. 


Théorie  du  facteur  d'intégration. 
160.  Si  les  fonctions  M  et  N"  vérifient  la  condition 

ày         dx 


(i) 


l'équation  Mdx  4-  Nrfy  =  0  est  intégrable  immédiatement,  et 
l'intégrale  est  de  la  forme  u  =  C,  u  étant  la  fonction  qui  a  pour 
différentielle  Mdx  4  Ndj. 

Lorsque  la  condition  (1)  n'est  pas  vérifiée,  on  peut  toujours 
déterminer  un  facteur  v  par  lequel  il  suffit  de  multiplier  l'équa- 
tion différentielle  pour  que  le  premier  membre  devienne  une 
différentielle  totale  exacte.  Par  exemple,  l'équation 

y  doc  —  xdy  =  0 

ne  satisfait  pas  à  la  condition  (1).  Mais  les  expressions 

1    /     ;              7  \          l    !     j              1  n      pdx  —  xdy 
[ydx  —  xdi/),         -  [ydx  —  xdy',    — - — — 
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sont  des  différentielles  totales  exactes;  on  en  déduil  que  Pénua- 
tion  proposée  a  pour  intégrales 

X  01 

Ix  —  ly  —  C,      -  =  C,      arc  tg  -  =  C. 

-'»  --»  — ,—       =  sont  des  facteurs  intégrants  ;  ils  conduisenl  ;ï 

xy     y     x2  -f-  j'2 

des  intégrales  qui  ne  sont  pas  essentiellement  différentes. 

161.  Propositions  sur  le  facteur  intégrant. 

1°  II  existe  au  moins  un  facteur  intégrant 

En  effet,  l'équation  différentielle  / 

Mdx  +  Ndy  =*  0  (2) 

admet  une  intégrale  qui  renferme  une  constante  arbitraire  C. 
Mettons  cette  intégrale  sous  la  forme 

it  =  C,  (3) 

u  étant  une  fonction  de  .v  et  y  qui  ne  renferme  pas  G.  On  tire, 
des  équations  (2)  et  (3j  : 


dy  M        dy  u\ 

dx  N        dx  it'y 


Il  en  résulte  que  pour  tout  système  de  valeurs  de  x  et  y, 

V  •  (4) 


ï ==     "^TF    '  OU-  ~-Tr~~     ==      ~W 

?t'v        N  M  N 


L'équation  (4)  doit  être  identique;  car  s'il  en  était  autrement, 
ce  ne  serait  qu'aux  points  de  la  courbe  représentée  par  l'équa* 

dy 

tion  (4)  que  les  valeurs  de  y-%  résultant  de  (2)  ou  de  (3)  seraient 

égales. 

Désignons  par  v  chacun  des  rapports  (4)  ;  nous  aurons 

u'x  =  Mi?,     u!y  =  Nr. 

Donc  Mt>  et  ~Sv  sont  les  dérivées  partielles  d'une  même  fonc- 
tion u;  autrement  dit,  Mvdx  -j-  Nue/y  est  la  différentielle  totale 
de  u. 

2°  Il  existe  une  infinité  de  facteurs  intégrants. 

En  effet,  l'équation  (3)  peut  être  remplacée  par 

©(u)  =  cp(Cj,     ou     ç(u)  -  C,  (3') 
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C  désignant  une  constante  arbitraire;  l'équation  (4)  se  change 
alors  en 

M  ~  N  [  } 

Les  quotient?  (4')  ayant  pour  valeur  »»'(«),  on  voit  qu'à  la 
forme  (3')  de  l'intégrale  correspond  le  facteur  intégrant  V'f'(u). 

3°  Si  le  facteur  intégrant  v  correspond  a  l'intégrale  u  =  C, 
tout  autre  facteur  intégrant  V  est  de  la  forme  vf(u). 

En  effet,  si  U  =  C  est  l'intégrale  qui  correspond  au  facteur 
intégrant  V,  on  a  à  la  fois 

du  —  v{Mdx  +  Ndy),     dU  =  V(Mda>  +  Nrfy)  ; 

il  en  résulte 

dU  =  —  du.  (5) 

Soit  z?  =  F(x,  y).  Si  on  tire,  de  F(.y,  ?/)  =  u,  la  valeur  de  y  en 
en  fonction  de  «  et  de  x  et  qu'on  la  porte  dans  la  valeur  de  U, 
U  devient  une  fonction  ©(m,  x)  de  zz  et  x  et  Ton  peut  écrire 

dU  =  --•-  d««  +  -•  -oto.  (6) 

D'après  l'équation  (5),  si  u  a  une  valeur  constante,  U  conserve 
une  valeur  constante  ;  car  on  aura  alors  du  =  0,  et  par  conse- 
ns 
quent  dU  =  0.  On  en  conclut,  en  considérant  l'équation (6)  :  ~=0; 

donc  o>  est  indépendant  de  x,  et  U  est  fonction  de  u  seul;  comme 

'  .        ,   dU    .  ,  V    ,     .  % dU 

il  en  est  de  même  de  -=—  >  le  rapport      »  égal  a  -----  »  est  une  cer- 

du  L  l         u  du 

taine  fonction  de  u. 

4°  Si  v  et  V  sont  deux  facteurs  intégrants,  Vintégrale  cher- 

V 
chée  est —  =  C. 
v 

V 

Car  on  vient  de  voir  que  —  =  f[u)  ;    mais  l'intégrale   n  =f  C 

y 

peut  être  remplacée  par  f{u)  =  /'(C),  ou  par  —  =  C,  C  étant  une 

constante  arbitraire. 

5°  Le  facteur  intégrant  dépend  généralement  d'une  équation 
aux  dérivées  partielles. 
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En  effet,  si  y  est  un  facteur  intégrant,  l'expression  vÇMdx  \  \dy: 
est  une  différentielle  exacte;  la  condition  d'intégrabilité 

djvM)        d(vN) 
dy  dx 

prend  la  forme 

N  —  —  M  -    =  v  [  — —   .  (7 

dx  dy  \  dy         ùx  J 

Cette  équation,  qui  doit  servir  à  déterminer  v,  renferme  les 

,,   .    ,  ..  ,.       du     du 

dérivées  partielles  -    >  —  • 

dx    dy 

162.  Détermination  du  facteur  intégrant  dans  quelques  cas 
particuliers. 

1°  Le  facteur  intégrant  v  est  fonction   de  x  seul.    Comme 

=  0,  l'équation  (7)  se  réduit  à 

1  dv  _   1    fcM        dN\ 

v  dx       N   \  dy         dx  J  '  ^ 

Puisque  le  premier  membre,  par  hypothèse,  ne  dépend  que 
de  x,  il  en  doit  être  de  même  du  second.  Supposons  donc 

N  V  ày        dx)  ~~  * {œ' ; 
nous  aurons 

1  dv  .  .  dv         ,  .  _ 
=  vise),      OU      —  —  v(x)dx  ; 

v  dx        '  v         ' 

t,     v  ,  r     ,    .  ,  f®(x)dx 

d  ou  a?  —  |  '£{x)dx,     v  =e 

Par  analogie,  si  la  quantité  , r         -    —   r        se  réduit  a  une 

fonction  de  y  seul,  il  existe  un  facteur  intégrant  de  la  forme 

r|(y)dy 
e 

Appliquons  les  résultats  précédents  à  l'équation 

dy  -j-  Ldoc  =  0. 

La  condition  d'intégrabilité  de  v[dy  -}-  Lrf.v),  si  y  est  fonction 
de  x  seul,  est 

dv  d\j  1  r/r        t/L  ,_. 

— -  =  v  —  »      ou      -  -    =        ;  (9 

«#  *ty  r  a#       dy 
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donc  7  J  ne  dépend  que  de  x.   Soit  .  =  P;  nous  aurons 
dy  dy 

dh  =  ¥dy,     L  =  Pj/  —  Q, 

où  la  constante  d'intégration  Q  peut  être  une  fonction  de  x. 
L'équation  proposée  a  donc  la  forme 

<ty  +  (Py  —  Q)daj  =  0;  (10) 

c'est  donc  une  équation  linéaire  du  premier  ordre  (153). 
L'équation  (9)  donne 

1  dv        _  fPJx 
=  |J       i)  —  ^ 

v  dx 
si  l'on  multiplie  (10)  par  v,  on  trouve 

Le  premier  membre  de  cette  équation  étant  la  différentielle 
de  ye        ,  l'intégrale  cherchée  est 

JPdï  .-        /Pdx 

ye        =  |  Qe        dy  -f-  C , 

ce  qui  s'accorde  avec  la  formule  trouvée  plus  haut  (153). 

2°  Le  facteur  intégrant  est  de  la  forme  XY,  X  étant  fonction 
de  x  seul,  et  Y  fonction  de  y  seul. 

La  condition  d'intégrabilité  de  MXY  dx  -f-  XXY  dy  est 


OU 


dy         dx  J  dx  dy 

M.        dN        N  dX       M  dY 
cty         <:/#         X  dx         Y    <% 


Le  second  membre  de  cette  égalité  est  de  la  forme  X-f  (a?) — M^(y); 

il  en  doit  être  de  même  du  premier.  Ainsi»  si  la  quantité  — -=- 

pen/  se  mettre  sous  la  forme  Xf(.v)  —  M<]7(y),  /e  facteur  intégrant 
est  de  la  forme  XY,  X  et  Y  étant  déterminés  par  les  équations 

1    rfX         ,\         1    rfY        ,,  . 

x^7  =  ^r)'      Y^^W 
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d'où  l'on  déduit 

X  =  /?Wdî,      Y  =  J***. 

3°  Les  variables  peuvent  être  séparées. 
Si  l'équation  à  intégrer  est 

¥(x)¥l{y)dx   |   f(x)fl(y)dy      0, 

on  la  ramène  à 

le  facteur  intégrant  est  doue 

1 


A«)Pi(y) 
163.  Equations  différentielles  homogènes.— I.  Soit  l'équation 

Mûfo-fNtfy  =  0,  (11) 

M  et  N  étant  des  fonctions  homogènes  de  degré  /). 

Si  la  condition  d'intégrabilité  immédiate  est  vérifiée,  et  si  p 
est  différent  de  —  1,  l'intégrale  cherchée  est  (138) 

II.  Si  p  ^=  —  1  et  - —  =    —  >  Ma*  -j-Nyse  réduit  identiquement 

à  une  constante  a  (138).  Pour  trouver  l'intégrale,  on  peut  em- 
ployer la  substitution  y  =  xz  (14-9),  ou  éliminer  M  entre  l'iden- 
tité M.x  -|-  *Ny  =  a  et  l'équation  (11).  Ce  dernier  procédé  donne 

a Ny 

— —  dx  -\-  ~Ndy  ===  0,     ou     a  dx  -\-  lS(x  dy  —  y  dx)  =  0. 

N"  étant  une  fonction  homogène  f(x,  y)  de  degré  —  1,  on  a 


et  par  suite 


x    V      x 


a  dx    .      /,    y\  x  dy  —  y  dx 

4-fli,M  — ./-  -  =o, 


00  \  00  I  JU  " 


a  dx  f      \j\    .  y 

ou  \-f (1 1-  }d-=0, 

x  \      xj     x 

Neuberg,  An.  inf.,  II.  i\ 
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L'intégrale  cherchée  est  donc 


alx  -\-     /•(] ,  z)dz  =  C,     où     z  = 


# 


III.  Si  l'équation  M  dx  -\-T$  dy  =  0  ne  satisfait  pas  à  la  con- 
dition d'intégrabilité,  employons  la  substitution  y  =  xz.  Soit 
M  =  F(sc,  y),  N  =  /(#,  y)  ;  on  trouve  (149) 

a?PF(l,  *)cfo  -f  a?P/*(l ,  #)  (a?  dz  +  -s:  dx)  =  0, 

ou  a;P  j  [F(l,  *)  +  *  f(l,  s)]  dx  -f  a?AL  *)  <**  |  =  0. 

En  séparant  les  variables,  on  voit  que  le  facteur  d'intégra- 
bilité est 

1 1 

~  aP*-l[F(l,z)+_zf(l9z)]"m  Ma?  +  Ny* 

Donc  la  fonction 

Mdx  -f  Ndy 

M#  +  Ny 

satisfait  à  la  condition  d'intégrabilité,  mais  elle  est  de  degré  —  1. 

Exercices  et  notes. 

1.  Trouver  la  condition  pour  qu'il  existe  un  facteur  intégrant,  fonction 
du  produit  x y. 

Rénonse  ■    (  — )  :  (Ma?  4-  N?y)  doit  être  une  fonction  de  xy. 

\  ty  dx  J 

2.  Quand  existe-t-il  un  facteur  intégrant,  fonction  de  -  * 

y 

Réponse  :  le  quotient  x2  (  — —  J  :  (Mx  +  Njj  doit  être  une  fonction 

x 
de  -  •  Cette  condition  est  vérifiée,  lorsque  M  et  N  sont  deux  fonctions 

y 

homogènes  de  même  degré. 

3.  Quand  le  facteur  intégrant  est-il  une  fonction  homogène  de  degré  m 

x1    — : —     —  m  Na? 

V  dy         dx  J 
La  quantité ^,      ,-  ^ —  -  doit   être   une   fonction  lionio- 

1  Ma?  +  Ny 

gène  de  degré  zéro. 

4.  Trouver  le  facteur  intégrant  de  l'équation 

ay  dx  -f-  bx  dy  =  xmyn  (a' y  dx  -f-  b'x  dy). 


9 
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Les  équations 

ay  dx  -\-bx  dy  =  0,     xmyn(a'y  dx  -f-  b'x  dy)  =  0 , 
ont  pour  intégrales 

œiy\>  _  const,     a?a'?/b'  —  const  ; 
leurs  facteurs  intégrants  sont  donc 


xy 


*(*•*>      am-H1v^HtKyb')- 


On  fait  coïncider  ces  facteurs  en  prenant  pour  rf  et  'l  des  puissances  de 
#aj/b,  #a'z/b'  telles,  que 

—  rœ^yby  =  —   l/^yAs  . 

a'w  —  &'m  a«  —  bm 

par  conséquent  r  ■—  — =-: rr- >      5=     ,.      —77* 

ab'  —  a  0  au  —  ab 

Le  cas  de  ab'  —  a'b  =  0  se  traite  directement. 
5.  Intégrer 

x2y2(dx  —  bdy)  -f-  a  (y  o?a;  —  a?  dy)  =  0. 

/ 'dx       di/\ 

On  écrit  xy(dx  —  bdy)  +  «  ( —  )  =  0, 

\x  y  J 

x 

xy  d{x  —  by)  -\~  adl     =  0, 

et  l'on  introduit  les  nouvelles  variables 

,  x 

x  —  by  =  u.      -  =  v. 

y 

Les  valeurs  de  x  et  y  en  fonction  de  u  et  o  sont 

X  = ?      y  =        —r>      «'où     xy  =   .  —  j 

l'équation  proposée  prendra  la  forme 

ci?w  -j-  a  —  =  0, 


et  pourra  s'intégrer  par  séparation  des  variables. 
G    Trouver  le  facteur  d'intégrabilité  de 

(1  —  x2y)dx  -\-  x2{y  —  x)dy  =  0. 

Solution  :  —-;  • 
x- 
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CHAPITRE  X. 

ÉQUATIONS     DU     PREMIER     ORDRE 
ET    D'UN    DEGRÉ    QUELCONQUE. 


MÉTHODES     D'INTÉGRATION. 

164.  Équations  résolubles  par  rapport  à  -¥ •  —  Pour  sim- 
plifier récriture,  on  représente  souvent  les  dérivées  ~  >  Tt' 

Ll  «A/        U.  *\ 

d3y 

^f3  Par  P>  <1>  r- 

Soit  proposé  d'intégrer  l'équation 

F(#,  y,  p)  =  0. 

S'il  est  possible  de  la  résoudre  par  rapport  à  p,  on  aura  une 
ou  plusieurs  équations  du  premier  degré, 

P  =  <?i(v,y),    P  =  <ïi{œ,y),     ..., 

que  l'on  tâchera  d'intégrer.  Désignons  par 

AK  y,  00  =  0,     f2(x,y,  C2)...  =  0,     ... 

leurs  intégrales;  l'intégrale  complète  de  l'équation  F(#,  y,  p)  =  0 
sera 

/i(^,y,  c,)./^,  y,  c2) ...  =  o, 

ou,  puisqu'il  n'y  a  pas  lieu  de  distinguer  les  constantes  d'inté- 
gration, 

fi(n,y,  C).f2(xt  y,  C)...  =0. 

165.  Exemples. 

1°  a2p2  —  œy  =  0. 
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Cette  équation  donne,  successivement  : 


ou 


a— p  +  Va?  ofa?  =  0,     a— |L  —  \Jx  dx  =  0 ; 

2a  V^  4- 1 **"  =  C ,      2a\Jy  -  g£  =  C. 
L'intégrale  cherchée  est 

(2a\/ïj-cy-*x*  =  0. 

2°  (a2  —  x2)p*  +  bx(a2  —  x2)p2  —  p  —  bx  =  0. 

On  peut  écrire 

[(a*.—  œ*)p*  —  l](p±bx)=0; 
d'où  les  trois  solutions 

dy    _  1  cft/  _  1  dy 

dx       V  ^2_—  ^2  '     ^  \/  a2  —  a;2  '     ^ 

L'intégrale  complète  est  donc 

a*                                    x 
[y  —  arc  sin  -  —  C)  [y  +  arc  sin C)  {y  -\-  -  bx2  —  C)  —.  0. 

Cv  Cv  >w 

166.  Equations  à  coefficients  constants.  —  Soit  à  intégrer 

F(p  =  A0pm  _j_  Ajpm-i  _|_  ...  _|_  Am  =  0, 

A0,  Au  ...,  Am  étant  des  constantes.  Appelons  a15  a2,  ...,  am  les 
racines  de  l'équation  F(a)  =  0  ;  nous  aurons  à  intégrer  les 
équations 

dy  dy  dy 

CCX  CIX  (XX 

Leurs  intégrales  étant 

y=.«rB'-fCj    y  =  a2^  +  c>    •  ••>    y  =  am^  +  c,  (i) 


=  —  bx. 
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l'intégrale  complète  de  ¥(p)  =  0  est 

(y  —  a.oc  -  C)(y  —  *.zoc  —  C)...  (y  -  a.n#  —  0)  =0.  (2) 

Les  solutions  (1)  ayant  la  forme  y  =  a.x  -\-  C,  où  a  est  une 
racine   de   F(a)  =  0,   l'intégrale   (2)    peut   être   remplacée    par 

167.  Intégration  par  différentiation.—  Pour  intégrer  l'équation 

f(*,  y,  p)  =  o,  (3) 

on  considère  souvent  sa  dérivée 

F',  +  F',j>+.P'P|-=0.  (4) 

Toute  solution  de  (3)  vérifie  l'équation  (4)  ;  mais  la  réciproque 
n'est  pas  vraie,  l'équation  (4)  étant  équivalente  à  F(x,  y,  p)  =  H, 
où  H  est  une  constante  quelconque.  Par  suite,  une  intégrale 
déduite  uniquement  de  l'équation  (4)  a  besoin  d'une  vérifica- 
tion. Il  n'en  est  plus  ainsi  d'une  intégrale  déduite  d'une  combi- 
naison de  (3)  et  (4). 

Voici  maintenant  l'usage  qu'on  peut  faire  de  l'équation  (4). 

1°  Si  le  premier  membre  de  (4)  est  décomposable  en  plusieurs 
facteurs  et  que  l'un  des  facteurs  ait  la  forme  y(x}  y,  p),  on  obtient 
une  solution  de  (3)  en  éliminant  p  entre  les  équations 

F(pc,  y,  p)  =  0,     ©(a?,  y,  p)  =  0. 

L'intégrale  ainsi  obtenue  n'a  pas  besoin  de  vérification  ;  c'est 
une  solution  singulière  ou  particulière,  car  elle  ne  renferme  pas 
de  constante  arbitraire. 

Si  l'un  des  facteurs  a  la  forme  ©(  x,  y,  p,  -~  ]  et  qu'on  sache 

trouver  une  intégrale  première  (*)  de  olx,y,p,~~)  =  0,  on 
élimine  p  entre  cette  intégrale  et  l'équation  F  (se,  y,  p)  =  0. 


(*)  L'équation  cp  f  œ,  y,  p,  —  j  =  0  est  du  second  ordre.  Une  intégrale 
première  est  une  équation  du  premier  ordre,  b(oc,  y,  p,  c)  =  0,  ayant  pour 

f  ClP\  A 

conséquence  o  (  oc,  y,  p,  I  =  (J. 
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2°  Supposons  qu'on  parvienne  à  éliminer  y  entre  les  équa- 
tions  (3)   et   (4);    soit   <p  f  x,  p,  ~^-  J  =  0  le    résultat,    et    soit 

<J>  (#,  p,  c)  =  0  une  intégrale  de  cette  équation  du  premier  ordre 
en  x  et  p.  Il  suffit  d'éliminer  p  entre  les  équations 

F(a?,  y,  p)  =0,     ^  (x,  p,  c)  =  0. 

3°  Si  l'on  peut  éliminer  x  entre  (3)  et  (4),  soit  <p  (y,  /;,     M  =  0 

rfy 
le  résultat   En  remplaçant  dx  par  — —  >  on  a  l'équation  du  pre- 
mier ordre  en  y  et  p  : 

f         pdp\ 

désignons  par  ^  (y,  p,  c)  =  0  son  intégrale.  Une  intégrale  de  (3) 
résulte  de  l'élimination  de  p  entre  les  équations 

F{x,ij,p)  =  0,     <Ky,p,C)=0. 

4°  Il  convient  quelquefois  de  combiner  les  équations  (3)  et  (4) 
en  vue  d'éliminer  un  paramètre  ou  certains  termes.  Nous 
verrons  un  exemple  de  ce  cas  dans  l'intégration  de  l'équation 
de  Monge  (179). 

168.  Equations  du  premier  degré  par  rapport  à  x  ou  y.  — 

La  méthode  indiquée  aux  2°  et  3°  du  paragraphe  précédent  s'ap- 
plique aux  équations  résolues  par  rapport  à  x  ou  y;  car  la 
différent] ation  en  fait  disparaître  x  ou  y. 

1°  Si  l'équation  proposée  peut  se  mettre  sous  la  forme 

x  =  f(p),  (5) 

on  a  dx  =  f\p)dp  ; 

dy 
d'où,  en  remplaçant  dx  par  — —  : 

dy  =  pf[p)dp,     y  =  |  pf\p)dp  +  C.  (6) 

L'élimination  de  /)  entre  (5)  et  (6)  conduit  à  l'intégrale  sous  la 
forme  ¥{x,  y,  C)  =  0.  On  peut  aussi  s'en  tenir  aux  formules  (5) 
et  (6)  qui  expriment  x  et  y  en  fonction  d'un  paramètre  p. 

2°  Soit  l'équation 

x  =  f(y,p).  (7) 
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On  en  tire 

dx     ou     ^  =  f'ydy-\-f!pdp;  (8) 

si  l'on  sait  trouver  l'intégrale  de  (8)  qui  est  du  premier  ordre  en 
y  et  p,  on  éliminera/)  entre  cette  intégrale  et  l'équation  (7). 
3°  Pour  intégrer  l'équation 

P  =  f(p),  (9) 

nous  la  différentions  d'abord  : 

dy     o  u    p  dx  =  f{p)  dp , 
d'où  x=  \  ^P->- dp -\- c.  (10) 

Les  variables  x  et  y  sont  ainsi  exprimées  en  fonction  d'un 
paramètre  p.  Si  l'on  élimine  p  entre  (9)  et  (10),  on  aura  l'inté- 
grale cherchée  sous  la  forme  F(x,  y,  c)  =  0. 

4°  Si  l'équation  proposée  a  la  forme 

y  =  r[v,p\  (il) 

la  diiïérentiation  donne 

dy     ou    pdx  =  f\dx  -f-  f'vdp,  (12) 

équation  du  premier  ordre  en  x  et  p.  Soit  'j(x,p,  c)  =  0  l'inté- 
grale de  (12)  ;  il  reste  à  éliminer  p  entre  cette  intégrale  et  l'équa- 
tion (11). 

5"1  Considérons  enfin  une  équation, 

y  =  xf(p)  +  *(p), 

qui  est  du  premier  degré  par  rapport  à  x  et  à  y.  On  en  tire 

dy     ou    pdx  =  /•(#)<&?  +  [#/"(/>)  +  ?'(1#?P,  (13) 

ou  dx  +         ;  œcfy)  =  —  ^77-^^ —  dp , 

équation  linéaire  du  premier  ordre  en  x  et  p  (153).  L'intégrale 
cherchée  est  donc 


x  =  e 


Jf(p)-ppr    r  «p'(p)     Jf(P)-p 


.     Jf{p)—P  J 

et  il  reste  à  éliminer  /;  entre  (14)  et  l'équation  proposée. 
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La  formule   (14)   est  illusoire   lorsque  f(p)  =  p  ;   ce   cas  esl 
traité  ci-après. 

169.  Équation  de  Clairaut.  —  En  différenciant  l'équation 

V  =pa? +  ?(#),  (15) 

appelée  équation  de  Clairaut^  on  trouve 

dy     ou    p  dx  =  p  dx  -f-  oc  dp  -\-  y\p)dp, 

c'est-à-dire 

dp[x  foW]  -0.  (16) 

On  satisfait  à  l'équation  (16)  de  deux  manières  : 
1°  En  posant   dp  =  0,   on  obtient  p  =  C  ;  substituons  cette 
valeur  dans  l'équation  (15)  et  nous  aurons  l'intégrale  générale 

y  =  0-f-<?(C).  (17) 

Elle  se  déduit  de  l'équation  proposée  (15)  en  remplaçant  p  par 
une  constante. 
2°  En  posant 

*  +  <?'(/>)  =  0,  (18) 

puis  éliminant/)  entre  (15)  et  (18),  on  aura  une  intégrale  singu- 
lière, car  elle  ne  contient  pas  de  constante  arbitraire  et  n'est 
pas  non  plus  comprise  dans  l'équation  (17). 

170.  Remarques.  —  I.  L'intégrale  générale  de  l'équation  de 
Clairaut  représente  des  droites  ;  et  la  solution  singulière, 
l'enveloppe  des  mômes  droites.  En  effet,  pour  trouver  cette 
enveloppe,  on  élimine  C  entre  l'équation  (17)  et  sa  dérivée  par 
rapport  à  C  ;  mais  ces  deux  équations  ne  diffèrent  de  (15)  et  (18) 
que  par  le  changement  de  C  en  p,  et  la  solution  singulière  s'ob- 
tient par  l'élimination  de  /)  entre  (15)  et  (18). 

II  L'équation  de  Clairaut  est  la  seule  qui  s'intègre  en  remplaçant»  par 
une  constante.  (*) 

III.  Toute  équation  du  premier  ordre,  dont  on  connaît  l'intégrale  géné- 
rale a  =  C,  peut  se  ramener  à  une  équation  de  Clairaut.  (*) 

3 

171.  Exemples.  —  1°  p3  —  ~p2  =  (y  —  #)2- 

Ecrivons  y  —  co  =  p  \  p 


z 


(*)  Pour  la  démonstration  des  remarques  II  et  III  qui  sont  dues  à 
M.  Mansion,  voir  Bulletins  de  l'Académie  de  Belgique,  année  1877. 

Une  équation  de  Clairaut  exprime  une  propriété  de  la  tangente  qui  est 
indépendante  du  point  de  contact  car  j — px  est  l'ordonnée  à  l'origine 
de  cette  droite,  c'est  pourquoi  la  tangente  elle-même  est  une  courbe 
intégrale. 
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pais  dérivons  ;  il  vient 


p  —  1 


V*-i 


+ 


p 


ou 


L 
p  —  1 


2\/p- 


3  dx 


dp 
dx 


3{p —  1)    dp 

V  " 


2 


Cette  équation  se  décompose  en  deux  autres  : 

3dp 


p  =  1 ,     dx 


V' 


2\  p 


Si  l'on  élimine  p  entre  l'équation  proposée  et  l'égalité  p  =  1, 

on  a  une  intégrale  singulière 


y  —  x 
La  seconde  solution  donne 


\R- 


-| 


V^ 


éliminant  p  entre  cette  égalité  et.  l'équation  proposée,  on  a  une 

x  +  C 


intégrale  générale 


y  ~x 


tf  +  CV       3 

3     )    +2 


2°  Trouver  une  courbe  telle,  que  le  produit  des  distances  de 
deux  points  fixes  F,  F'  à  une  tangente  quelconque  soit  égal  à  b2. 

Nous  prenons  pour  axes  de  coordonnées  la  droite  FF'  et  la 
perpendiculaire  au  milieu  de  FF'  ;  soient  (c,  o),  ( —  c,  o)  les  coor- 
données des  points  F,  F'.  L'équation  d'une  tangente  étant 

Y  —  y  =p(X  —  œ), 

les  distances  des  points  F,  F'  à  cette  droite  sont 

—  y  —p(c  —  x)  ^      —y  +  p(c  -[-  ce)  ^ 

±  yi  ~+p*       ±  VU-  p* 

et  leur  produit  est 

(y  —  px  -j-  pc)  (y  —  px  —  pc) 
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Supposons  F  et  F'  situés  du  même  côté  de  la  tangente;  alors 
le  dénominateur  a  le  signe  +  ,  et  l'équation  du  problème  est 


ou 
ou 


y  —  px  ±  \azp*  -f-  b2, 


(20) 


a2  désignant  bz  4f  c2-  On  a  donc  une  équation  de  Clairaut  admet- 
tant pour  intégrale  générale 


y  =  Cx  +  \!a2C2  +  62, 


(21) 


et  pour  solution  singulière  l'enveloppe  des  droites  représentées 
par  l'intégrale  générale.  Ces  droites  sont  les  tangentes  de  la 
courbe  cherchée,  et  celle-ci  est  la  solution  singulière  de  l'équa- 
tion (20). 

Si  l'on  rend  l'équation  (21)  rationnelle,  on  trouve  facilement, 
par  la  théorie  des  enveloppes  (I,  297) 

a~y%  +  b2xl  =  a2b2. 
Applications  géométriques. 

172.  Trajectoire   en   coordonnées  rectangulaires.  —  Si  n 

désigne  un  paramètre  variable,  l'équation  f(x,  y,  a)  =  0  repré- 
sente une  infinité  de  courbes.  On  appelle  trajectoire  isogonale 


Y 

\^ 

V 

>^<j 

VJ" 

/h»N 

vA" 

0 

X 

d'un  tel  système  de  courbes,  une  courbe  qui  rencontre  toutes 
ces  lignes  sous  un  même  angle  a. 

Soit  {fig.  3f)  MM'M"  la  trajectoire  ;  en  l'un  quelconque  M  de 
ses  points,  la  tangente  MU  doit  faire  l'angle  a  avec  la  tangente 
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MT  à  la  courbe  A  du  système  qui  y  passe.  Ou  doit  doue  avoir 


m  —  m' 


te;  a  = — r  j 

1  -f-  mm 

m  et  m'  étant  les  coefficients  angulaires  de  MU  et  MT.  Or 

tt-tX/  /      y 

les  différentielles  dx  et  dy  se  rapportant  au  point  M  mobile  sur 
la  trajectoire;  par  conséquent 

to«       f,dy  +  f\dx 
8  f'ydx  —  f'xdij  Uj 

Si  l'on  élimine  a  entre  cette  égalité  et  l'équation  /"(a*,  y,  a)  =  0, 
on  obtient  une  équation  qui  convient  à  tous  les  points  de  la 
trajectoire,  ou  V équation  différentielle  de  cette  courbe.  L'inté- 
gration introduit  une  constante  dont  on  détermine  ordinaire- 
ment la  valeur  en  faisant  passer  la  trajectoire  par  un  point 
donné. 

La  trajectoire  est  dite  orthogonale,  lorsqu'elle  coupe  les 
courbes  données  à  angle  droit  (*).  Pour  trouver  son  équation 
différentielle,  on  élimine  a  entre  les  équations 

f\dx  —  fx  dy  =  0,     f{oc,  y,  a)  =  0. 

Si  les  courbes  variables  sont  définies  par  une  équation  de  la 
forme  f(x,  y)  =  a,  l'équation  (1)  est  indépendante  de  a  et  par 
suite  est  l'équation  différentielle  de  la  trajectoire  sous  l'angle  a. 

En  particulier,  la  trajectoire  orthogonale  est  alors  définie  par 

f'y  dx  —  f\  dy  =  0. 

Autrement  dit,  si  un  système  de  courbes  variables  a  pour 
éq nation  différen t ielle 

M  dx  +  N  dy  =  0, 
V  équation 

M  dy  —  N  dx  =  0 

quon  en  déduit  en  changeant  dx  en  dy  et  dy  en  —  dx,  repré- 


(*)  T. a  trajectoire  orthogonale  des  tangentes  d'une  courbe  donnée  est 
une  développante  de  cette  courbe. 
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sente  un  second  système  de  courbes  variables  qui  coupent  à 
angle  droit  les  premières. 

173.  Applications. 

1°  Trouver  la  trajectoire  sous  l 'angle  a  des  courbes  définies 
pur  Véquation  y      axP,  a  étant  un  paramètre  variable. 

On  a  l'équation  de  condition 

m  —  m 
tgoc 


1  -|-  m  m' 


dy       ,  _  ,      pa«;P      py.  ..  ,     .2 

ou  m  =   /   >  mr  =  pa5Cp"'  =  -       -  =   --   >  il  en  résulte  que  la  tra- 
dx  x  x 

jectoire  a  pour  équation  différentielle 

x  du  —  p  y  dx 

x  dx  -j-  p  y  dy  v  ' 

ou 

(a?  tg  a  -f-  jo^)  ^  4-  [p  y  tg  a  —  <r)  <:/?/  =  0. 

Cette  équation  homogène  s'intègre  au  moyen  de  la  substitu- 
tion y  =  xz.  Voici  deux  cas  particuliers  remarquables. 

1°  Si  p  =  1,  les  lignes  variables  sont  les  droites  menées  par 
l'origine  des  coordonnées.  L'équation  (1)  devient 

(x  dx  -|-  y  dy)  tg  x  —  x  dy  —  y  dx  ; 

x  dy  —  y  dx 
x  dx  4-  V  dy  œ2 


On  trouve  immédiatement 

l\l  x~  -\-  y* .  tg  a  =  arc  tg  -  -f-  c , 

x 

ou  en  passant  aux  coordonnées  polaires, 

(0+c)  cot  a 

r  =  e  ; 

la  trajectoire  est  donc  une  spirale  logarithmique. 

2°  Si  p  =  —  1,  les  lignes  variables  sont  des  hyperboles  ayant 
pour  asymptotes  les  axes  coordonnés.  L'équation  (1)  prend  la 
forme 

(x  dx  —  y  dy)  tg  a     —  [y  dx  -f-  x  dy)  =  0  ; 
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elle  a  pour  intégrale 

(x2  —  y2)  tg  a    —  2xy  =  c. 
Les  trajectoires  sont  donc  les  hyperboles  dont  les  asymptotes 

a 

sont  celles  des  li3Tperboles  données,  tournées  de  l'angle  -  • 

2°  Trajectoire  orthogonale  des  ellipses  ayant  un  axe  commun. 
Ces  ellipses  ont  pour  équation  en  termes  finis 

x2       y*-  y2  b2 

a2       o2  a2  —  x2       a- 

a  étant  constante  et  b  variable  ;  leur  équation  différentielle  est 

(a2  —  x2)  dy  -\-  yx  dx  — -  0. 

L'équation  différentielle  de  la  trajectoire  orthogonale  s'en 
déduit  en  changeant  dy  en  dx  et  dx  en  —  dy  ;  elle  est  donc 

(a2  —  x2)  dx  —  yx  dy  =  0. 

Séparons  les  variables  : 


a 


oc 


—  x)  dx  —  y  dy  =-  0, 


et  intégrons  : 


x2  -\-  y2 
a2lx ï^-  =  c. 


174.  Trajectoire  en  coordonnées  polaires.   —  Cherchons 

la  trajectoire   sous   l'angle  a   des    courbes    représentées    par 

l'équation 

f(r,  6,  a)  =  0,  (1) 

a  étant  un  paramètre  variable.  Les  tangentes  menées  en  un 
point  de  la  trajectoire,  à  celle-ci  et  à  la  courbe  correspondante 
du  S3Tstème  (1)  font,  avec  le  rayon  vecteur  de  ce  point,  des  angles 
V,  V  donnés  par 

tgv  =  ^  =  ^,    tgV'  =  -r//'; 

fo  r1         dr  h  /*'e 

les  différentielles  dr,  c/ô  se  rapportent  au  point  mobile  sur  la 
trajectoire.  Comme  Y  —  V  =  a,  on  a 
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On  obtient  l'équation  différentielle  de  la  trajectoire  en  élimi- 
nant le  paramètre  a  entre  les  équations  (1)  et  (2). 

Si  l'équation  des  courbes  variables  est  de  la  forme  /'(/%  0)  --=  a, 
l'équation  différentielle  de  la  trajectoire  orthogonale  est 

175.  Application.  —  Trouver  la  trajectoire  orthogonale  des 
limaçons  de  Pascal  ayant  même  cercle  directeur  et  même  pôle. 
Ces  limaçons  ont  pour  équation 

r  =  a  cos  0  +  £> 

b  étant  variable.  La  trajectoire  a  pour  équation  différentielle 

dr  r2  .  dr  db 

0,     ou 


o?8       asinO  r2       asinô' 

d'où  l'équation  en  termes  finis 

=  -  J  tg  -  6  4-  -  -  »     ou     d  tff  -  6  =  e    r. 

176.  Lignes  de  niveau  d'une  surface.  —  On  appelle  lignes 
de  niveau  d'une  surface  les  sections  de  la  surface  par  des  plans 
horizontaux. 

Si  le  plan  xy  est  horizontal ,  une  ligne  de  niveau  de  la  surface 
représentée  par  f(x,  y\  z)  =  0  a  pour  équations 

z  =  h,     f(oc,  y,  h)  =  0. 

Les  projections  horizontales  de  ces  lignes  forment  un  système 
de  courbes  dont  l'équation  différentielle  s'obtient  en  éliminant 
h  entre  les  équations 

f{pe,  y,  h)  =  0,     f\  dx  +  fy  dy  =  0. 

Si  la  surface  donnée  a  pour  équation  z  —  /'(.v,  y),  les  lignes  de 
niveau  ont  pour  équation  différentielle 

f*dx  +  f'ydy  =  0. 

177.  Lignes  de  plus  grande  pente  d'une   surface.  —   Une 

ligne  de  plus  grande  pente  d'une  surface  est  une  courbe  tracée 
sur  la  surface  et  coupant  à  angle  droit  les  lignes  de  niveau.  Sa 
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projection  horizontale  est  une  trajectoire  orthogonale  des  pro- 
jections des  lignes  de  n4veau. 

Si  la  surface  a  pour  équation  z  =  f(x,  y),  les  projections  hori- 
zontales des  lignes  de  niveau  ont  pour  équation  différentielle 

f*dx+fydy  =  0; 

et  les  projections  horizontales  des  lignes  de  plus  grande  pente, 

f*dy  —  fydx  =  0. 

178.  Application.  —  Les  lignes  de  niveau  d'un  ellipsoïde 
vérifient  l'équation 

a2  ^  b-  c2 

z  étant  le  paramètre  variable.  Leur  équation  différentielle  étant 

oc  dx        y  dy        , 

on  a  pour  une  ligne  de  plus  grande  pente 

x  du        y  dx        _  7  „  du         „  dx 

.;    —  '  =-0,      ou     b2    ■  -  =  a- 

a2  6-  y  x 

On  en  déduit  l'équation  en  termes  finis 

y^  =  CX*2. 

179.  Lignes  de  courbure  de  l'ellipsoïde.  —  On  sait  que  les 
normales  en  deux  points  infiniment  voisins  d'une  ligne  de  cour- 
hure  se  rencontrent,  pourvu  que  l'on  néglige  les  infiniment 
petits  d'un  ordre  supérieur  au  premier.  (I,  374.) 

Soient  (x,  y,  z),  (x  +  A.v,  ...)  les  coordonnées  de  deux  points 
M,  M'  de  la  surface  f\x,  y,  z)  =  0.  Les  normales  en  ces  points 
ont  pour  équations 

X  —  x        Y  ~y       Z  —  z  ■ 

-r—  =  — a—  =  -?r-  '  (a) 


fx  fy  r\ 

X  —  x  —  kx      Y  —  y  —  ky       Z  —  *  —  A 


/"'x  +  V'i  /"y  +  V'y  A  +  AA 


(*) 


Exprimons  que  ces  droites  se  rencontrent,  ou  que  les  équa- 
tions {a)  et  (b)  admettent  un  même  système  de  valeurs  de  X,  Y,  Z. 
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d'où,  par  soustraction, 

Aa?  +  AX./*x  +  (X  +  AX)Vx    =0. 

En  négligeant  les  infiniment  petits  d'ordre  supérieur,  on  trouve 

dx-\-d\.f\  +  \dfx  =  0. 
Par  analogie 

dy  +  tA./*y  -f  Xd/*y  =  0,      dz  -f  «A .  A  +  ydf't  -  0. 
Eliminons  X  et  dl  entre  ces  égalités  ;  il  vient 


dx    A      dfx 
dy    f,     dfy 

dz     f%      df'z 


=  0. 


Telle  est  l'équation  différentielle  qui  détermine  les  lignes  de 
courbure.  Appliquons-la  à  l'ellipsoïde  scalène 


x2  ,  v~      s* 

a2  "^  62  +  c2 

=  l; 

s  aurons 

dX         — : 

a- 

dx 
a" 

a- 

a? 

dx 

1 

dy   » 

dy 
~b2 

=  0,      ou 

b2 

IL 
dy 

1 

dz      -- 

c"~ 

dz 
c2 

c2 

dz 

i 

(.). 


Développons  suivant  les  éléments  de  la  seconde  colonne  ;  il 
vient 

{b2  —  c^±x       (c2  — a2)  y       (a*  —  62)  * 
e&t?  dy  dz 

ou       (62  —  c2)xdydz  -f-  (c2  —  a2)ydzdx  +  (#2  —  b2)zdxdy  =  0,       (c) 

et  éliminons  0  et  c/s  au  moyen  des  relations 

x'2       y2         zdz  x  dx       y  dy 


c—1- 


a- 


b2 


CP 


b2 


Xkubero    —  An.  Inf.,  II. 
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A   cet  effet,   nous   multiplions   l'équation   (c)  par  --  et  nous 
l'écrivons  ainsi  : 

[(j«  _  c2)xdy  +  (cî  _  o«jy<fa?]  ?Ç  +  {a2  —  b2)  ^  rfy  «fo  «  0. 


s2       s  dz 
Substituons  maintenant  les  valeurs  de  --  et  -        ;  il  vient 

c2  c2 

xy  dx2  —  mxy  dy2  —  (x2  —  my2  —  n)  dx  dy  =  0,  (1) 

a2(j2  _  C2)  a2(a2  —  b2) 

ou  m  =  »      w  =  — i r-  • 

o2(«-  —  c-)  a2  —  c2 

L'équation  (1)  a  été  intégrée  pour  la  première  fois  par  Monge  ; 
la  méthode  consiste  à  éliminer  n  entre   (1)  et  sa  dérivée.  Pour 

dy 

plus  de  facilite,  divisons  par  dx  dy  et  posons     -   =&  p  ;   il  vient 

*    —  mxyp  -  (x2  —  my2  —  n)  =  0  ;  (1') 

P 

puis,  en  dérivant, 

^    h  «  —  ^2  ^-  -  m [yp  +  flep8  -h  ocy  —)  —  2x  +  2myp  =  0  ; 

et  en  réduisant  les  termes  semblables 

•?/  /"  1     .       ^\  o?p    ,  „       n 

—  a?  —  .x?/  (  --  -j-  wi  )  -; — H  ?^j/jo  —  »?.rp2  =  U  ; 

ou  (m»2  +  1)  f"'7-*-' 


Cette  équation  se  décompose  en  deux  autres  : 
1°  mp2  -f  1  =  0. 

Si  l'on  remplace  dans  (\)  p  par  \/ »  on  obtient  une  solu- 
tion singulière  (réelle  ou  imaginaire),  enveloppe  des  courbes 
représentées  par  l'intégrale  générale. 

p  p~  dx 
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Divisant  par  xy  et  multipliant  par  pdx,  on  trouve 

dx      p  dx      dp 
x  y  p 

remplaçant  p  dx  par  dy  et  intégrant,  on  aura 

Ix—ly  —  Ip  -f  IC  =  0,      ou      Cx  =  py.  (2) 

Eliminons  /)  entre  (1)  et  (2)  ;  il  vient 

y*  =  ™-c^W  (3) 

Donc  les  projections  des  lignes  de  courbure  d'un  ellipsoïde 
sur  les  plans  principaux  sont  des  coniques. 

180.  Pour  intégrer  l'équation  (1),  on  peut  la  multiplier  par 
4xy,  puis  l'écrire  ainsi 

y2(2x  dx)2  —  mx2(2y  dy)2  —  [x2  —  my~  —  n)  [x  dx)  (y  dy)  =  0  ; 

ou,  si  l'on  fait  x2  =  X,  y2  =  Y, 

YdX2  —  mXdY2  -  (X  —  m  Y  —  n)dX  dY  =  0. 

dY 
En  divisant  par  c?X~,  posant  -^  =  P  et  résolvant  ensuite  par  rap- 
port à  Y,  on  obtient 

Y=PX-      "P 

?ftP   -|-    1 

ce  qui  est  une  équation  de  Ciairaut.  L'intégrale  cherchée  est 
donc 

y  =  cx  — ctt-\  '    ou    y  =  Caj  — n-  ,  • 

mC  4-1  w?C  H-  1 

Les  deux  hyperboloïdes  conduisent  à  des  calculs  analogues. 

181.  Remarques.  — I.  Considérons  un  ellipsoïde  de  révolution.  Si  a  —  b, 
l'équation  (c)  devient 


dJdy_dx^_ 
\y      x  ) 


d'où  les  deux  solutions  z==Gt  y  —  Cx,  qui  correspondent  respectivement 
aux  parallèles  et  aux  méridiens  de  la  surface  (I,  377).  L'équation  (3)  con- 
duit aux  mêmes  conclusions.  En  effet,  on  a  maintenant  n  — 0.  m  — —  1  ; 
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(loue  si  C  -  1,  on  trouve  y2  =  Cx2,  et  si  C  =  l,  le  terme  connu  ayant  la 
forme  indéterminée  -  .  on  obtient  y-  ~\-  x~  =  C. 

IL  Etudions  maintenant  le  système  des  courbes  (3)  dans  l'ellipsoïde 
scalène. 

On  a  une  ellipse  ou  une  hyperbole  suivant  (pie  C  est  négatif  ou  positif. 
L'équation  (3)  étant  mise  sous  la  forme 

C2m  c2  -f-  Q(x2  —  my-  —  n)  — y2  =  0,  |  () 

on  voit  que  par  tout  point  donné  i.v,  y)  du  plan  XOV  il  passe  deux  courbes 
du  système,  caractérisées  par  les  deux  racines  Cx,  (\  de  i  I  .  Ces  racines 
sont  réelles  et  inégales  si  la  quantité 

A  =  [x2  —  my2  —  ■?/)-  4-  U)iju2y2  (5) 

est  positive,  et  leurs  signes  se  déterminent  aisément  au  moyen  des 
relations 

r,ct  =  — 2L.    (•,+(•.--  *'±->X^m-         (0) 

mx2  mx~  ' 

Il  y  a  lieu  de  distinguer  deux  cas  principaux  suivant  le  signe  de  m. 

1°  a  c  b\  alors  m  <  0,  n  >  0  L'équation  (3j  représente  les  projec- 
tions  des  lignes  de  courbure  sur  le  plan  passant  par  l'axe  majeur  et  par 
l'axe  mineur  de  l'ellipsoïde.  Si  l'on  pose  m  =  —  y-~,  n  -----  v'-',  il  vient 

A  =  (x2  -f  v2!/2  —  v2)*  —  A\>2x2y2 
=  {x  ~\-  V-V  4-  v)  {oc  -f-  \xy  —  v)  {x  —  \xy  —  v)  (x  —  \xy  ■  \-  v), 

«jl-a,-  a-X" 

Désignons  les  sommets  de  l'ellipsoïde  par  A,  A',  B,  B',  C,  C,  et  prenons 
sur  l'axe  des  x  les  distances  OAj  =  OX\  =  v,  sur  l'axe  des  y  les  distances 
()1>!  ---  OB'!  =  v  :  [x.  Les  équations 

a?  -f  ;j.//  —  v  =  0,  x  —  \).y  -\-  v  ='  0,  x  -f-  ;x^/  -f-  v  ==  0,  x  —  y-y—  v  =  0 

représentent  respectivement  les  droites  A^B^  Bj  Ay  A^B'j,  B'jAj,  et  l'équa- 
tion x2-\-  \}-'-y':  — v-  0  représente  l'ellipse  qui  a  pour  sommets  les  points 
Al9  Bj,  A'j,  1>V  Pour  tout  point  extérieur  au  losange  AjI^A^B^  la  quantité 
A  est  négative  et  les  valeurs  correspondantes  de  C  sont  imaginaires.  Pour 
tout  point  intérieur  au  même  losange,  on  a  A  >  0,  Q\C>  >  0,  Cf-f-  Cs  <  0; 
il  en  résulte  que  par  un  tel  point  il  passe  deux  ellipses,  projections  de 
deux  lignes  de  courbure  de  l'ellipsoïde  à  l'exception  des  parties  parasites 
qui  sont  extérieures  à  l'ellipse  principale  ABA'B'.  Toutes  ces  ellipses  sont 
inscrites  au  losange,  car  leur  enveloppe  a  pour  équation  A  =--  0;  en  parti- 
culier l'ellipse  principale  ABA'B'  touche  les  côtés  du  losange  aux  ombilics 
réels  de  l'ellipsoïde. 
Les  axes  2a',  2b'  de  l'ellipse  (3)  résultent  des  égalités 

«-C.     a1»- 


«-  '  1  —  (V 


en  éliminant  C  on  trouve 

.,'.11/ 

Par  conséquent,  les  rectangles  des  axes  des  ellipses  (3)  sont  inscrits  à 
l'ellipse  A^A'iB'!. 
2°  a     \  b   Z  c;  alors  m  >  0,  a  >  0.  En  écrivant  [a2,  /•'  pour  m,  />,  on  a 

A  =  (x~  —  a-y-  "  V2)2  -f  4|i.2a?V2,      dC, 


y •-'■' J 


L'équation  (3)  représente  la  projection  dune  ligne  de  courbure  sur  un 
plan  principal  passant  par  l'axe  moyen  de  l'ellipsoïde;  les  valeurs  de  (' 

qui  correspondent  à  un  môme  point  (a-,  y)  du  plan  XOV  sont  toujours  de 
signes  contraires,  de  sorte  que  l'une  se  rapporte  à  une  hyperbole,  l'autre 
à  une  ellipse  (réelle  ou  imaginaire). 

Dans  le  cas  où  C  est  positif,  en  désignant  par  2a',  2b'  les  longueurs  des 
axes  de  l'hyperbole  correspondante,  on  a 

d'où  l'on  déduit  a'2  -J-  b'-p.2  —  v2  =  0;  par  conséquent,  les  sommets  du  rec- 
tangle des  axes  de  eette  hyperbole  se  trouvent  sur  l'ellipse  A^jA'^V- 

Si  C  est  négatif,  les  axes  2a',  2b'  de  l'ellipse  correspondante  satisfont  aux 
égalités 


on  en  conclut  d'abord  que  jette  ellipse,  pour  être  réelle,  exige  Cu.-'4-l  >  0. 
Ensuite  l'élimination  de  C  donne 

a'2  _  ^'2  =  v2j 

de  sorte  que  les  sommets  des  rectangles  des  axes  de  l'ellipse  se  trouvent 
sur  l'hyperbole  qui  a  pour  axe  réel  A^'^  pour  axe  imaginaire  1>i1-m- 

Les  eoniques  (3)  n'ont  plus  d'enveloppe  réelle.  Les  ellipses  réelles  du 
système  sont  entièrement  intérieures  à  l'ellipse  principale  ABA'B'  sans  se 
rencontrer  deux  à  deux;  les  hyperboles  du  système  présentent  des  }>iirties 
parasites  à  l'extérieur  de  l'ellipse  AIJA'B'. 

III.  L'équation  (c)  dépend  uniquement  des  différences  b2 — c2,  c-  —a2, 
a- —  b~  des  carrés  des  axes,  de  manière  qu'elle  convient  aux  lignes  de 
courbure  tracées  sur  les  quadriques  homofocales 

a-  —  À   r  62  —  À  ^  c2  —  À 

D'après  cela,  on  est  conduit  à  examiner  si  la  ligne  d'intersection  de 
l'ellipsoïde  proposé  avec  un  hyperboloïde  homofocal  représente  par  l'équa- 
tion (8)  n'est  pas  une  ligne  de  courbure  pour  les  deux  surfaces.  Effective- 
ment, les  équations  des  deux  surfaces  donnent,  par  soustraction  et  par 
différentiation, 

a'(<:<ï  —  ).)    h  b*{ô~  —  X)  +  c~(c2  -  À)  ==  U"  ™ 

2 — „-  =  0,      1  ,  =0. 

a-  (i~  —  t. 
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Des  deux  dernières  relations  on  conclut  que  les  différentielles  dx,  dy,  dz 
sont  proportionnelles  aux  quantités 


1 

r      i 

_b2(cz  —  X) 

1 

1 

y 

r     i 

-X) 

1 

X 

C\b2  - 

■*)J 

a2(c2 - 

->) 

ou  aux 

quantités 

£  («8  -  >■)  (*';  -  c2),     £  (6»  -  l)  (d  -a'),... 

x  y 


(10) 


Si  Ton  remplace  rf.v,  dy,  dz   par  les    expressions  (10)  dans  l'équation 

_    (^  _  C2)X 


dx 


—  0,  on  trouve  précisément  l'équation  (9). 


182.  Lignes  de  courbure  des  deux  paraboloïdes.  —  Prenons 
l'équation  de  ces  surfaces  sous  la  forme 


On  trouve  aisément 


S 

X2 

'  2a 

^2b 

dx 

X 

a 

dx 
a 

dy 

y 

b 

dy 
b 

dz 

—  i 

0 

0; 


d'où,    en    développant   suivant  les   éléments   de   la   deuxième 
colonne  : 

xdydz  —  ydx  dz  -f-  [a  —  b)dx  dy  =  0. 


ce  dec      y  d\r 
Remplaçons  dz  par  -        4-     .     »  il  vient 


a 


équation  qui  se  ramène  à  la  forme  (1)  (180). 


dx  dy  —  0, 


Exercices  et  notes. 


f         x       sin  *^x 

1.  Intégrer  p*  —p+  -  sin2  &z  =  0.     f  y  =  -  ±  -  —  +  (î 

4  4 

2.  Intégrer  y/»3  —  x  =  0.      (#3  =  a?3  +  C). 

3.  Intégrer  p3  —  3/)  +  2  —  0. 

Solution  :     (y  —x  —  C)2  (//  -f-  2x  —  C)  =  0. 
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4.  Intégrer  p2  —  2px  -f-  y  —  0. 

En  différentiant,  on  trouve  une  équation  homogène  en  x  et  p. 

5.  Intégrer  y  =  p2  -f-  px  -\-  x. 

En  (lifférentiant,  on  obtient  l'équation  linéaire  en  .v  et/;  : 

ofa?  -j-  #nfy3  —  —  2p  dp, 
qui  a  pour  intégrale 

#  =  2(1 — p)  4-  C<H\ 

On  éliminera 79  entre  eette  intégrale  et  l'équation  proposée. 

6.  Intégrer  3y2/>2  —  2xyp  -\-  4y2  —  x2  —  0. 

Equation  homogène  qui  a  pour  intégrale  3(^2  -f-  y'1)  —  ACoc  -f-  C2  —  0. 

7.  Intégrer 

(a2?/2  —  cV  -f  a2c2)p2  +  2a2xyp  +  (a2  —  c2)x2  =  0).   (*) 

Eliminer  a2j2 —  c2x2 -j- a2c2  entre  cette  équation  et  sa  dérivée  ;  le  résul- 
tat se  décompose  en  deux  facteurs.  On  peut  aussi  poser  y~=Y,  x2— a2=X  ; 
ce  qui  conduit  à  une  équation  homogène. 

8.  Trajectoire  orthogonale  des  paraboles  de  même  sommet  et  même 
axe.   .{2x2  -\-y2  =  c2). 

9.  Trajectoire  orthogonale  des  paraboles  de  même  axe  et  de  même  foyer. 

Equation  des  paraboles  variables  :   y2  =  2p  (  x  -f-  f>  ).  ou 


2 

(V#2  -f  y2  ±  oc)  dx  ±  ydy  =  0. 
Equation  différentielle  de  la  trajectoire  : 

(\Jx2  +  y*  ±  x)dy  if  y  dx  =  0  ; 

on  la  ramène  à  l'équation  précédente  en  multipliant  les  deux  membres  par 
y  x2  -\-  y2  T  x,  etc. 

10.  Trajectoire  orthogonale  des  cercles  passant  par  deux  points  fixes  de 
l'axe  des  y,  ou  ayant  pour  équation  x2  -{-y2  —  2\x  —  a2  =  0. 

Equation  différentielle  de  la  trajectoire  : 

2xy  dx  -f-  (y%  —  x2  —  a2)  dy  —  0. 

En  posant  y'2  ==  Y,  x2  -j-  a-  =  X,  on  obtient  une  équation  homogène. 

11.  Trajectoire  sous  l'angle  a  des  cercles  qui  touchent  OY  en  (). 
Solution  :    x2  +  y%  =  2C  (x  -f  y  tg  a). 

12.  Trajectoire  orthogonale  des  ellipses  semblables  ayant  un  sommet 
commun  et  même  tangente  en  ce  point. 

Solution  :    y2  —  (m2  —  2)  x2  =  C//1"2. 


(*)  Voir  Mathesis,  t.  V,  p.  255. 
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13.  Trajectoire  orthogonale  des  ciss  Vides  qui  ont  même  point  de  rebrou  s- 
sement  et  même  tangente  en  ce  point 

Solution  :    (x2  +  y2,2  =  C  (y2  +  2a;2). 

14.  Trajectoire  orthogonale  des  courbes  définies  par  l'équation 

(j.2  -|_y2)2  =  axy, 

a  étant  un  paramètre  variable. 

Réponse  :     y2  —  x2  =  C  {x2  -j-  y2}2. 

15.  Lignes  de  plus  grande  pente  des  paraboloïdes 

o  0  o  _  o 

"-  +  Ç  =  2S,    -  +  ^  =  -2y. 

a         b  a         b  J 

10.  Démontrer  que  l'intersection  des  deux  paraboloïdes 

a?2        y'2        rt  x2       ,       y2  n 

a         6  a  —  A        b  —  a 

est  une  ligne  de  courbure  de  chacune  de  ces  surfaces. 

Intégrales    singulières   des    équations   du   premier    ordre. 

183.  Une  intégrale  singulière  (144)  d'une  équation  différentielle 

F(a>,  y,  V)  =  0  (1) 

est  une  solution  qui  n'est  pas  comprise  dans  l'intégrale  générale 

f(x,  y,  C)  =  0.  (2) 

D'après  ce  qu'on  a  vu  (145),  quand  les  courbes  représentées 
par  l'intégrale  générale  (2)  ont  une  enveloppe,  cette  enveloppe 
est,  en  général,  une  intégrale  singulière  de  l'équation  différen- 
tielle (1). 

Dans  ce  cas,  l'enveloppe  se  trouve  parmi  les  courbes  qui  sont 
représentées  par  iéquation  ©(x,  y)  =  0,  obtenue  en  éliminant  p 
entre  Véquation  différentielle  proposée  F(x,  y,  p)  =  0,  et  l'équa- 
tion dérivée  par  rapport  à  p  : 

En  effet,  considérons  deux  courbes  intégrales  infiniment 
voisines  : 

/'(•-*',  //,  C)  —  0,     f(x\  y,  C  -1-  /')  -  0; 
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soient  M(x,  y)  un  point  commun  à  ces  deux  lignes,  et  />,  p,  les 
coefficients  angulaires  des  deux  tangentes  MT,  MT,  menées  en 
M  à  ces  lignes.  Si  en  laissant  C  fixe  on  fait  tendre  h  vers  0,  le 
point  M  tend  en  général  vers  une  position  limite  m,  qui  est  un 
point  de  l'enveloppe;  les  deux  tangentes  MT,  MT,  ont  pour 
limite  la  tangente  mt  à  la  courbe  /'(.y,  y,  C)  —  0.  On  en  conclut 
qu'au  point  m(x,  y)  l'équation  (1)  admet  une  racine  double 
pour  p.  Cette  racine  vérifie  donc  l'équation  (3)  (Alg.  182),  et  le 
lieu  de  m,  c'est-à-dire  l'enveloppe  des  courbes  (3;  satisfait  à 
l'équation  obtenue  en  éliminant/9  entre  les  équations  (1)  et  (3). 

L'équation  a>(„Y,  y)  =  0  représente  le  lieu  des  points  (a*,  y)  tels 
que  l'équation  (1)  admette  une  racine  double  en  p.  Ce  lieu, 
comme  on  vient  de  le  voir,  comprend  l'enveloppe  des  courbes 
intégrales  (2),  quand  elle  existe.  Mais  il  comprend  aussi  :  1°  le 
lieu  des  points  par  lesquels  passent  deux  courbes  intégrales 
distinctes  qui  s'y  touchent,  lieu  qu'on  appelle  lieu  de  contact; 
2°  le  lieu  des  points  singuliers,  à  tangentes  confondues,  des 
intégrales  générales,  par  exemple  un  lieu  de  points  de  rebrous- 
sement. 

184.  Exemples.  — 

I.  2^—y  =  0. 

L'intégrale  générale, 

4y  =  (x  -h  C)2, 

représente  les  positions  successives  de  la  parabole  4 y  =  x2  que 
l'on  transporte  parallèlement  à  l'axe  OX.  La  parabole  mobile  a 
pour  enveloppe  l'axe  OX  (et  la  droite  de  l'infini). 

On  vérifie  facilement  que  l'équation  p2  —  y  =  0  a  pour  solu- 
tion y  =  0;  c'est  là  une  solution  singulière  qu'on  obtiendrait 
également  en  cherchant  le  lieu  des  points  tels  que  l'équation 
pl  —  y  =  0  ait  une  racine  double  en  p. 

II.  p3  —  y  —  0. 

_i 
En  écrivant  y    6dy  =  dx  on  trouve  l'intégrale  générale 


y2      (  3  «  +  C 
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qui  représente  les  positions  successives  de  la  parabole  semi- 

8 
cubique  y2  =  ~=  a'3  que  l'on  transporte  parallèlement  à  l'axe  OX. 

La  solution  singulière  y  —  0  est  à  la  fois  une  enveloppe  (tan- 
gente commune)  et  un  lieu  de  points  de  rebroussements. 

III.  p2  —  x  =  0. 

L'intégrale  générale 

(ly  +  cJ-V. 

représente  les  positions  successives  de  la  parabole  semi -cubique 

9 

-  y2  =  x3  que  l'on  fait  glisser  le  long  de  l'axe  OY.  L'axe  O Y  est 

donc   un  lieu   de   points   singuliers  ;   mais  l'équation  x  ===  0  ne 
vérifie  pas  l'équation  différentielle  p-  —  x  ==  0. 

Exercices  et  notes. 

1.  Solution  singulière  de  l'équation  différentielle  des  coniques  homo- 
focales(142,  2°). 

Réponse  :    {x  -\-  yl  -f-  c)  (x  —  yi  —  c)  (x  -j-  yi  —  c)  (x  —  yi  -f-  c)  =  0 . 

2.  Former  l'équation  différentielle  des  cercles  qui  touchent  deux  droites 
fixes.  Interpréter  l'équation  qui  exprime  qu'elle  a  une  racine  double  en  p. 

3.  Intégrale  singulière  de  l'équation  p2  —  xy  =  0. 


CHAPITRE  XL 

ÉQUATIONS     DIFFÉRENTIELLES 
D'UN  ORDRE   QUELCONQUE. 


GÉNÉRALITÉS. 

185.    Intégrale    générale.    —   Considérons    l'équation    diffé- 
rentielle 

F(*,y,y',yff,...,ytmO  =  0I  (1) 
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et  soit 

rttf.y.Cj,ctf..  )  =  o  (2) 

son  intégrale  générale.  On  a  vu  que  celle-ci  renferme  m  cons- 
tantes arbitraires  (142).  Cette  propriété  peut  être  établie  direc- 
tement. 

En  effet,  on  peut  choisir  arbitrairement  les  valeurs  de  y,  y', 
...,  y(m-v>  qu'on  fait  correspondre  à  une  valeur  donnée  de  x,  et 
l'équation  (1)  détermine  la  valeur  correspondante  de  y(m).  Mais 
si  l'on  dérive  (m  —  1)  fois  de  suite  l'équation  (2),  on  obtient 
m  —  1  égalités  de  la  forme 

fi(*»y.yVCi,ct, ...)  =  ().  « 

fm-\{x,y,y\y",  ^,y(ra-1),c1,c2, ..  )  =  0;  ! 

pour  que  les  m  relations  (2)  et  (3)  subsistent  pour  des  valeurs 

arbitraires  de  y,  y\  y",  ...,  y(m_1)  qu'on  fait  correspondre  à  une 

valeur  donnée  de  x,  elles  doivent  renfermer  m  constantes  dont 

on  puisse  disposer. 

Soit 

fm(*,y,y\y",.-.,!(<m\G1,Ct,...)-0  (4) 

la  me  dérivée  de  l'équation  (2).  Si  l'on  y  remplace  les  constantes 
Clf  C2,  ...  C,n  par  leurs  valeurs  tirées  des  équations  (2)  et  (3), 
elle  doit  donner  pour  y(m'  la  même  valeur  que  l'équation  (1). 
Autrement  dit,  l'élimination  de  CM  C2,  .  .,  Cm  entre  les  égalités 
(2),  (3)  et  (4)  doit  conduire  à  l'équation  (1). 

En  résumé,  pour  qu'une  équation  en  termes  finis  soit  V inté- 
grale générale  d'une  équation  différentielle  de  V ordre  m,  elle 
doit  renfermer  m  constantes  arbitraires  sous  une  forme  telle, 
que  cette  équation  et  ses  (m  —  1)  premières  dérivées  puissent 
être  résolues  par  rapport  aux  constantes,  quelles  que  soient  les 
valeurs  de  y,  y',  ...  y(m-1)  ;  de  plus,  l'équation  différentielle  doit 
résulter  de  l'élimination  des  constantes  entre  l'équation  en 
termes  finis  et  ses  m  premières  dérivées. 

Remarque.  —  On  appelle  intégrales  particulières  de  l'équa- 
tion (1)  des  solutions  qu'on  obtient  en  attribuant  des  valeurs 
particulières  aux  constantes  arbitraires  C,,  C2,  ... ,  qui  entrent 
dans  l'intégrale  générale  (2).  Il  peut  exister  d'autres  solutions 
qu'on  appelle  singulières. 
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186.  Exemples.  —  1°  La  valeur 

y  =  de»  +  C2ebx  (5) 

peut  être  l'intégrale  générale  d'une  équation  différentielle  du 
second  ordre  ;  car,  quelles  que  soient  les  valeurs  de  y  et  y'  qu'on 
fait  correspondre  à  une  valeur  donnée  de  x,  les  équations  (5)  et 

y'  =  Qxae™  +  C2be^ 

donnent  pour  Cx  et  C2  des   valeurs  finies  et  déterminées  (on 
suppose  a  différent  de  b). 
2°  L'expression 

y  =  Cl  sin  (x  -\-  ax)  4-  C2  sin  (x  4-  a2)  +  C3  sin  (a?  -f-  «3)» 

bien  qu'elle  renferme  trois  constantes  C\,  C2,  C3,  ne  peut  être 
l'intégrale  générale  d'une  équation  différentielle  du  3e  ordre. 
En  effet, 

y'  =  Cj  cos  (x  -j-  «J  -h  C2  cos  (a?  +  a2)  -\-  C3  cos  (a?  -J-  a3), 
//"  =  —  Cj  sin  (x  -}-  «j)  —  C2  sin  (.ce  4-  %)  —  C3  sin  (x  -\-  a3)  ; 

comme  y  =  —  y" ,  on  ne  peut  prendre  arbitrairement  les  valeurs 
de  y  et  y".  D'ailleurs,  les  constantes  peuvent  être  réduites  à 
deux  ;  car 

y  =  (Cx  cos  ax  -j-  C2  cos  a2  4~  C3  cos  a3)  sin  a? 
4-  (Ci  sin  «j  -j-  C2  sin  a2  4-C3  sin  a3)  cos  a;  =  M  sin  a?  4-  Ncosa;, 

et  la  valeur  de  3*  ne  renferme  que  deux  constantes  arbitraires 
M  et  N. 

187.  Intégrales  de  divers  ordres.  —  Nous  avons   vu   (185) 
que  si  l'on  élimine  C19  C2,  ... ,  Cm  entre  les  m  4  1  équations 

f=o,    /;  =  o,    f,  =  o,    ..,    /in-o, 

on  doit  retrouver  l'équation  F  =  0. 

Pour  effectuer  cette  élimination,  on  pourrait  éliminer  Clt  02, 
... ,  Cm— i  entre  les  équations 

f=0,     /i  =  0,     ...,     fm-i  =  0,  (6) 

ce  qui  donne  une  équation  de  la  forme 

<p(«,y,yr,     ...,     y(»-u,     Cm)  =  0; 

on  éliminerait  ensuite  Cm  entre  l'équation  ce  — -  0  et  sa  dérivée. 
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L'équation  o  =  0  est  de  l'ordre  m  —  1 ,  renferme  une  constante 
arbitraire  et  a  pour  conséquence  l'équation  proposée  E  0: 
c'est  une  intégrale  première  de  F  =  0. 

On  pourrait  aussi  éliminer  entre  les  équations  (6)  toutes  les 
constantes  à  l'exception  de  C,  ou  de  C2  ou  de  C3,  etc.  ;  les  résul- 
tats sont  des  équations  de  l'ordre  m  et  renfermant,  une  cons- 
tante arbitraire  C,  ou  C2  ou  Ç3,  etc.  Tl  résulte  de  là  qu'une 
équation  de  l'ordre  m  a  m  intégrales  premières. 

Plus  généralement,,  on  peut  éliminer  n  constantes  f/i  <  m) 
entre  les  n  +  1  équations 

/•-o,   /;  =  o,   ...,   /n  =  o, 

ce  qui  conduit  à  une  équation  ty  =  0  de  l'ordre  n,  renfermant 
m  —  n  constantes  ;  si  l'on  élimine  les  constantes  entre  l'équation 
'l>  =  0  et  ses  m  —  n  premières  dérivées,  on  retrouve  l'équation 
donnée  F  =  0.  L'équation  >l  =  0  est  une  intégrale  [m  —  n,ième  de 
F  =  0.  Le  nombre  de  telles  intégrales  est  égal  au  nombre  des 
combinaisons  de  m  lettres  n  à  n. 

188.  Exemple.  —  L'équation  de  toutes  les  circonférences 
situées  dans  un  même  plan  est 

(a?  —  af  +  [y  —  bf  =  c2,  (7) 

a,  b,  c  étant  des  constantes  arbitraires.  Ses  trois  premières  déri- 
vées sont 

oo  —  a  +  (y  —  %'  =  0,  (S) 

•  i+.y'2  +  (//-%"  =  o,         •  (9) 

W  +  (/-%'"  =  0.  (io) 

Pour  avoir  une  relation  indépendante  de  a,  6,  c,  il  suffit  d'éli- 
miner y  —  b  entre  (9)  et  (10);  on  trouve 

(i  +yv— 3^y2  =  o.  (n) 

Telle  est  l'équation  différentielle  de  tous  les  cercles.  Elle  a 
pour  intégrale  générale  l'équation  (7). 

On  obtient  des  intégrales  premières  de  (11)  en  déduisant,  du 
système  des  équations  (7),  (8),  (9),  des  équations  qui  renferment 
une  seule  constante.  L'équation  (9)  est  l'une  des  intégrales  pre- 
mières. En  éliminant  y  —  b  entre  (8)  et  (9),  ou  (x  —  a)  et  [y  —  b) 
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entre  (7),  (8)  et  (9),  on  trouve  deux  autres  intégrales  premières, 
savoir  : 

(oc  —  a)  y"  —  (i  +  yzy  =  0,   (î-f-  y'2)3  =  cV2. 

Si  l'on  considère  les  égalités  (7)  et  (8),  la  dernière  est  une 
intégrale  seconde  de  (11),  et  deux  autres  intégrales  secondes 
qui  s'obtiennent  en  éliminant  soit  x  —  a,  soit  y  —  b  entre  (7) 
et  (8),  sont 

{y  -  bf  (1  +  y")  -  c\     (x  -  af(l  +  ^V)  - c2- 

dmy 
Intégration  de  l'équation    —  - -  =  f[œ), 

LIJU 

189.  En  intégrant  plusieurs  fois  de  suite,  on  obtient 
dm~1y 


dx 

dm~ 


m-iy  r 

^l  -  J  fW*  +  c, 

dJ-»  =  J  dx  |  f(x)dx  +  Cx  -f  Clf 

et  ainsi  de  suite.  Donc,  si  Ton  désigne  par  J  f(x)dxn  le  résultat 
de  n  intégrations  successives  de  f(x),  on  aura 

y  =  f  f\x)dxm  -j-  c^"1-1  -f  Co^ra_2  +  ...  4-  cm— 1#  4-  cm. 

On  voit  que  l'intégrale  générale  renferme  un  polynôme  de 
degré  m  —  1,  avec  m  coefficients  arbitraires. 

d?y 

Exemple.  —        -r4  =  7#5  —  3  cos  x  -f  <?4x, 

d2y       7xG        _    .  ,    c4x 

_«Lr~3Biiif  +  -j, 

"^  =  ë"  + 3  cos  *  +  le  ' 

CL  ^  (?4X 
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Il  reste  à  ajouter  à  cette  valeur  de  3*  un  polynôme  du  second 
degré  à  coefficients  arbitraires 

CyV     ~\-  C%X  -\-  C3. 

190.  Transformation  de  J  f{x)dxm.  Cette  intégrale  multiple 
peut  s'exprimer  àl'aide  d'un  certain  nombre  d'intégrales  simples, 
et  même  se  ramener  à  une  seule  intégrale  simple. 

En  effet,  si  l'on  applique  la  formule 

f  udv  =  uv  —  J  vdu  (a) 

à  J*  dx  \  f(x)dx,  en  prenant  a  =  J  f(x)dx,  du  =  dx>  on  trouve 

j"  f{x)dx2  =  x  |  f(x)dx  —  j*  xf(o:)dx. 

Multipliant  cette  égalité  parcfoc  et  intégrant  ensuite,  on  obtient 

J  f(x)dx3  =  J  x  dx  J  f(x)dx  —  J  dx  j  xf(x)dx. 

Transformons  les  deux  termes  du  second  membre  au  moyen 
de  la  formule  (a)  en  prenant  pour  u  respectivement  f  f(x)dx  et 
J  xf(x)dx  ;  il  vient 


i 


f(x)do)3  =  — —  [x2  \  f(x)dx  —  2x\x  f(x)dx  -\-  \  x2  f(x)dx) 


On  trouve  de  même 

f(x)dxA  =  [x3  f  f{x)dx  —  3  x2  f  ^  f(x)dx  -f-  3  a?  J  x2  f(x)  dx 

—  Jjc3  f(x)dx\. 
D'où  l'on  conclut,  par  induction, 

(f(x)dx™  =  ï-5 — 7 — 

J  1.2. ..(m  —  1 


^m_1  [fi00)^  —  (m  —  l)xm~2(x  f(x)  dx 


Pour  établir  la  généralité  de  cette  formule,  multiplions  les 
deux  membres  par  dx  et  intégrons,  etc.  Nous  verrons  ainsi 
que  si  la  formule  est  vraie  pour  une  intégrale  de  l'ordre  m,  elle 
convient  aussi  à  une  intégrale  de  l'ordre  m  -f- 1  ;  etc. 
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191.  Désignons  par   f*  f(x)dxn   le   résultat   de  n  intégrations 
successives  de  f(x)  entre  les  limites  a  et  x. 
La  formule  (a)  étant  remplacée  par 


udv 

J    cl 


uv 


x  /*x 

—        vdu , 


on  trouve  en  reprenant  les  calculs  du  paragraphe  précédent  : 
J  * f(x)dx~  =  J    c?u?  J    /T(a?)û&»  =  x  j    /(^y.r  —  J    xf(x)dx,   (*) 

à  a  a  a  a 

I    f(x)dx3  =  I    xdx  J    f(x)dx  —  J    rfa?  J    xf(x)dx 

a  a  a  a  . 

jc2  J    /*(#)fl&w  —  2x  J    xf(x)dx  -f  J    x2f{x)dx 


1.2 


en  général 

J    f(x)dxm  = 


1 

(m— 1)!  _ 


^m— l 


_lJ   f\x)dx  —  {m  —  \)xm~2\    xf{x)dx 

a  a 

x 


On  peut  écrire 


J" 


rx                 i 
f(œ)dxn  =  -. ÎT 

Ja  (m  — 1) 


a? 


(m-lj(m--2)        3 
1.2 


"-1  [ *f(z)dz  —  (m  —  l).vm-!  f#jà 

J  a  .       J  a. 

[xzzf(z)dz  — ...  ±  f%»-yx*)«fal; 


ce  qui  permet  de  faire  rentrer  sous  le  signe  d'intégration  les 
facteurs  placés  devant  ce  signe  et  donne 


f>)^ra  -  i72:i-i)j>  "  --)-1a^ 


(i) 


tfmy 


L'intégrale  générale  de  l'équation  -p^  =  /"(.x)  prend  ainsi  la 


forme 


y 


(m— 1)!  Ja 


(07 


Mm- 1 


f(z)dz  +  c,xm-1  -\-  c.2xm~2  +  ...  +  cin 


ession 


(*)  On  pose  u  =  j    f(x)dx,  dv  =  rfa  ;  le  terme    uv     a  pour  expressi 
x  (    /"(#)<&;      ==  a?      f{x)dx  —  ai    f(x)dx  =  oc      f(x)dx. 

L     J  a  J  a  J  a  J  a  J  a 
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192.  Formule  de  Taylor.  Reste  de  Lagrange.        On  vient 
de  trouver 

Si  l'on  remplace  f(x)  par  la  dérivée  f^(x)t  on  aura 
Fdœ  \dx...  r^m)(œ)dœ  =  ? — l-JV  \{œ  —  z)*-lfW(z]dz.  (1) 

Ja        J  a  J  a  \m       1  )  •  J  a 

En  effectuant  successivement  les  intégrations  indiquées  dans 
le  premier  membre,  on  obtient 

[*f^\x)dx  =  /^«-»  (x)  —  /1"-»(a) , 

J    dx  j    fW(x)dx=\    f.m-v(x)doc  —  f(m-V{n)\    dx 

J   tk  J  Q.  w  'il  «il 

Pcte  péte  P fM(x)dx=f(m~3\x)-  f(m-*\a)-  (x—a)fm-\a)--"~y-^f^-\a), 

J  a        J  a.        J  a.  1  »  *& 

et  ainsi  de  suite.  Finalement 

JV»)  («)<fa- = a»)  -  m  -{»-  «)/»  -  -^n|^  rw  -  - 


a;«) = a«) + c«  -  «)f  <«) + (-  =^  /•"<«) + ...  + (^~9V"r-i,(«) 

puis,  en  posant  #  =  a  +  /z,  2;  =  a  +  /*  —  U 

h2  hm~l 

f(cc  +  h)  =  f(d)  +  hf\a)  +  ^  f («)  +  ».  +  Û2^(^-Y/im-}W 

1         rh 

T  1.2... tw  —  l)Jo         '      k  ; 

On  retombe  ainsi  sur  la  formule  de  Taylor,   avec  un  reste 
sous  forme  d'intégrale  définie.  Cette  forme  est  due  à  Laplace. 

Neuberg,  An»  inf.,  II,  16 
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[ntégration   de  quelques  équations  du  second  ordre. 

193.  Xous  n'examinerons  que  les  équations  où  l'une  des 
variables  x,  y  manque,  c'est-à-dire  celles  de  la  forme 

F(y",  x)  =  0,  F(y",  y)  =  0,  F(  //",  y1)  -  0,  F(y",  y\  y)  -  0,  F(y",  y',x)  =  0. 

1°  Si  l'équation  V(y",  x)  —  0  peut  être  mise  sous  la  forme 
r"  =  f(x),  l'intégrale  cherchée  est  (189,  191) 

y  =  \  dx  J  f(x)dx  +  clx  -f-  c2 , 
ou  y  =  \l  {x  —  z)f(z)dz  +  cxx  +  c,. 

Si  l'équation   F  (y",  x)  =  0  peut  être  résolue  par  rapport  à  .v, 

soit 

x  =  fiy"),     d'où     cfa;  =  f[y")dy". 

Portant  cette  valeur  de  cfoc  dans  l'égalité  (/j'r  =  y"dxi  on  trouve 

<V  =  v"f{y")dy\    y'  =  $  y"f'(y"W  +  c. 

Après  avoir  effectué  l'intégration  indiquée,  on  éliminera  3*f' 
entre  l'égalité  précédente  et  l'équation  proposée  F(y",  ac)  =  0; 
il  restera  à  intégrer  une  équation  en  ,v  et  y'. 

2°  Considérons  l'équation  F(y'r,  y',  r)  =  0,  qui  comprend 
comme  cas  particuliers  les  équations  F(y'',  y')  =  0,  F(y'',  y)  =  0. 
Faisons 

r=  i»0«      ?  "  ._  ^?  __  r^  ^       ?  (IÏJ  . 

dx       dy  dx         dy   ' 

l'équation  proposée  devient 

On  est  ainsi  conduit  à  une  équation  du  premier  ordre  en  pet  y. 
Si  l'équation  est  de  la  forme 

y"  =  f(y\y)- 

on  a  la  transformée 

équation  du  premier  ordre  en  y  et  /;. 
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L'équation 

y"  =  /'(.'/) 

s'intègre  immédiatement;  car  elle  se  ramène  à 

$dp  =  f{y)dy, 


d'où,  successivement, 


2 
L'équation 

donne 


[f{y)dy 


-f-  C,     dx  = 


dy 


\/2$f(y)dy  +  2C 


y"  =  f(p') 


après  avoir  effectué  l'intégration  indiquée  on  aune  équation  du 
premier  ordre  en  y  et  p. 

3°  L'équation 

•      ¥(y\  y\  x)  =  0 


peut  prendre  la  forme 


<*•*•« 


on  a  ainsi  à  intégrer  nue  équation  de  premier  ordre  en  x  et  p. 
Supposons    le    résultat    sous    la    forme    p  =  ®(x,  C)  ;    alors 

y  =  /<?(*,  Od^  +  C,. 

194.  Exemples.  —  1°    y"  +  .v'7'0/)  =  <p(y). 

^  ,  „         dp        p  dp    ..     . 

Remplaçons  y'  par  p,  y1'  par  -Ve  ou  ~~-  ;  il  vient 

^+/>V(.v)  =  ?(y). 

Posons  encore  p2  =  s/ d'où  2p  dp  =  dz;  nous  aurons 
dz  +  2zf(i/)dy  =  2<ï(y)dy9 
équation  linéaire  du  premier  ordre  en  y  et  z  (171).  On  en  tire 

z  —  <?  2  i ?(//V   ■    r/.v  -I- c  • 


—  244  — 

/  dy\2 
Il  reste  à  remplacer  z  par  f  -p-  )    et  à  intégrer  une  seconde 

fois. 

En  observant  que  -=-*£  ==  4-  —  *-y  —  »  on  trouve 
n      «A'-       t/.Y         «y 

p  dp  —  n2y  dy  ; 
d'où,  en  désignant  par  ~  n2c2  la  constante  d'intégration, 

^2  =  W2(C2  _  y*^        ^_  =   n  yC2  ___  y2  , 

îi  doc  =  —r=^=,     nx  4-  c  =  arc  sm  -  > 
\Jc2—y2  c 

?/  =  c  sin  (?we  +  c'),     ?/  =  A  sin  ?&»  -j-  B  cos  wa\ 

A  et  B  désignant  deux  constantes  arbitraires. 

30  g -«*  =  <>• 

En  opérant  comme  dans  l'exemple  précédent,  on  trouve 

y  IJ2  +  c 

Pour  résoudre  la  dernière  équation  par  rapport  à  y,  multi- 
plions-la par  \/y2  +  c  —  y  ;  nous  aurons 

c  =  cnx+cf (V  yx:Fc  —  y),   ou  V#M-^—  y  = c  e-nx-d , 

et  en  combinant  par  soustraction  cette  inégalité  avec  la  précé- 
dente : 

2y  =  en*+c'  —  ce-nx-c\     ou     y  =  Aenx  +  Be~nx  . 
Applications  géométriques. 


195.   Un  chien  lancé  à  la  nage  se  dirige  constamment  vers 
son  maître  qui  marche  uniformément  sur  la  rive.  Les  vitesses 
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du  chien  et  du  niait re  étant  dans  le  rapport  constant   1   :  m, 
trouver  V équation  de  la  courbe  décrite  par  le  chien.  (*) 

Soient  (fig.  35)  (X  A  les  positions  initiales,  et  T,  M  deux 

Fig.  35. 


positions  simultanées  quelconques  du  maître  et  du  chien  ;  les 
tangentes  en  A  et  M  à  la  courbe  cherchée  passent  respective- 
ment par  O  et  T. 

Prenons  pour  origine  le  point  O,  pour  axe  des  y  la  rive  OT, 
pour  axe  des  x  la  perpendiculaire  en  O  sur  OT.  Les  deux  vitesses 
étant  uniformes  et  dans  le  rapport  1  :  m,  on  a 

OT  =  m.  arc  AM. 

Appelons  x  et  y  les  coordonnées  de  M,  a  et  b  celles  de  A.  La 
tangente  MT  ayant  pour  équation 

Y—  y  =jp(X  —  œ)% 

on  trouve  facilement  OT  ■=  y  — px  ;  AM  ayant  pour  expression 
Jx  Vl  +P2  dx,  l'équation  du  problème  est 

y  —  j)x  =  m  !    \/I  4~  1^  dx . 

On  en  déduit  par  différentiation  (107) 


dy  —  pdx  —  xdp  =  —  m  \  1  -{•  pz  dx  ; 


(*)  Problème  de  Dubois-Aymé  ;  il  est  susceptible  de  diverses  généralisa- 
tions. La  courbe  décrite  par  le  chien  a  été  appelée  courbe  de  poursuite. 
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d'où,  à  cause  de  dy   -  pdx, 


dp  dx 

\  r+p*  "  "  x 

Une  première  intégration  donne 

/i/j-fV'l  :kP*)  =  mlx+  le, 

ou  p  -j-  Vl  +^'2  =  co;m.  (1) 

Pour  résoudre  cette  équation  par  rapport  kp,  il  est  commode 
de  multiplier  les  deux  membres  par  \/ 1  -f-  pz  —  p  ;  on  trouve  : 

, . y>  —  m 

\ll+p'-p  =  ^—' 

et  par  combinaison  avec  l'équation  précédente  : 

2p  =  cxm x~m.  (2) 

c  K  ; 

dy 

Remplaçons  p  par     \  et  intégrons  ;  il  vient 

Ut\ 

2y  =  ^,m  +  i +  ___!__ +  c,.  (3) 

Les  constantes  c,  c'  se  déterminent  par  les  conditions  initiales 
de  la  question  :  la  courbe  passe  par  A  et  le  coefficient  angulaire  de 

la  tangente  en  A  est  égal  à  -.  On  trouve  ainsi  au  moyen  de  (3) 

cl 

et  (1)  : 

2b  =  -     C     «'»  !- 1  4-      - 1-  c' 


6       *  /         62 


Lorsque  m  =  1,  l'intégrale  de  (2)  est 

2//  ==  -  ex'2 Ix  +  c'. 

196.   Trouver  une  courbe  dont  le  rayon  de  courbure  soit  égal 
à  n  fois  la  normale  terminée  à  Vaxe  des  x. 
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La  normale  arrêtée  à  l'axe  0.v  a  pour  expression   hy\[    \  y    , 


:; 


(1  -I-  y2r    ' 
le  rayon  de  courbure,    ±  ;,    -- .     L'équation    différentielle 

y 

de  la  courbe  est  donc 

:; 

n  désignant  un  nombre  positif  ou  négatif.  Si  Ton  écrit  p  pour  y\ 

.,       dp       j)di)     ,  ,,,        , .  ,    ,  .  _ 

on  a  :  y"  =  -.--  =     ,      et  1  équation  précédente  devient 
J        dx        dy  A  L 

d'où,   en   supprimant  le  facteur  \/  1  +  l>~    et    en    séparant    les 
variables, 

eft/        npdp 

y    '  l  4-  p2  ' 
On  tire  de  là 

ou  '       |=(l+i>#,      i+pi-g)0-  (4) 

La  constante  d'intégration  c  est  égale  à  l'ordonnée  maximum 
ou  minimum  de  la  courbe  ;  car  si  p  =  0,  on  obtient  y  =  c. 
L'équation  (4)  donne 

dx  =  -  r//  (5) 


v' 


^/ \n  _    j 


Le  second  membre  est  une  différentielle  binôme  qui  peut 
s'intégrer  pour  toutes  les  valeurs  entières  de  n  (16)  ;  nous 
n'examinerons  ici  que  les  hypothèses  de  n  —  ±  1,  n  =  -t  2. 

1°  n  =  —  1.  L'équation  (5)  devient 

on  en  déduit 

«  — c'  --V^-.vs    «■'■--' ■>■  i  .'/-     '•'• 
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La  courbe  cherchée  est  une  circonférence  quelconque  ayant 
son  centre  sur  l'axe  des  a*. 

2°  /i  ==  1 .  L'équation  (5)  prend  la  forme 


dx 


cdy 


\Jy*  _  C2  ' 

d'où,  en  intégrant, 

^^(y  +  VF^l  +  c'.  (6) 

Si  l'on  fait  passer  l'axe  des  y  par  le  point  le  plus  bas  de  la 

courbe   (*),    on   doit   avoir  x  =  0   pour  y  =  c  ;    ce  qui   exige 

0  ==  clc  -\-  c'.  L'équation   (6),  après  substitution   de  la  valeur 
c'  —  —  clc,  devient 


œ  =  cly^'*y*      C&,   ou   y -\-  \V—  c2 


X 

ce* . 


Pour  en  tirer  y,  nous  la  multiplions  par  y  —  \y* —  c2,   ce 
qui  donne 

X 

?/  —  \yz  —  c2  =  ce    c  ; 
des  deux  dernières  équations  on  déduit  par  addition 


*■- 


y  =  -(  ec+  c 

La  courbe  cherchée  est  donc  une  chaînette. 
3°.n  =  —  2.  On  a  l'équation  différentielle 

[/  y  dy*t 

Cl  OC  ^^        . ' ,  , 

Vc—  y 

0 
la  substitution  y  =  c  sin2  „  donne 

0  c 

<&c  =  c  sin2  -  dB  =  -  (1  —  cos  6)  d8. 

Les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la  courbe  sont  donc 

c  6 

x  =  -  (0  —  sin  0)  -f-  c',     y  =  c  sin2  -  > 


(*)  La  courbe  est  convexe  vers  l'axe  des  x. 
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ou,  si  l'on  fait  c  =  2a, 

x  —  a(6  —  sin  6)  -{-  c',     //  —  a{\  —  cos  8). 

La  courbe  est  doue  une  eveloïde. 
4°  n  =  2.  L'équation  (5)  se  réduit  à 

fa-    i/cdy    ■ 

tttA/  — ■  — -. — —  , 

\t/  —  c 
d'où  x  —  c'  =  2  \/c(y  —  c),     (a?  —  c')2  =  4c(y  —  c). 

La  courbe  est  une  parabole  a}rant  pour  directrice  l'axe  des  x.  (*) 

Intégration  de  quelques  équations  d'un  degré  supérieur. 

197.  Nous  ne  considérons  que  les  équations  de  l'une  des  formes 

F(y('n),a7)=0,F(y(m),yra-l)j=0,F(^m),^ra-2>)=0,F(j/(m\y(m-1),y(ra-2)==0. 

1°  Le  cas  où  l'équation  F(y(m1,  x)  =  0  peut  être  résolue  par 
rapport  à  yW  a  été  traité  ci-dessus  (189). 
Si  l'équation  peut  se  mettre  sous  la  forme 

x  =  f(gW), 

on  a  dx  =  f(y[m))  dyW  ;  (  1) 

substituant  cette  valeur  de  dx  dans  la  relation 

cfy(m-i)  =  y»dx, 
on  obtient 

dylm-])  =  y{™)f\y[™)Cly{m\ 
y(m-l)  =  Jy(m)^(y(m))^(m)  =  /J(y(«n))  -f  Cl.  (2) 

Portant  les  valeurs  (1)  et  (2)  de  dx  et  y(,n--])  dans  l'égalité 
on  aura 

C^Cn-2)  _  [/J(y(m))  +  C1l/"(y(m))^(m,î 

d'où,  en  intégrant, 

y(m-f)  =  £(y(m))  +  Cf. 


0  Au  sujet  des  courbes  traitées  ici,  voir  Nouvelle  Correspondance  Mathé- 
matique, t.  VI,  pp.  158  et  224. 
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Eu  continuant  ainsi,  on  parvient  à  exprimer  y  en  fonction  de 

V(in)  et  de  m  constantes  arbitraires.  Il  reste  à  éliminer,  de  cette 
valeur  de  y,  la  dérivée  de  yW  an  moyen  de  l'équation  x  =  f(yW}. 
2°  Si  l'équation  est  de  la  forme 

F(y(in).      y(m-l)j  =  0j  (3) 

on  pose  y(m~l)  =  z,  ce  qui  donne 

équation  du  premier  ordre  en  z,  x.  Soit  ©(3,  tv)  =  0  son  inté- 
grale ;  c'est  une  équation  différentielle  qui  rentre  dans  le  pre- 
mier cas. 

Supposons  que  l'équation  (3)  puisse  prendre  l'une  des  formes 
y(«n)  =  /*(//m_1)),    y(m-V  ==  f(y{m)).  (4) 

Si  dans  la  relation 

on  remplace  y1")  on  y(m~])  par  les  valeurs  (4),  on  trouve  respec- 
tivement 

(¥m~l)        ;       l'\y'm)) 
dx  V^-V    dx  =    fisr-W*'*  {^ 

par  conséquent,  on  est  ramené  au  premier  cas,  pourvu   qu'on 

sache  intégrer  les  seconds  membres  de  (5). 
3)  Pour  intégrer  l'équation 

F(yW,     i/m~V,     t/(™-2))  =  0, 
posons 

,m   n  .     qv  ,,    ,      dv  .  «       o?w       o?« 

^(ra-l)  =  Wj      y(m-2)  =  „        (Pou  =  ^    „(<!>)  =  =  w; 

ote  cte       cr 

l'équation  prend  la  forme 

,,  ''  du  \  '  .  ., 

F(_  ,„,„)_<).  (0) 

Si  Ton  parvient  a  intégrer  l'équation  (6)  du  premier  ordre  en 
11  et  y,  on  est  ramené  au  second  cas. 

L'équation  l1  y  "  ,  y(m~2))  =    0  se  traite  de  la  même  manière. 
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Abaissement  de  l'ordre  d'une   éqi  \i: 

198.   Equations   où  l'une  des   variables   .\\  y   n'entre    pas 
explicitement.  —  1°  Soit  l'équation 

F(#, yW,  y(a+1\  ...,  y'  0. 

Si  l'on  pose  y(")  =  z,  elle  se  ramène  à 


\   '  *'  dx 


doc? 


0 


et  n'est  plus  que  de  l'ordre  p. 
2°  Considérons  une  équation  qui  ne  renferme  pas  x  : 

F(y,y',y",.;'.,yW)=.0. 

Les  dérivées  3*",  3-'",  ...,  peuvent  s'exprimer  en  fonction  de  30 
et  des  dérivées  de  y'  par  rapport  à  y.  En  effet, 


,"/ 


rfv' 


// 


4  y 


o(y'        c?y  dy         ,  dy1 
dx        dy  dx  dy 


y  dx 


dv 


s,/ 

dy  )     dy 
dx 


dyy       ,d?l 
dy)     '  "    dy*\ 


y'  etc.  ; 


ces  valeurs  ramènent  l'équation  proposée  à  une  équation  en  y 
et  y',  de  l'ordre  m  —  1. 
3°  Si  l'équation  a  la  forme 

F(y(n,  j/n  H),  ...,//"  ■!■•;  =  0, 

on  peut  écrire,  en  posant  ytn'  =  s, 

/      cte     o^  d?z\ 

V'  dx'  dx*'  '"'  dx*)^     ' 

cette  équation  rentre  dans  le  cas  précédent. 

199.   Equations  homogènes  par   rapport  à   y,  y',  y",       — 

Une  telle  équation  peut  se  mettre  sous  la  forme 


F  x, 


1        11 

y  t  r 
y  '  y 


y 


y 


(i) 


C  fudx    -i 

Posons  —  =  11,  ce  qui  revient  ti/y  =      u  dx,  y  —  e        ;  il  vient 


a  r 


y'  =  uy,     y"  =  uyl  -f  u'y  =  y(u~  +  u'), 

y"  =y'(u2  +  «.')  -f  //(2*m'  +  u')  =  y(w3  -|-  3ew  ,  etc. 
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Ces  égalités  donnent 

y'  y"  y'" 

—  =  u,   *—  =  iC~  -f  u\  —  --=  zt3  +  3««6'  +  ?«",  etc. 

y  y  y 

L'équation  (1)  se  ramène  donc  à  une  équation  d'ordre  m  —  1 
en  x  et  u. 

200.  Application.  —  Trouver  une  courbe  dont  le  rayon  de 
courbure  soit  proportionnel  à  la  normale  polaire.  (Fig.  36.) 

Fig.  36. 


Soient  Mw  le  rayon  de  courbure,  MN  la  normale  polaire  en 
un  point  quelconque  M  de  la  courbe  cherchée  AMB. 
L'équation  différentielle  du  problème  est 

3 
V        *    '     J m(r~  4-  ^f2\2 

r2  _l_  2r"2 rr"  ~~  ' 

r'  désignant  la  dérivée  du  rayon  vecteur  r  par  rapport  à  l'angle 
polaire  6. 

On  peut  l'écrire  ainsi  : 

(1  —  2m)r'2  +  mrrX]  +  (1  —  m)rz  =  0.  (1) 

Comme  elle  est  homogène  par  rapport  à  r,  r',  r",  nous  intro- 

r' 

duisons  l'inconnue  auxiliaire  —  =  u;  alors 

r 

r]  =  ru,     r"  =  r(u2  +  w'), 

et  l'équation  (lj  devient 

(1  —  2m)w2  -|-  m(ir  ~\-  u')  -j-  1  —  m  =  0, 

ou  u'  ==  (14-  ^  ). 
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_  721  ~  1  ,  (lll  . 

Remplaçons  par  n,  u   par     „  »  nous  aurons 

ndO  =  —        -  »      «.(0  —  a)  =  arc  tg  w, 

1  ~ \~  ic 

noi  désignant  la  constante  d'intégration.  Cette  équation  donne 

r'    . 
u  —  tg  «(8  —  a) ,     d'où       -  =  tg  n (6  —  a), 

dr    _  sin  n(0  —  a) 
r        cos  n(0  —  a) 

Par  conséquent,  la  courbe  cherchée  a  pour  équation 
Ir  = l  cos  n(Q  —  a)  -f-  le  , 


ou 


1 
COSn  tt(8  —  a) 

En   choisissant   convenablement  l'axe    polaire,    on    ramène 
l'équation  précédente  à  la  forme 

r11  sin  n6  =  a. 
Exercices  et  notes. 

1.  Intégrer  l'équation  ym  =  A  sin  2x  -f-  B  COS  2x. 

2.  Intégrer  l'équation  ay"  =  y'2. 
Solution  :  y  =  c'  —  a  l[x  -\-  c). 

3.  Intégrer  l'équation  (ax  -f-  b)yu  -j-  (ex  -f-  /,jz/'  =  0. 
y"   .  ex  -f  /" 
y  ax  -\-o 


On  écrit  — ^  dx  -\ 1— Ç  efa?  =  0  ;  d'où  successivement  : 


y'  =  Ce~J  ax+b      =  Cemx+nHax+b)  =:  Qem\ax  -f  b)n , 

m  et  n  sont  des  quantités  qui  dépendent  de  a,  6,  c,  f.  L'intégration  peut 
être  achevée  lorsque  n  est  entier  et  positif. 

4.  Intégrer  x2y"  -f-  ocy'  — y  =  0. 

y' 

On  pose  —  =  m  (199),  et  l'équation  devient 

y 

u'2x2  -J-  w2#2  -\-  nx  —  1  =0, 
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la  substitution  ux        s ,  ou  u  =  -  la  ramène  à 

dz  dx 

7Y         7  '  =  0. 


On  trouve  ensuite  ?/  =  cj?  -f- 


—  1  ' 

c' 

a? 

5.  Intégrer  (1  -f-  ■'')  ('/>/"  —  7/~)  =  ?/?/'• 


On  pose  y,  =  yu,  etc.  L'intégrale  est  y  =  ae 

6.  Intégrer  >/"  +  /*(%'  -f  ?(^/2  =  0> 
On  écrit 

■  ,  dx  +  f(x)dx  4-  u[y)y  dx  =  o  ; 

il  en  résulte 

y'efW)A'dgp    ou    g^^rfy  =  Cc^f(l)dr<to,  etc. 

7.  Intégrer  A7/1V  —  3j/"  —  a;4  =  0, 

Réponse  :  y  =  -jQ  y>  +  Cz«  +  C&*  +  C,a>  +  C3. 

8.  Trouver  une  courbe  dont  le  rayon  de  courbure  soit  inversement  pro- 
portionne] à  l'abscisse  (Courbe  élastique). 

L'équation  différentielle  de  la  courbe  est 


2oc  dx  \  I  T    ;e 

Résolvant  par  rapport  à/),  on  trouve 

Ç      (x~  -f-  c)  dx         ,      , 

J    y/  «4  _  ^8   +  c)2 

9.  Trouver  une  courbe  dont  le  rayon  de  courbure  soit  proportionnel  au 
cube  de  la  normale  arrêtée  à  Taxe  des  x.  f  Conique.) 


CHAPITRE  XII. 

ÉQUATIONS    DIFFÉRENTIELLES   LINÉAIRES. 

Préliminaires. 

201.  Définitions.  —  On  appelle  équation  différentielle  linéaire 
une  équation  différentielle  dans  laquelle  la  fonction  inconnue 


-  255  — 

et  ses  dérivées  n'entrent  qu'an  premier  degré  el  ne  sonl  pas 
multipliées  entre  elles.  La  forme  générale  d'une  équation  diffé- 
rentielle linéaire  de  Tordre  m  est  donc 

.    d]ni/    .    ,    dm~h/    .    .     d<n-2?/ 

Ao  ^  +  A ,  ^-^  +  A  2  f/iïn  -  +  .. .  -f  Amy   -  X  , 

A-0,  Ap  .  .,  Am,  X  désignant  des  constantes  ou  des  fonctions 
de  x. 

Lorsque  X  se  réduit  à  zéro,  l'équation  est  dite  homogène  on 
sans  second  membre. 

Les  équations  linéaires  se  présentent  fréquemment  en  méca- 
nique et  en  physique  mathématique. 

202.  Théorème.  —  Un  changement  de  variable  indépendante 
transforme  une  équation  linéaire  en  une  autre  équation  linéaire. 

Posons  x  =  <p(0  et  considérons  maintenant  y  comme  fonction 
de  /.  Nous  aurons  d'abord 

dy       dy    dx         1    dy 

dx       di  '  dt       o'(/j  dt  ' 

Dérivons  les  deux  membres  de  cette  égalité  par  rapport  à  /  ; 
il  vient 

d°~y  dx  f(t)  dy         1    d2y 

~r  -f 


dxz  di  u'z(t)  dt    '    ©'(*)  dt 


,,    ,                           d-y              ©"(*)  dy    ,       1     dzy 
d  ou  = '-— —  —  4-  —  ■ 

dy    dzy    <Py 

Et  ainsi  de  suite.  Les  dérivées    .*    >    .- „  >    7   ,  >  •••  s  expriment 

<7v     doc2    a.v3 

c?y    d~\"    (P)* 
donc  linéairement    par  les  dérivées      ;,  >    7J)  >    .;.,  > ■•••;   ce  qui 

démontre  le  théorème. 

203.  Théorème.  —  Soient  yu  y2,  ...,  yp  des  solutions  particu- 
lières d'une  équation  linéaire  homogène 

&oV{m)  +  AtfC*-"  +  ...  +  Am.y  =  0.  (1) 

La  formule 

U  ==  ci.V i  +  c2^2  +  •  • .  H-  cP.yP,  (2) 

oiz  cx,  c2,  ...,  Cp  désignent  des  constantes  arbitraires,  donne  aussi 
une  intégrale  de  l'équation. 
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Nous  représentons  ici  par  y1}  y2,  ...  des  fonctions  de  x  qui, 
substituées  à  la  place  de  y,  réduisent  l'équation (1)  à  une  identité. 
En  effet,  de  la  formule  (2)  on  tire 


y 


ci3/i  +  c2?/2-r  •••  +  cpyp, 


portant  ces  valeurs  dans  l'équation  (1),  on  trouve 

c,(A„y(r)  +  Al2/(1m-"+...+Am?/1) 

+  c>{\Am)  +  A.^m_"  +  ».  +  Amy2)  +  ...  =  0. 

Or,  chacune  des  parenthèses  est  nulle  parce  que  ylf  y2,...  sont 
des  solutions  particulières  de  (1)  ;  donc  la  valeur  (2)  de  y  satis- 
fait à  l'équation  proposée. 

204.  Solution  générale  de  l'équation  linéaire  homogène.  — 

Si  l'on  parvient  à  connaître  m  intégrales  particulières  y15  y2, 
...,  y m  de  l'équation  (1),  la  formule 

V  =  cly1  +  c2y2  +  ...'+  cmym  (3) 

donne  la  solution  générale,  pourvu  que  l'on  puisse  déterminer 
les  constantes  clt  c2,  ...,  cm,  lorsqu'à  une  valeur  donnée  de  x,  on 
fait  correspondre  des  valeurs  quelconques  de  y,  y',  y",  ... , 
y(m-i)  (180).  Autrement  dit,  il  faut  que  le  système 

V  =  ci2/i  +  c2j/2  +  ...  -f  cmym, 


y'  ■-=  cm'i  +  c2?/'2  +  ...  +  cmy] 


rai 


donne  pour  Cj,  c2,  ...,  cm  des  valeurs  finies  et  déterminées  quelles 
que  soient  les  valeurs  !de  y,  y',  ...,  yt™-1).  Cette  condition  exige 
que  le  déterminant  formé  avec  les  coefficients  des  inconnues, 
savoir 


y\ 
y\ 

y\ 


y* 
y\ 
y\ 


y3 
y's 
y\ 


y  m 

y'rn 

y\ 


y\ 


y\ 

ne  soit  pas  identiquement  nul. 


„  (m-l) 
3/3 


t/(m-lî 

y  m 
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Ce  déterminant  est  appelé  le  Wronskien  des  fonctions  y,,  vM 
...,  ym;  on  le  représente  par  W(ylf  y2,  ...  ym). 

Le  Wronskien  s'annule  lorsqu'il  existe  une  relation  linéaire 
entre  quelques-unes  des  fonctions  y  l9  y2,  ....  Par  exemple,  si 
y3  =  ccy1  -f  py2,  a  et  p  étant  des  constantes,  et  qu'on  remplace 
3's>  y'si  •••  Par  ari  +  ?y2,  «y'i  +  py'2,  ... ,  le  Wronskien  est  iden- 
tiquement nul  ;  c'est  ce  qu'on  voit  en  retranchant  de  la  troisième 
colonne  les  deux  premières  multipliées  respectivement  par 
a  et  p.  Dans  ce  cas,  la  formule  (3)  n'est  plus  l'intégrale  générale 
de  l'équation  (1).  D'ailleurs,  la  valeur  de  y  devient 

V  =  (Ci  4  cz*)yl  +  (c2  4  csp)yz  +  c4?/4  +  ...  +  cmym, 

et  le  nombre  des  constantes  arbitraires  est  réduit  à  m  —  1. 

Equations  linéaires  homogènes  a  coefficients  constants. 

205.  Equation  caractéristique.  —  Considérons  l'équation 

A0*/<m)  4  Aj/ro-D  4-  A2t/('n-2)  +  ...  +  Aroy  =  0,  (1) 

où  A0,  Al5  ...  désignent  des  constantes. 

On  peut  satisfaire  à  cette  équation  au  moyen  d'une  valeur  de 
la  forme  y  =  eax,  a  étant  une  constante  convenablement  choisie. 
En  effet,  si  l'on  substitue  les  valeurs 

y  =  e^,  y1  =  aeax,  y"  =  <x2e**,  . . . ,  y(m)  =  am e*x, 

le  premier  membre  de  (1)  devient 

e*x(A0a™  4-  A^m-i  4-  ...  +  Am)  ; 

il  suffit  donc  que  a  soit  racine  de  l'équation 

A0a™  4-  Aia™-i  4-  ...  4  Am  =  0.  (2) 

L'équation  (2)  est  appelée  Y  équation  caractéristique  de  (1)  ; 
nous  en  désignons  le  premier  membre  par  <p  («)•  On  l'obtient  en 
remplaçant  dans  (1)  les  dérivées  de  y  par  les  puissances  corres- 
pondantes de  a  et  y  lui-même  par  a0  ou  1. 

Soient  a,  b,  c,  ...  les  racines  de  l'équation  (2)  ;  des  intégrales 
particulières  de  l'équation  (1)  sont 

y  =  eax,  y  —  <?bx,  y  =  ec% ,  . . . . 
Neuberg,  An.  inf.,  IL  *7 
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Remarque-  —  Tl  importe  de  remarquer  l'identité 

à   ^3  jl  a  ^"1(g")  4-       4-  A  é"  =  e".M  «1 


rfa?r 


206.  —  Cas  où  les  racines  de  l'équation  caractéristique 
sont  distinctes.  —  Soient  a,  b,  ...  I  les  racines  de  œ  (a)  ;  nous  les 
supposons  d'abord  inégales.  Alors  l'intégrale  générale  de  (1) 
est  (204) 

y  =  A<?ax  +  Bebx  +  ...  +  Lelx,  (4) 

A,  B,  ... ,  L  étant  des  constantes  arbitraires. 

Pm  effet,  désignons  le  second  membre  de  (4)  par  SAeax  ;  on  a 

y  =--  SAeax,  y'  =  SAae",  y"  =  SAa2eax,  ..  ,  y'm~^  =  SA-a»-1*» 

Le  système  de  ces  m  égalités  peut  être  résolu  par  rapport  à 
A,  B,  ...,L  ou,  ce  qui  revient  au  même,  par  rapport  à  Aeax, 
Bebx,  ... ,  Lelx;  car  le  déterminant  de  ces  inconnues,  à  savoir  : 


1 
c 
c- 


1 


p 


ain-l        £m-l         cm-l        >§       /m-1 

égal  au  produit  (Algèbre,  43) 

(b  —  a)(c  —  a)  ...  {l  —  a)(c  —  b)...  [l  —  k), 

est  différent  de  zéro. 
207.  Exemples.  —  1°      y"  —  n'y  =  0. 

L'équation  caractéristique,  a2 — h2  —  0,  ayant  pour  racines 
72  et  —  n.  l'intégrale  cherchée  est 

y  =  Aenx  4-  Be"nx. 

Cette  équation  a  déjà  été  traitée  par  une  autre  méthode  (194). 

2*  ym  —  4y"  4-  y'  +  6y  —  7  =  0. 


L'équation  n'est  pas  homogène  ;  mais  en  écrivant  6(  y —  ^  J, 

7 
on  est  conduit  à  poser  y  —  -  =  Y,  ce  qui  change  l'équation  en 

Y'"  _  4Y"  4-  Y'  4-  6Y  =  0. 
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Les  racines  de  l'équation  caractéristique, 

a*  —  4<x*  +  a  -f  6  -■==  0, 
étant  —  1,  2,  3,  l'intégrale  générale  est 

Y  =  A<?~x -f- B<?2x  +  (>3x. 

7 
ou  y  =  -  +  Ae~x  +  Be2x  +  Ce3*. 

3°  yIV  —  5y'"  +  6y"  —  10  -  0. 

5 
Posons  y"— -=Y,  d'où  y'"=Y',  yIV==  Y"  ;  l'équation  devient 

Y"  —  5Y'  +  6Y  =  0  ; 
celle-ci  a  pour  intégrale  générale 

Y  =  Ae?x  +  Be3x  . 

Par  suite  y"  =  |  +  Ae?x  -j-  Be3x  ; 

o 

en  intégrant  deux  fois  de  suite,  on  obtient 

Jf-^  +  Cfc+C'  +  i  A**  +  £  Be3x , 

ou  plus  simplement 

5 

?/  =  -  a?2  -\-aoc-\-b-\-  ceîx  -}-  °^x  > 

a,  6,  c,  d  étant  des  constantes  arbitraires 

208.  Cas  des  racines  égales.  —  Si  l'équation   caractéris- 
tique a  des  racines  égales,  la  formule 

y  =  Ae?ax  _j_  Bé?bx  _|_  tt<  _|_  Lglx 

ne  représente  plus  l'intégrale  générale,  le  nombre  des  constantes 
arbitraires  étant  inférieur  à  l'ordre  de  l'équation. 

Dans  ce  cas,  reprenons  l'identité 
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et  dérivons-en  les  deux  membres  par  rapport  à  a  ;  il  vient  (*) 


4?cp(a)  -\-  #œ'(a) 


(*) 


Or,  si  a  est  racine  double  de  ©(a),  on  a  à  la  fois  o(a)  =  0, 
cp'(a)  ==  0,  et  les  identités  (a)  et  (b)  montrent  que  l'équation  (1) 
admet  les  deux  solutions 


CZX 


y  =  eaX,     y  =  xé 

De  même,  si  on  dérive  encore  l'identité  (b)  par  rapport  à  a,  on 
voit  qu'à  une  racine  triple  a  correspondent  les  intégrales 

y  _  Cax)     ?y  _  cce*x,     y  =  œzerx. 

Plus  généralement,  à  une  racine  multiple  d'ordre  p  corres- 
pondent les  p  intégrales  particulières 

y  =  e*x,     y  =  xe1**,     y  =  #?2<?ax,  . .. ,  y  —  #P-1<?ax. 

Si  donc  <»(a)  admet  une  racine  a  d'ordre  p,  les  autres  racines 
b,  c,  ...,  /  étant  simples,  on  aura  l'intégrale  générale  en  faisant 
la  somme  des  m  intégrales  particulières  connues  multipliées 
par  des  constantes  arbitraires  (203).  Cette  intégrale  est  donc 

y  =  c^ax  +  Cxxe™  -f  ...  4-  Cp^P-1^*  -}-  B<?bx  +  ...  4  Lelx 

ou        y  =  e"^  +  C,t  4  ...  4-  Cp^-1)  4  Bebx  4  ...  4  Le1*  ; 

elle  rentre  dans  la  formule 

y  =  Aeax  4  BeV)X  4  ...  4  Le,x, 

pourvu  que  l'on  remplace  A  par  un  polynôme  de  degré  /) —  1 
à  coefficients  arbitraires. 

S'il  y  avait  une  seconde  racine  multiple  b  d'ordre  q,  on  rem- 
placerait B  par  un  polynôme  de  degré  q  —  là  coefficients  arbi- 
traires. Et  ainsi  de  suite. 

209.  Exemples.  —  1°    y"  —  4'y  4  4y  =  0. 


(")  Pour  dériver  — — - — -  par  rapport  à  a,  on  peut  dériver  ea*  d'abord  par 
rapport  à  a,  puis  le  résultat/)  fois  par  rapport  à  x, 
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L'équation  caractéristique  a?  —  4*  |  4  =  0  admet  la  racine 
double  a  =  2  ;  l'intégrale  générale  est  donc 

y  =  (A  +  B*)**  . 

2°  ylv  —  3yw  +  3y"  —  y' -5. 

La  substitution  y]  +  5  =  Y  donne 

Y'"  —  3Y"  -f  3Y'  —  Y  =  0. 

D'où  y'  =  —  5  +  (A  +  Bx  -f  Ca?*)c\ 

y  =  —  5a?  -f  D  -f-  j*  ex  (A  +  Bo?  -f  Cx*)dœ. 

En  intégrant  par  parties,  on  trouve 

y  ==■  —  5x  -\-  D  +  (a  +  6a?  -[-  c#2)ex. 

3°  ?/'"  —  3#'  4-  2j/  =  0. 

Les  racines  de  l'équation  caractéristique  étant  1,  1,  —  2,  l'in- 
tégrale cherchée  est 

ij  =  (A  +  B#)ex  +  Ce-2}. 

210.  Cas  des  racines  imaginaires.  —  Les  coefficients  A0, 
At,  ...,  Am  de  l'équation  (1)  étant  supposés  réels,  les  racines 
imaginaires  de  l'équation  caractéristique  ©(a)  —  0  sont  deux  à 
deux  conjuguées,  et  on  peut  modifier  la  forme  de  l'intégrale  de 
manière  à  en  faire  disparaître  les  imaginaires. 

Soient  a  =  X  4-  y-  V  —  1,  6  =  X  —  a  \/  —  1  deux  racines  imagi- 
naires conjuguées  de  l'équation  <p[a)  =  0.  L'intégrale  générale 
comprendra  une  partie  de  la  forme 

Aea+,uV^+Bg(x-,v^  (4) 


qu'on  peut  écrire  ainsi  : 
Or  (I,  390) 


Xx        [J.x\/-1  -;ax\/-1 

e    [Ae     v      -f  B<?  J. 


jxx\/-l  / . 

el    v      =  cos  fAa?  +  y  —  1  sin  W 

— (JLXV/— ï  t  / -     . 

e       y      =  cos  [ju»  —  y  —  1  âm  !X;r  ï 
donc  la  partie  considérée  de  l'intégrale  revient  à 

<?Xx[(A  4  B)  cos  y.x  4-  (A  —  B)  V  —  1  sin  \xx]  ; 
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en  faisant  A  -f-  B  =  M,  (A  —  B)  \/  —  1  =  N",  elle  devient 

e [M  cos  fjur  -f  N  sin  px].  (5) 

Comme  A  et  B  désignaient  deux  constantes  arbitraires,  il  en 
est  de  même  de  M  et  X. 


2°  Si  X  -j-  a  \  —  1  est  une  racine  multiple  d'ordre  p,  sa  conju- 
guée X  —  ja  V  —  1  es*  dQ  même  ordre,  et  à  ces  racines  corres- 
pond, dans  l'intégrale  générale,  une  partie  de  la  forme  (4),  A  et  B 
désignant  maintenant  des  polynômes  de  degré  p  — là  coefficients 
arbitraires.  Cette  partie  se  ramène  à  l'expression  (5),  M  et  N 
désignant  des  polynômes  de  degré  p — 1  à  coefficients  arbitraires. 

211.  Exemples.  —  1°       y"  4-  nHj  =  0. 

Les  racines  de  »  (a)  étant  ±  n  \I  —  1,  on  a  : 
y  =  M  cos  nx  -f-  N  sin  nx, 
M  et  N  étant  des  constantes  arbitraires  (Comparez  §  194-). 

2°  y  — y  =  o. 

Les  racines  de  ?(a)  étant  1, — >  on  a 

y  =  Aex  -f-  e   *  t  M  sin  — ^ — h  N  cos  — ^—  )  • 

J  V  2  2   J 

3°  ylY  -f-  n4y  =  0. 

L'équation  caractéristique  est  a4  -f-  nA  =  0,  ou  (a2  -\-  n2)-  =  2n2a2, 
ou  a2  -f  h2  =  ±  nay2  ;  ses  racines  sont  donc  —=.  [±  1  ±  y  —  1). 

y2 

On  en  conclut  l'intégrale 


nx 


y  =  /MMcos  -,_-  -f  N  sm  -pr-     -f  e    K      M  cos  — — f-  IVsm  — 
V  \/2  \/2  /  V  V2  \J2 

40  yiv  +  2y"  +  y  =  0. 

Deux  racines  de  l'équation  o(a)  =  0  sont  égales  à  \/ —  1,  deux 
autres  à  —  \/  —  1  ;  l'intégrale  générale  est  donc 

y  =  (a  -j-  fat?)  cos  a;  -\-  (a*  -f-  &'#)  sin  a?. 
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Equations  linéaires  avec  second  membre. 

212.  Méthode  de  Lagrange.  —  Etant  donnée  une  équation 
linéaire  avec  second  membre,  si  ion  connaît  une  intégrale  géné- 
rale de  la  même  équation  sans  second  membre,  l'intégrale 
générale  de  la  première  équation  dépend  de  quadratures. 

Pour  fixer  les  idées,  soit 

yw  +  Ay  +  A2y'  +  k,y  =  X  (1) 

l'équation  donnée,  et  soit 

y  =  ViVi  +  Ctyt  +  C*y,  (2) 

l'intégrale,  supposée  connue,  de  l'équation 

y  +  ky  +  A,y  4-  A3y  =  0.  (3) 

Nous  allons  satisfaire  à  l'équation  (1)  au  moyen  de  la  for- 
mule (2)  en  regardant  maintenant  Gl,  C2,  C3  comme  des  fonctions 
inconnues  de  x.  Comme  nous  avons  trois  inconnues  et  une  seule 
condition,  savoir  que  la  valeur  de  y  satisfasse  à  l'équation  (1), 
nous  pouvons  introduire  deux  conditions  arbitraires  :  nous 
supposerons  que  les  valeurs  des  dérivées  y',  y"  aient  la  même 
forme  que  dans  le  cas  où  Gu  C2,  C3  sont  des  constantes. 

On  a 

y'  -  oy ,  +  cy8  +  c3y3  +  „  §  +  y*  g  +  y3  § . 


Posons 


*-dà+v*i£ +**-£-*  (4' 


alors 

y'-C^  +  Ô.y'.  +  Cgy'..  (5J 

On  aura  de  même 

^«•0^1  +  0^5  + 0^5,  -        (6) 

pourvu  que  l'on  pose 

,    «G,  ,     wC,  ,     #L3  A  /7^ 

'•Âr+Aâf  +  ^ÂT-0,  (7) 
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On  obtient  ensuite 

y"  =  Ciyï'.-C2y2--C3y3--X 


W     ,     ^       W     ,     «       III 

y"  --=  Uiî 

en  posant 


Dans  ces  conditions  l'équation  (1)  est  vérifiée  par  la  valeur 
y  =■■ -  ^Cxyl.  En  effet,  si  l'on  substitue  les  valeurs  (2),  (5),  (6),  (8), 
cette  équation  devient 

ZC^i"  +  X  +  A^tf?  -f  A.SCtf',  +  kjEC^  =  X, 
ou  SC^"  +  Aiy;  +  A2y'1  +  Asyi)  =  0. 

Or,  les  polynômes  qui  multiplient  Cl9  C2,  C3  sont  nuls,  puisque 
yi,j"z,ys  sont  des  solutions  particulières  de  l'équation  (3);  donc,  etc. 

r,  •        •  ,'.1*0,      rfC2      dC3     - 

On  a  ainsi,  pour  déterminer  -=— *,  -T-^,   -=— =    les   trois    equa- 
x  t/.v     dx     dx  x 

tions  (4),  (7),  (9).  Elles  sont  du  premier  degré  par  rapport  aux 

inconnues.  Le  déterminant  des  coefficients  des  inconnues  est  le 

Wronskien  W  (y„  y2,  y3)  ;  comme  il  est  différent  de  zéro  (204), 

les  équations  admettent  une  solution  déterminée.  Supposons 

ClOC  ClOC  ClOC 

où  X,,  X2,  X3  sont  des  fonctions  connues  de  x  ;  nous  aurons 

CL  =  ci  -f-  J  Xjflfo?,     C2  =  c2  +  f  Xoda?,  ... , 

c,,  c2,  c3  étant  des  constantes  arbitraires.  L'intégrale  cherchée 
sera 

y  =  sj/i(|  ^\dx  +  ci)  =  ^i  J  xi^  -f-  y  2  j*  x2cte  -Kv3 1  x3efo? 

+  ^1  4-  c2y2  +  c3y3) . 

Elle  se  compose  de  deux  parties  :  l'une,  %cly1,  est  l'intégrale 
générale  de  l'équation  (3)  ;  la  seconde,  Syx  J  X^dx,  est  une  solu- 
tion particulière  de  (1)  qui  correspond  à  cl  —  c2  =  c3  ■=  0.  Cette 
remarque  résulte  aussi  du  théorème  suivant  : 

213.  Théorème.  —  Si  Von  connaît  une  solution  particulière  u 
d'une  équation  linéaire  avec  second  membre,  et  une  solution  z 
de  la  même  équation  sans  second  membre,  u  4-  z  est  encore  une 
solution  de  V équation  avec  second  membre. 
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Pour  démontrer  cette  proposition,  soit  u  une  fonction    de  x 
qui,  substituée  à  y,  vérifie  l'équation 

yw  +  Ay  +  A2y'  +  kzy  =  X  ; 

soit  z  une  fonction  de  x  qui  satisfait  à  l'équation 

y  +  k,y"  +  A2y'  +  kBy  =  0. 

On  a  donc  identiquement 

w'"  +  À^'  -f  A2u!  +  A3w  =  X, 
*'"  +  A1s"  +  A2s'+A3*==Q; 

d'où,  en  additionnant 

(*'"  +  *'")  +  .  .  +  A3(i< -f  ,~)  =  X, 

par   suite   h  +  z  est  nne  solution  de  l'équation  avec   second 
membre. 

214.  Application.  —  Considérons  l'équation  du  second  ordre 

y"  +  Ay  +  A2j/  =  X, 

A1?  A2  étant  des  constantes,  et  X  une  fonction  de  x. 

Si  a,  6  sont  les  racines  de  l'équation  a2  -j-  Ata  -f-  A.2  =  0,  l'équa- 
tion y"-f-  A2y'  -f-  A2y  =  0  admet  la  solution  générale 

y  =  0^  +  0^, 

où  Cj,  C2  sont  des  constantes. 

Telle  est  aussi  la  solution  de  l'équation  proposée,  pourvu  que 
Clt  C2  soient  des  fonctions  de  x  déterminées  par  les  rela- 
tions (212) 

WU]       ,         ,       d\j.-,  _  uAj-i  ,    ,       Cl\Jo  _, 

«a?  a#  dx  dx 

Ces  égalités  donnent 

rfC1__Xg-"      </C2       Xe~b* 
ofa?       a  —  b       dx        b  —  a 

L'intégrale  cherchée  est  donc 
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Lorsque  a  =  p  +  y/,  b  =  p  —  y/,  considérons  l'intégrale   de 
y"  -f-  Ajy'  +  A2y  =  0  sous  la  forme 

y  =  e [    (C1  cos  yx  +  C2  sin  ya?)  ; 
en  appliquant  à  celle-ci  la  méthode  de  Lagrange,  on  trouve 

eosïa:-^+sin^^=0' 

((3  cos  ya?  —  T  sin  ya?)  -  —  4"  ((3  sin  y  a?  4~  y  cos  y  a?) -=-*■  =  Xe 

.La  seconde  égalité  se  réduit  à 

tfC,    .  dC2       X    -Sx 

—  sm  yx  .  -r-1  -f  cos  yx  .  — ^  =  --  e        • 

dx  dx         y 

On  conclut  de  là 

dt\  X     .  -3*        tfC2       X  -|3x 

— r-1  = smya;.e        >       —  = —  cosya?.<?       ; 

dx  y  ax         y 


l'intégrale  cherchée  est  donc 


y  = 


ev 


r,  - 1 


X<?   '     sin  ya?aa?]cosya?4- 


(*+J 


Xe   ^   cos  ya?  c?a;  )  sin  yx 


Enfin,  lorsque  a  =  b,  l'intégrale  est  de  la  forme 

ij  =  C^ax  +  C2xe™, 
et  Cl5  C2  sont  déterminés  par  les  équations 

a  *?i  +  (  i  +  ax)  ^î  =  Xe-*  • 


<&? 


cfo; 


On  trouve 


^i *Xe— ,     ^C?  =  &—  ; 

(XX  (XX 


par  conséquent 

y  =  c,ax  (c^  4-  c2x  —  J  a?Xc_ax  dx  4-  a?  f  Xe-ax  efoc]. 
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215.  Méthode  par  la  solution  particulière.  —  Considérons 

une  équation  linéaire  avec  second  membre 

A02/(ra)  +  A^-2)+  ...'+  A,ny  -  X  ;  (l) 

pour  abréger  nous  désignons  par  F(y)  le  premier  membre. 

Soit  u  une  intégrale  de  l'équation  sans  second  membre, 
F(y)=0,  et  soit  v  une  intégrale  de  l'équation  complète,  F(y)=X  ; 
on  a  vu  (213)  que  u  -\-  v  est  également  une  solution  de  l'équa- 
tion complète.  Si  u  est  l'intégrale  générale  de  F  (y)  —  0,  u  -+-  v 
sera  aussi  l'intégrale  générale  de  F  (y)  =  X. 

Supposons  les  coefficients  A,  A0,  A13  ... ,  Am  constants  ;  alors 
si  l'on  sait  résoudre  l'équation  caractéristique 

<p(a)  =  A0am  +  A^-l  +  . . .  +  Am  =  0, 

on  connaît  l'intégrale  générale  de  F  (y)  =  0,  et  la  question  se 
réduit  à  obtenir  une  solution  particulière  v  de  l'équation  F(y)=X. 

Une  solution  particulière  v  se  détermine  facilement  par  la 
méthode  des  coefficients  indéterminés  dans  les  cas  suivants  : 

1°  Si  X  est  un  polynôme  entier  de  degré  p,  on  peut  poser 

v  =  a  -J-  $jc  -j-  ...  4-  X#P, 

a,  p,  ...,X  étant  des  coefficients  indéterminés.  En  effet,  si  on 
remplace  y  par  a  -\-  $x  -f-  •■•  +  k*p  dans  l'équation  F  (y)  =  X,  le 
premier  membre  devient  un  polynôme  de  degré  p,  que  l'on  peut 
identifier  avec  le  polynôme  X,  ce  qui  donne  p  -f-  1  relations 
servant  à  calculer  a,  p,  ...,  X. 

2°  Si  X  est  de  la  forme 

e^(B0  +  B1a>+...4-Bp*P), 
on  fait 

v  =  enx(a  -f  p#  +  ...  +  X#p), 

a,  p,  ...,X  étant  des  coefficients  indéterminés,  que  l'on  calcule 
comme  dans  le  cas  précédent. 

En  particulier,  si  X  =  B0eux,  on  prend  v  =  aenx. 

3°  Soit 

X  =  B0  sin  qx  -j-  B  l  cos  qx  ; 


(*)  Les  règles  1°,  2°,  3°,  4°  se  démontrent  immédiatement.  Vue  démons- 
tration des  divers  cas  est  donnée  au  §  217. 
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une  solution  particulière  a  la  forme 

v  =  a  sin  qx  -{-  p  COS  ##, 

a  et  p  étant  des  coefficients  indéterminés. 
4°  Plus  généralement,  si 

X  =  <?nx(B0  sin  ^  +  Bx  cos  gw), 

où  B0  et  Bj  sont  des  polynômes  de  degré  p  (l'un  d'eux  pourrait 
cependant  être  d'un  degré  inférieur),  on  pose 

v  —  enx(a  sin  qx  -\-  p  cos  qx), 

où  a  et  p  désignant  des  polynômes  de  degré  p,  à  coefficients 

indéterminés. 

5°  Les  règles  précédentes  exigent  une  modification  lorsque 
l'intégrale  générale  u  de  l'équation  F(y)  =  0  comprend  des 
termes  avec  lesquels  se  confondraient  des  termes  de  l'expres- 
sion v  indiquée  ci-dessus. 

Ainsi,  si  l'on  avait 

u  =  <?nx(D0  4-  D,a?  +  ...  +  Drxr)  4-  ... 
X  =-en*(B0  +  B^-f  ...  +  Bpa?P), 


on  poserait 
au  lieu  de 


enx(a#r-H  -f  $xr+2  4-  ...  4-  Xa?r-H>+]), 


v  =  enx(a  4-  $x  4-  ...  -h  Xa?P)  ; 

cette  modification  est  suggérée  par  cette  circonstance  que  D0, 
D„  ...  étant  des  constantes  arbitraires,  les  termes  aellx,  pjcenx,  ... 
de  u  -f-  y  seraient  déjà  compris  dans  D0eax,  D^e11*,  .... 
De  même,  si  l'on  avait 

u  =  <rx(M  sin  \kx  4-  N  cos  \j.x)  4-  ... 
X  =  ^X(P  sin  {xa?  4~  Q  cos  [*#)> 

M  et  N  étant  des  polynômes  de  degré  r,  P  et  Q,  des  polynômes 
de  degré  p,  on  poserait 

v  =  e^x(<x  sin  px  -\-  p  cos  jxa?), 

où  «  et  p  sont  des  polynômes  à  coefficients  indéterminés,  com- 
mençant par  xT+]  et  finissant  par  dC'+PH-1. 
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6°  Si  X  est  la  somme  Xt  |-  X2  +  ...  de  plusieurs  termes  X1? 
X2,  ...  des  formes  précédentes,  on  cherche  des  solutions  parti- 
culières vlt  v.2,  •••  des  équations 

F(y)  =  X1,     F(y)  =  Xf,  ..., 

et  l'on  prendra  v  =  vl  -\-  v.2  -f-  ....  En  effet,  si  l'on  a 

F(vl)  =  Xl,     F(v2)  =  X2,  .... 

on  voit  facilement  que 

Ffa+vt+  ...)  =  X1+X2+.... 

216.  Exemples. 

1°  y"  —  5y'  +  6v  =  e4x(2  -f  3a;) • 

L'équation  y"  —  5y'  +  6y  =  0  a  pour  solution  générale 

y  =  Ae2x  +  Be3x. 

Une  solution  particulière  de  l'équation  proposée  a  la  forme 

y  =  ci*(a  +  $x)  ; 
on  en  tire 

y'  =  etx  (4a  _[_  p  4-  4^)?   y"  _-=  e4x  (l6a  _|_  8(3  _|_  i^^ 

Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  proposée,  on  obtient 
16a  -f  8(3  4-  16jto  —  5  (4a  -f-  p  -f-  4p^)  +  6  (a  +  p*)  =  2  +  3a?  ; 
d'où  les  égalités  de  condition 

16a  +  S?  —  5  (4a  +  p)  +  6a  =  2,     103  —  203  4-  63  =  3  ; 

5  3 

par  conséquent  a  =  —  -,  p  =  -.  L'intégrale  cherchée  est  donc 

y  =  Ae2x  +  Be3s  4-  e^f  —  |  4-  jL  J . 

2°  y"  —  5j/'  4-  6y  =  e2x  (2  4-  3#  4-  #2). 

L'équation  sans  second  membre  a  pour  intégrale  générale 

y  =  Ae2x  4-  Be3x. 
Une  solution  particulière  de  l'équation  complète  est  (215,  5°) 
y  =  eB%  (olx  4-  l^2  4~  T^?)  » 
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elle  donne 

y  =  e3X  [a  _|_  (2p  4-  3a).T  +  3  (y  +  P)*?2  +  3y#3J, 

if  =  esx  [6a  +  2-3  4.  (9a  4-  12?  4-  6y)x  4-  (9?  4-  18y)a?2  4-  9y^3j. 

Portons  ces  valeurs  dans  l'équation  proposée  et  identifions 
ensuite  les  deux  membres  de  l'égalité  ainsi  obtenue  ;  nous  aurons 

a  4- 2(3  =  2,     2,3  4-67  =  3,     3y  =  l, 

d'Où  cc=l,      p  =  -,      y  =  -. 

L'intégrale  cherchée  est  donc 

y  =  A<?2X  4-  <rx  (B  +  x  4-  \x*  +  i^3). 

3°  y'"  —  V  —  ?/  4-  2y  =  5  sin  2x. 

L'équation  sans  second  membre  a  pour  intégrale 

y  =  Ae2x  +  Bex  -f  Ce-X  . 
Une  solution  particulière  de  l'équation  complète  est  (215,  3°) 

y  =  a  sin  2a?  4-  P  cos  2#, 
a  et  p  étant  deux  nombres  indéterminés.  Comme 

y'  =  2a  cos  2a?  —  2p  sin  2a?, 
?/"  =  —  4a  sin  2#  —  4p  cos  2a* , 
?/'"  =  —  8a  cos  2x  4-  83  sin  2x, 

on  trouve,  en  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  proposée, 

—  8a  cos  2x  4-  8p  sin  2x  +  8(a  sin  2x  4-  ?  cos  2a?)  —  2(a  cos  2a?  —  p  sin  2a-) 
-|-  2(a  sin  2x  4-  P  cos  2a*)  =  5  sin  2a?. 

Les  coefficients  de  sin  2x  et  de  cos  2x  dans  les  deux  membres 
de  cette  égalité  doivent  être  respectivement  égaux  ;  par 
conséquent 

8p  4-  8a  4-  2?  4.  2a  =  5,     8a  4.  8t3  —  2a  -f  2p  =  0, 
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d'où  a  =  p  =j.  L'intégrale  cherchée  est  donc 

y  ^  a^2x  _j_  g6,x  _|_  Cc-x  _j_     (sin  2^  4-  cos  2#). 

4°  y"  +  y  =  cos  a?. 

Les  racines  de  l'équation  caractéristique  sont  ï=±\(  —  1  ; 
l'équation  y"  -f-  y  =  0  a  donc  pour  intégrale  générale 

y  =  A  sin  a?  -f-  B  cos  a?. 
Une  solution  particulière  de  l'équation  proposée  est  (215,  5°) 

y  =  œ(y  cos  x  -f-  S  sin  a?) . 
Substituons  dans  l'équation  proposée  les  valeurs 
y  =  a?(y  cos  #4-8  sin  x), 

y'  =  y  cos  #4-o  sin  #  4~  #  (—  Y  s^n  x  ~\~  °  cos  ^)  » 
y"  =  2  (—  y  sin  #  4~  o  C(>s  °°)  +  #(ï  cos  #  +  °  sin  #)  I 
nous  aurons 

2  ( —  y  sin  #  +  ^  cos  %)  =  cos  ^>    d'où    y  =  0,    o  =  -. 
Par  suite  l'intégrale  cherchée  est 

?/  =  A  sin  x  -f-  B  cos  #  4-  ^  sin  #. 
217.  Lemme.  —  Si  /'o/i  pose 

F(y)  =  A0*/m)  4-  A,^»-"  4-  ...  4-  Amy, 
F^y)  =--  mA^™-1)  4-  (m  —  ÎJA^»-*)  4-  ...  +  Am_iy 
F2(y)  =  m(m  —  l)A0?/(m-2)  4-  (m  —  l)(m  —  2)A1y(m-3) 4-  2Am_2y, 

Fm(y)  =  m(ra  —  1)...  3.2.1  A0y, 
o/î  a  identiquement,  en  remplaçant  y  par  yz, 

F(y*)  =  ,F(y)  4-  y  F,(y)  4-  ...  +  - f  F-(^)'  («I 

En  effet,  la  formule  de  Leibnitz  (An.  inf.  I,  96)  donne 

yz  =-  xry 
(y*)'  =  *y'4-  *V, 
(ys)"'=  *y"  -f  2*V  +  «V, 

(y*)*  =  *y(«0  4-  ^  ^y(m-l)  4-  Ji^Zli) ^ym-î)  4.  ...  +  «Hy, 
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Ajoutons  ces  égalités  membre  à  membre  après  les  avoir 
multipliées  respectivement  par  Am,  Am_i,  ...,  A0  :  le  premier 
membre  du  résultat  sera  égal  à  F(yz),  et  le  second  membre 

ordonné  suivant  z,  z\  z",  ...  c»  égal  à  zF(y)  -f-  -y  F) (y)  + 

Corollaire.  —  Si  A0,  A15  ... ,  Am  sont  des  constantes  et  qu'on 
désigne  par  F(a)  le  polynôme  caractéristique  A0am  -J-  A^m-i  -|-  . . . , 
par  F'(a),  F"(a),  ...  les  polynômes  dérivés  de  F(a),  on  a  (206) 

F(c*x)  =  e"F(a),     F,(<?*x)  =  e*xF'(«),     F2(e*x)  =  eaxF"(a),  ...  ; 
par  suite,  d'après  la  formule  (a) 

~r  -(m) 

F(*e»)  =  e»[*F(a)  +  y  F'(a)  -f  ...  +  -    FM(a)] . 

218.  Théorème.  —  Une  équation  linéaire  à  coefficients  con- 
stants, de  la  forme 

A0y(mi  +  À1y(m-D  +  ...  +  kmy  =  Penx, 

oh  P  désigne  un  polynôme  entier  en  x,  admet  toujours  une 
solution  de  la  forme  zenx,  où  z  représente  une  fonction  entière 
de  x  convenablement  choisie. 

En  effet,  si  l'on  adopte  les  notations  du  §  précédent  et  qu'on 
remplace  y  par  2?enx,  l'équation  proposée  devient  (217) 


==  Penx 


c™\zF(n)  +  y  P'(n)  +  •••  +  -  y  F(m>(»-) 
il  suffit  donc  de  choisir  0  de  manière  qu'on  ait 

~1  „(m) 

*F(n)  +  y  F'(»)  +  . . .  +  ^y  F(B%)  =  P  •  (*) 

Supposons  d'abord  F(/î)  ^  0,  et  soit  p  le  degré  du  polynôme  P. 
Nous  pourrons  alors  satisfaire  à  l'égalité  précédente  en  posant 

z  =  a  -f  Qco  -f  y^2  +  ...  +  ta?P, 

a,  fi,  ,..,  y  étant  des  coefficients  indéterminés  ;  car  nous  aurons 
à  identifier  deux  polynômes  de  même  degré. 
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Supposons  ensuite  que  n  soit  r  -f- 1  fois  racine  de  l'équation 
caractéristique  F(a)  =  0,  de  manière  que  l'on  ait 

F(n)  =  0,     F'(n)  =  0,  ... ,  F'W(«)  =  0  ; 

l'intégrale  générale  de  l'équation  F(y)  —  0  comprendra  une 
partie  de  la  forme  (208) 

<?nx(D0  +  D^  -f-  ...  +  DrTr). 

L'égalité  (p)  se  réduit  à 

ïAr-TVT  F^>(n)  +      *    ou  F<'W(w)  +  ...+*      P(m)(„)  =  p. 

On  peut  y  satisfaire  en  posant 

z  =  «uf+*  +  pa^-H*  +  ...  -h  A#r+P+1  ; 

car  son  premier  membre  deviendra  un  polynôme  de  degré  p,  à 
(p  -\-  1)  coefficients  indéterminés,  qu'on  pourra  identifier  avec 
le  polynôme  P. 

Remarque.  —  Le  théorème  précédent  démontre  les  règles  du 
§  215,  même  dans  les  cas  qui  n'y  rentrent  pas  explicitement. 
On  peut  supposer  n  =  0,  ce  qui  donne  le  cas  représenté  par 

F(y)  =D0-j-D^  +  ...-f  Dpo?P. 

Le  cas  de  l'équation 

F(?/)  =  enx(D0  siu  qx  -\-  Dl  cos  qx), 

où  D0  et  T>1  sont  des  polynômes  de  degré  p,  se  ramène  au 
théorème  (218)  en  observant  que 

sin  qx  = -. — — ,  cos  qx  = — s — . 

2\J—  1  2 

Abaissement  des  équations  linéaires. 

219.  Etant  donnée  une  équation  linéaire  homogène, 

A0?/(m)  +  A, ?/(m-;)  +  ...  -f  Amy  =  0, 

la  substitution  y  =  e-^udx  conduit  à  une  équation  de  l'ordre  m  —  1 
en  zz  (198)  ;  mais  cette  nouvelle  équation  n'est  pas  linéaire. 

Xeuberg,  An.  inf.,  II.  18 
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220.  Théorème-  —  Etant  donnée  une  équation  linéaire  com- 
plète de  l'ordre  m,  si  ion  connaît  p  solutions  distinctes  de  la 
même  équation  privée  de  second  membre,  on  peut  ramener 
réquation  donnée  a  une  équation  linéaire  de  V ordre  m  —  p. 

Méthode  de  Lagrange.  —Pour  fixer  les  idées,  soit  l'équation 

yy  +  ^iPÎV  +  A2y»  +  A3y"  +  Ay  +  a5?/  =  x.  (i) 

Si  Pi,  y  il  y  3  sont  trois  solutions  distinctes,  supposées  connues, 
de  l'équation 

^+A1^-j-A/'  +  A3/  +  Ây-l-A5//  =  0)  (2) 

celle-ci  admettra  la  solution  (203) 

y=-Clyl  +  C,yf+'Ç,y8>  (3) 

où  Cp  C2,  C3  sont  des  constantes  arbitraires. 

La  formule  (3;  donne  aussi  une  solution  de  l'équation  (1), 
pourvu  qu'on  remplace  C,,  C2,  C3  par  certaines  fonctions  de  x. 
Pour  déterminer  ces  fonctions,  nous  pouvons  leur  imposer  deux 
conditions  arbitraires  en  dehors  de  celle  que  Cly1  -h  C2}"2  4-  G3y3 
vérifie  l'équation  proposée.  Nous  supposerons  ici  que  les 
dérivées  y',  3*"  aient  la  même  expression  que  si  Cn  Ç2,  C3 
étaient  des  constantes. 

Nous  aurons  ainsi  : 

y  =  sc^i  ; 

dC 
y'=  2Cyif     en  posant  Iyl  ^  =  0  ; 

y"=  SCjî/",     en  posant  Hy\   y1  =  0  ; 
.,,       v~     m    .    v  11  dCl 

viv  =  vC  vY1  +  22*/,"  dC±  4-  Si/!'  d2Cl   • 
yv=vCiyi  +3Sy,    — +  3Syi  _r+ia,1_r. 

Introduisons  ces  valeurs  dans  l'équation  (1).  Une  partie  du 
premier  membre  sera 

IC.îjJ  +  A.IC^r  +  A22C#Ï'  +  À.SC^Ï  +  A4S0;y'i  +  A5S1<?/l, 
ou  SCjCyi*  +  A^ï'1  +  A2j/1"  +  A3yï  -f  À<y',  +  Ag^)  ; 
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elle  est  nulle,   parce  que  ylt  y2,  y$  vérifient  l'équation  (2).   Il 

restera 

iv  dCx  mdzCl        v   itd-]C{ 

3Syi     dcc  +3Sy'   da-+^d^ 

i    a    /'nv   mdC1       v  a  d2Gl\  n  dC \ 

+  A'  [21-'n  dx  +  Syi  ^  j  +  A^'  *î  -  X-  W 

Les  quantités  Cl5  C2,  C3  doivent  satisfaire  aux  équations  (4)  et 

M      ,  M    2        l  Wt,  _  ,        «G,  .  ,       CtUo         ,  I       ClKjf, 

*>  di  +  y*  dà + *  *?  -  °' y  •  ^ + y  ■  rfof  +  *  *f = °-  (u) 

Ces  relations  (5)  donnent 

^î  =  M   dC3      dCA  =  ^  dC^ 
dx  l  dx  '     dx  2  dxy 

Mx  et  M2  étant  des  fonctions  connues  de  x;  ensuite, 

efa?2  '   dx2  l  dx         dx1  2  cfcc*  d# 

^°i  =  M    *°S  4-  2M'  ^  -f  M?  ^ .     etc. 

rfC      dzC 
Si  l'on  porte  ces  valeurs  de  -~  »    ,    ■  >  •••  dans  l'équation  (4), 

on  obtient  une  équation  linéaire  du  troisième  ordre  en  C3  et  x, 
qu'on  abaisse  au  second  en  posant  -r— 3  =  »• 
221.  Méthode  de  d'Alembert.  —  Soit  à  résoudre  l'équation 
A0yW  +  k'afi*-*)  -h  ...  +  Am.y  =  X,  (7) 

dont  nous  désignons  le  premier  membre  par  F  (y).  Si  l'on  rem- 
place y  par  zyu  elle  devient,  avec  les  notations  du  §  217, 

gll  ~{m) 

«FUf.)  +  *'*,(*,)  +  jTg  F^>)  +  -  +  7^  F  <*i)  =  X- 

Prenons  pour  y,  une  solution  particulière  de  l'équation  incom- 
plète F(y)  =  0,  et  posons  z'  —  v;  l'équation  précédente  se 
change  en 

v'  ?î(in-l) 

"F^.)  +  r^F^.)  +  ••  +  -^rPm(yi)  =  x-        (8) 
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D'après  cela,  si  l'on  connaît  une  solution  particulière  y1  de 
l'équation  F  (y)  =  0,  on  abaisse  d'une  unité  l'ordre  de  l'équation 
F  (y)  =  X  en  posant  y  =  y,  f  vdx. 

Supposons  ensuite  que  l'on  connaisse  deux  intégrales  parti- 
culières y!  et  y2  de  l'équation  F  (y)  =0;  nous  pourrons  dimi- 
nuer de  deux   unités   l'ordre   de   l'équation    (7).    En   effet,    la 

substitution  y  =  y\  f  vdx  conduit  à  l'équation  (8).   Mais  il  est 
évident  que  si  l'on  pose  y2  =  y\  j"  v^dx,  c'est-à-dire 


y 


d^ 


dx 


vx  est  une  solution  particulière  de  l'équation  (8)  privée  de  son 
second  membre.  Par  suite,  si  Ton  fait  v  =  v{  f  wdx,  l'équation  (8) 
se  ramène  à  une  équation  linéaire  d'ordre  m  —  2  en  w. 
Et  ainsi  de  suite. 

222.  Application.   —   Soit  y\   une  solution  particulière  de 
l'équation 

y"  +  Py'  +  Qy  -=  0. 

Pour  trouver  la  solution  générale,  posons  y  =  zyly  d'où 
l'équation  devient 

*(y"i  +  P.vri  +  QyO  +  Wi  +  PyJ  +  *"yi  =  o. 

Le  coefficient  de  z  est  nul  parce  que  y\  vérifie  l'équation  pro- 
posée ;  par  suite,  si  l'on  fait  z1  =  v,  on  trouve 

v(2y\  -f-  Fyx)  +  v'yl  =  0, 
^  yi  ' 

2^!  +  Je, 

-fPdx. 


OU 

ensuite 

fr  = 

J 

Fdx  - 

v  = 

c 

yr 

e 

-JPd* 

z  =      vdx  =  c,  4-  c      —  e  rfa? 

J  J  yi 


y  =  zyx  =  cxyx  +  cyl  j  -| 


-A-  e  *        ofo?. 
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Voici  une  autre  méthode.  Eliminons  Q  entre  les  égalités 

y"  +  W  +  QiJ  =  0,     y\  +  Vy\  +  Qy l  =  0  ; 
il  vient 

?/"i/i  — yy"i  -f-  P(y'yi  —  yy\)  =  0 

ou  ^--  y-y^-  dœ  —  —  Vdoc. 

yvx  —  yy\ 

Le  numérateur  étant  la  dérivée  du  dénominateur,  on  a 

l(y'yi  —  yy\)  =  —  J  Pcfo  +  fc, 

-/Pdz. 

Multiplions  les  deux  membres  de  cette  équation  par  — r  et 
intégrons  ;  il  vient 

?/  f    1      -/Pdx 


'  ,     -  f  1 


2/] 

Équation  particulière. 

213.  Soit  l'équation 

A0  («jc  +  b)myim)  -f-  AL  (aa?  -f  è^-i^m-i)  -f-  ...  +  Amy  =  0,      (1) 

a,  fr,  A0,  Ax  ...  étant  des  constantes. 

1°  Si  l'on  prend  pour  variable  indépendante  z  —  ax  +  b,  on  a 

dy         dy   dz  dy      d2y         d2y  dz  d2y 

dx        dz   dx  dz  '    dx2         dz2  dx         '  dz2  ' 

et  l'équation  (1)  devient 

r/m;y                                   r/m— *?/ 
A    /,ra*m  **_&_  _i_   A    nm— lrm-l *_     l  i     A     7,  —  fi 

0  d*m  d*™"1         '"  ^  — 

Elle  est  ainsi  ramenée  à  la  forme  plus  simple 

dm)j  r/111-1  il 

a°xm  ï^  +  a^~X  dx^  +  •  •  •  +  «^  =  0-  (2) 
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Posons,  dans  celle-ci,  x  =  e{  ;  nous  aurons 


dy 

dy    dx        _t  dy 

dx 

'  dt  '  [dt  "           dt1 

dzy 
dx2 

_  d  f_xdy\  t  dx  __      tJd%y       dy 
'  dt\       dt)  '  dt             \dtz  '  '  dt 

d3y 
dx3 

~e      [dt*        6  dx*+*  dt)'elC' 

L'équation  (2)  se  changera  en  une  équation  linéaire  homogène 
d'ordre  m,  à  coefficients  constants.  Soient  a,  b,  c, ...,  /  les  racines 
distinctes  de  l'équation  caractéristique  ;  l'intégrale  a  la  forme 

y  =  Aeat  -f  Bebt  +  . . .  +  Le11. 

ou  y  =  A#a  +  B#b  -j-  •••  4-  La?1. 

Les  coefficients  A,  B,  ...,  L  sont  des  constantes  arbitraires, 
si  l'équation  caractéristique  n'a  pas  de  racine  multiple.  Si  la 
racine  a,  par  exemple,  est  multiple  d'ordre  p,  on  fait 

A  =  C!  4-c^+...  +cptP~l 
=  cL  4-  c2^  4-  ••  4-  cp(fa?)p-1. 

2°  Pour  intégrer  l'équation  (2),  posons  y  =  xx,  a  étant  une 
indéterminée  ;  le  premier  membre  devient 

#a[a0a(a  —  1) . .  .(a  —  m  +  1)  +  Ct ,  a(a  —  1  ) ...  (a  —  m  -f  2)  -f  . . .  am-l  a  4"  «m]. 

Soit  cp(a)  le  polynôme  entre  crochets.  Si  l'équation  tp(a)  =  0  a  m 
racines  distinctes  a,b,...,l,  des  intégrales  particulières  de  (2)  sont: 


y  =  xa,     y  =  xh,  ... 

,y=po\ 

et  la  solution  générale  est 

y  =  A#a  4-  B#b  +  . 

..  4-La;1. 

Si  a  est  p  fois  racine  de  <p(a)  =  0,  la  forme  de  l'intégrale  doit 
être  modifiée.  On  a  trouvé  l'identité 

dmxa   .         m   .  dm-lx°-  .  s 

0       dxm  l  dxm~l  ,v  ' 

En  la  dérivant  par  rapport  à  a  on  a  la  nouvelle  identité 

dm(xHx)  .dm~\xHx)  ,  Q7  or  r/  \   1     /   m  i 

a0x™  -A -.—J  4.  a^"1-1  — j^-L_i  4-  •  • • 4-  am«7a^  =  ^a[?'0)  -f  f(a)to] . 
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Donc,  puisque  <p'(a)=0,  l'équation  (2)  admet  la  solution 
y  =  xalx.  On  verrait  de  même,  si  a  était  racine  triple  de  <p(a)=0, 
qu'une  solution  est  y  —  xà(lx)~.  Et  ainsi  de  suite.  Donc  si  a  est 
p  fois  racine,  on  prendra 

A  =  a?8^  +  C2lx  -f  C3lh)  -f-  ...  -h  CpZP-io?). 

224.  Application.  —    x2y"  —  2a?y  +  2y  =  a?2  +  ^  -f  g. 

1°  La  substitution  x  =  ef  donne 

g-»$  +  *-M?+J*+*-  («) 

L'équation  sans  second  membre  a  pour  intégrale  générale 

y  =  Aen  +  Be*. 
Une  solution  particulière  de  (a)  est  de  la  forme  (215,  6°  et  5°)  : 

y  =  afe2t  +  pfet  +  y  ; 

en  la  substituant  dans  l'équation  (a)  on  trouve 

U{t  4-  l)eli  4-  p(*  4-  2)e*  —  3[a(2*  4-  l)e2t  +  P(*  4-  l)*t] 
4-  2(afe2t  -4-  [W-  4-  y)  =  e2t  -{-pé  4-  g. 

Identifions  les  deux  membres  de  cette  égalité  ;  il  vient 

et  — 1,      p-.=  —  pf      Y  =  |' 

Donc  l'intégrale  cherchée 

y  =  Ae2t  4-  Bet  -\-  ten  —  pte1  4-  | 


=  A#2  4-  B#  +  (^2  —  px)lx  4~  0 


9 

\LV~   pUU)CX   -f- 

2°  Intégrons  d'abord  l'équation 

x2y"  —  2xy'  4-  2y  =  0.  (6) 

En  posant  y  =  x*,  on  trouve 

^a[a(a  —  1)  _  2a  4-  2]  =  0, 

d'où  a  =  1,  a  =  2;  donc  l'équation  (6)  a  pour  intégrale  générale 

y  =  C^x2  4~  C2a?. 
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Appliquons  la  méthode  de  Lagrange  en  considérant  Cx  et  C. 
comme  des  fonctions  de  x.  Il  vient  ; 

a#         aa?  dx        dx  œ2  w 

Ces  égalités  donnent 

^  =  1  +  ^-4.1.,    *i__fi   .?.  J? 

dx        x       x2       x3        dx  \        x       x1 

C,  =  c,  4-  Ix  —  -  —  -^-r  >     C2  =  c,  —  x  —  plx  4-  -  etc. 
11  x       2x2         »2  l  x 

3°  Si  l'on  différentie  l'équation  proposée,  on  trouve 


y  X^  X2 


équation  qui  s'intègre  facilement.  Il  est  nécessaire  de  vérifier 
la  solution  ainsi  obtenue. 

Exercices  et  notes. 

1.  Intégrer  les  équations 

y_6y  +  8?/  =  0,    y"  —  6y'  +  9y  =  0,    y'-%'-f-10y  =  0. 

2.  yiv  __  3y  _|_  2y"  =  6. 

3 
Réponse  :    y  =  a  -\-  bx  -}-  ^  x2  -{-  ce*  -\-  de2yi, 

3.  ?/IV  —  4?/IV  +  4?/"  =  0. 

L'équation  caractéristique  ayant  pour  racinesO,  0,  i/2,  ^2, — ^2, — 1^2, 
l'intégrale  est 

y  =  a  +  bx  +  (c  +  dx)ex[/2  +  (fx  +  g)e~Wt  . 

4.  ym  —  Zy"-\-1y}  —  5y  =  0. 

Solution  :  y  =  ex(A  -f-  B  cos  2a?  +  C  sin  2x). 
5-    ?/IV—  y"  «2+  3a?. 

Solution  :  y  =  Aex  +  B<?~x  +  Co?  -f  D  —  x°-  —  -  x*. 


(*)  X  est  le  second  membre  de  l'équation  proposée,  divisé  par  le  coeffi- 
cient de  y. 
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6.  y/iv  _  2y"  +  y  =  Ae*  4-  Be-X  +  C  sin  m  4  D  eus  x. 
L'équation  ylv  —  2y"  +  y  =  0  a  pour  intégrale 

y  =  ^(ct  -|-  c.2x)  +  e-x(c3  4-  cÀx)  ; 

une  solution  particulière  a  la  forme  (21  5) 

<xx2e*  4"  pa?2c_x  4"  Y  sin  a?  4  ^  cos  a;; 

on  trouve  a  =  -A,  ,3  ^=  -B,  y  =  -C,  Ô  =  -  D. 
o  o  4  4 

7.  ?/iy  +  8?/"  4  16j/  =  3  sin  2x  4  4  cos  2a;. 
Intégrale  de  l'équation  sans  second  membre  : 

V  =  (Ci  +  C2  x)  sin  2  ^  +  (C3  +  C4a;)  cos  2x  ; 
solution  particulière  de  l'équation  complète  : 

y  =  olx2  sin  2x  4-  P#2  cos  2a?, 
3  1 

8.  y"'  —  12y'  4-  16y  =  a?e2x. 

Intégrale  de  l'équation  sans  second  membre  : 

y  =  (a  4-  foc)e?x  4-  ce~4x  ; 
solution  particulière  de  l'équation  complète  (215,  5°) 

y  =  (a^2  4-  ,3^3)e2x. 

Pour  abréger  le  calcul  de  a  et  p,  on  peut  s'appuyer  sur  l'égalité  (b), 
p.  272,  en  prenant 

n  «=  2,     P  =  a?,     xr  =  ao?2  4"  P#3 

et  en  observant  que  Fin)  =  0,  F'(?i)  =  0.  On  trouve  a  =  —  [3  =  —  —  • 

oo 

«  2/"  +  sy  +  y  =  ?^J^  • 

•A/ 

L'équation  ?/"  4"  2j/'  -f  |/  -  0  a  pour  intégrale  générale 

?/  =  (a  4  bx)e-*. 
Pour  intégrer  l'équation  complète,  appliquons  la  méthode  de  Lagrange  : 
da  db  da        .  db       2x  -f- 1 

CIX  (XX  (XX  (XX  X 

On  trouve  pour  l'intégrale  de  l'équation  proposée  : 
y  =  e-x(C  +  Da;  +  2x  Ix  —  /a?). 
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10.  y"  —  ôy'  -f  13y  =  cos  2x. 
Intégrale  de  l'équation  sans  second  membre  : 

y  =  eSx(A  cos  2x  -j-  B  sin  2x). 

Solution  particulière  de  l'équation  complète  : 

y  =  a  cos  2x  -}-  p  sin  2a?,  etc. 

11.  ym  —  5j/"  -f  8y'  —  4y  =  cvzezx. 

Opérer  comme  dans  l'exemple  8,  en  prenant  pour  solution  particulière 

y  =  {clx~  -f-  $x?J  -\-  yx4)e2*. 

12.  L'équation  linéaire  y"  +  P jr  +  Qy  =  X  peut  se  ramener  à  la  forme 
u"-|-Ru  =  X. 

En  effet,  si  l'on  fait  y  =  uz,  u  et  z  étant  des  fonctions  de  x,  on  trouve 

u"z  4-  u'(Zz'  +  P*)  +  «*(*"  4-  P«'  +  Q)  =  X  ; 

en  posant  2-s'  4-  P^  =  0,  on  a  z  =  e    2J       f  etc. 

E0sm^-L^ 

13.  i  = .     (M 

Cette  équation  est  linéaire  et  du  1er  ordre.  Ecrivons-la  ainsi 

di         r  .       E0    .     2tc  ,_. 

rf7+r=Lsmï'  (1) 

et  employons  la  méthode  du  §  21 5.  L'équation  sans  second  membre  a  pour 

rt 
intégrale  générale  i  =  Ce   L;  une  solution  particulière  de  (1)  a  la  forme 

l  =  a.  S1U  -=-t  -\-  p  COS  —  t, 

et  en  la  substituant  dans  (1)  on  trouve 

27ca      rp_  2^      ra__E0 

T   +  L ~~    '     "      T  +  L  ~~  L' 

E0T2r  2tiE0LT 


a  " .  4tt2L2  4-r2T2  '      ^  ~         4u2L2  -  -  r2T2 

Si  l'on  pose 

(3       2ttL 


(*)  Les  exemples  13  et  14  sont  empruntés  à  la  théorie  mathématique  de 
l'électricité. 
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l'intégrale  cherchée  sera 

E0 


'"V 


r.+ 


9  T  r 


-in    7,,  * —  »"  )  +  Ce   l 
4tc2L2 

^2 


14.   *- 

dt 


Les  racines  de  l'équation  caractéristique   de   cette   équation  linéaire 
homogène  à  coefficients  constants  sont 


■  —  S7* 


VïL« ~~  ci  ; 


on  en  conclut  pour  l'intégrale  cherchée 

y  =  e~2L "[A^y  4L2  ~  ^  -f  Bff-^itâ 
Si  les  valeurs  de  a  sont  À  ±  jji  \/  —  ï»  l'intégrale  est 


V- 


y  =e^t  (M  cos  ^  -{-  N  sin  pt) . 
Si  les  valeurs  de  x  sont  égales,  on  a 

r 

ty  =  e""2T(A4-  B#). 
15.  Soient  ylt  y.2,  y3,  yA,  a  des  fonctions  de  x  ;  on  a 

W(ayu  ay2,  aj/3,  ay4)  =  a4W(?/l5  y2,  y2,  y4). 
Si  la  substitution  x  =  <p(f)  transforme  j'L,  y2>  J'3'  X-i-  en  ^î»  ^2'  ^3>  z&  on  a 

Wj^!,  *2,  Z31  zA)  =  oU](t)  W(y15  y2J  y3,  yj. 
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CHAPITRE  XIII. 

ÉQUATIONS    DIFFÉRENTIELLES    SIMULTANÉES. 

Élimination  d'une  variable 
entre  deux  équations  differentielles. 

225.  Soient  deux  équations  simultanées 


/  dy  dmy       dz  d^z 

P'7'  dx'  ""  dx^^dx'  "•'  dtf> 

„/  dy  dny        dz  d^z 

*T,y'^'  '"  dx^'z'dx>"-' 


dxq 


=  0, 


=  0. 


Pour  éliminer  z,  dérivons  la  première  équation  q  fois,  la 
seconde  p  fois  ;  nous  aurons  ainsi  p  -f-  q  -\-  2  équations,  renfer- 

mant  les  p  4-  q  4-  1  inconnues  z.  -=-  ,  .....  -, — t-  •  Nous  pourrons 
111  dx  (L\p+^ 

éliminer  celles-ci  par  les  moj*ens  ordinaires  de  l'algèbre  et  nous 

aurons  ainsi  une  équation  différentielle  en  y  seul,  dont  l'ordre 

est  généralement  égal  au  plus  grand  des  nombres  m  ~\-q,  n  -[-p. 

Toutefois,  dans  des  cas  particuliers,  l'élimination  peut  se  faire 

plus  simplement  et  l'ordre  de  l'équation  finale  est  moindre.  Soit 

par  exemple  le  système 

d5z       d3y         _       d-z    .       dy    .        _       A 
dx»       dx3  '     dx2    '   9  dx   '      J 

Pour  éliminer  z,  retranchons  de  la  première  équation  la  troi- 
sième dérivée  de  la  seconde  ;  le  résultat  sera  une  équation  du 
4(>  ordre. 

226.  Plus  généralement,  soit  donné  un  système  de  r  équations 
différentielles  contenant  une  variable  indépendante  x  et  r  fonc- 
tions yx ,  3*2,  ... ,  yr  de  cette  variable.  Par  le  procédé  qui  vient 
d'être  indiqué,  on  peut  éliminer  y,  entre  l'une  de  ces  équations 
et  les  f  —  1  autres,  ce  qui  donne  r  —  1  équations  entre  y2 ,  3*3 , 
...,  yr.  On  élimine  ensuite  y-z  entre  ces  r  —  1  équations,  et  ainsi 
de  suite.  On  arrivera  ainsi  à  une  équation  différentielle  conte- 
nant la  seule  fonction  yr . 


—  285  — 

RÉDUCTION    D'UNE    OU    DE    PLUSIEURS    ÉQUATIONS 

D'UN     ORDRE     QUELCONQUE     A     UN     SYSTEME     D'ÉQUATIONS 
DU    PREMIER    ORDRE. 

227.   Considérons  d'abord  une  équation  unique 

/  dy    dry  dmy\ 

bry'  d~x    dx*"'  'dx^)"0'  f1) 

Si  l'on  représente  par  une  lettre  chacune  des  dérivées,  excepté 
celle  qui  est  de  l'ordre  le  plus  élevé,  l'équation  proposée  est 
remplacée  par  un  système  d'équations  simultanées  du  premier 
ordre.  Ainsi,  l'équation  (1)  est  équivalente  au  système 

du         ,       dy'         „  di/m~V 

ClOC/  (XOU  et  Ou 

FjVy.y'.y",  ...,*<*-»,     -Ç")  =0. 

On  considère  y',  y",  ...,  yO»-1)  comme  de  nouvelles  variables. 
Soit  ensuite  un  système  de  deux  équations,  par  exemple 

/  dy    d2y     dzy  dz    d2z\       n 

{?'  y'dx"do^'  dx~*  '  *'  clx  '  dx~*J  ' 

_/  du  d*y  dz\ 

fX'^'-à""-^"'^)"0- 

On  peut  le  remplacer  par  le  suivant,  composé  d'équations  du 
premier  ordre, 

dl     _f/i        d^     _„m         ^    _f.rw         **     _„» 
<&;      y'      dx'~y  '       dy"y   '      dx~~"J 


Et  ainsi  de  suite. 

228.  Forme  canonique.  —  On  vient  de  voir  qu'on  peut  rame- 
ner une  équation  ou  un  système  d'équations  à  un  système  du 
premier  ordre.  Pour  fixer  les  idées,  supposons  un  système  du 
premier  ordre  en  y,  z,  u;  on  pourra,  en  général,  le  résoudre 
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,      dy    dz    du 

par  rapport  aux  dérivées  -~  >  ■=—  »  -y-  >  et  le  remplacer  par  des 
1  x  ^  a.v    ajc    rt5C 

équations  de  la  forme 

r/?/  _    N        dz        P        rfw        Q 
dx  ~~  M  '     ôfo        M  '      ôfo       M  ' 

fia?       c^/       r/j       û?« 
0U  M   =  N  =  P  =  Q  ' 

M,  N,  P,  Q  étant  des  fonctions  connues. 

Telle  est  la  forme  normale  ou  canonique  d'un  système  d'équa- 
tions différentielles. 

229.  Système  intégral.  —  Soit  à  intégrer  le  système 

ciy       .p-,,  N      dz  .     du  ,  . 

dx  =     ^'T'  y'  *'  U''    dx  =     2^' ,?A  *'  U''    dx  =     2^'  y'  *'  U'' 

Choisissons  arbitrairement  un  premier  système  de  valeurs 
simultanées  x0,  y0,  z0,  u0  des  variables.  Les  équations  précé- 
dentes feront  connaître  les  valeurs  correspondantes  des  dérivées 

dy      dz-      du  ->-,,.  ,  , 

y—>    j—>    i — ;  en  les  dérivant  par  rapport  a  x  et  en  remplaçant 

dy 

x,  y,  z,  u,    y-  >  ...,  par  xoy0  z0  u0  et  les  valeurs  qu'on  vient  de 

d2y    d2z     d2u 
trouver,  on  obtiendra  les  dérivées  -r~  >    T  ~,  >    ,   -0  »  pour  ac  =  av 

dx2    ax2    ax2 

Et  ainsi  de  suite  pour  les  dérivées  des  ordres  supérieurs. 

Cela  posé,  si  y,  z,  u  sont  développables  en  série  par  le  théo- 
rème de  Taylor,  nous  aurons  (142) 

y  =  y»  +  (*  -  *o)j/o  +  ^|o)2  2/"„  + ... , 

Z  =  ZQ  -f-  [X         X0)z  0     l"   "       -j     <r>         z   6  ~T~  '•  •>   6tC. 

où  y0,  s0,  *z0,  y'0,  s'0,  w'0,  ...  sont  les  valeurs  de  y,  z,  u,  y',  z',  u', 
...  pour  x  =  x0. 

Il  importe  de  remarquer  que  y,  s,  n  dépendent  de  trois  cons- 
tantes arbitraires  y0,  z0,  u0. 

En  général,  un  système  de  m  équation  du  premier  ordre 
entre  une  variable  indépendante  x  et  m  fonctions  y,  z,  ...  admet 
un  système  de  m  intégrales  contenant  m  constantes  arbitraires 


—  287  — 

sou$    une  forme   telle,   que   Fou  puisse  donner  à   y,   z,  ...   des 
valeurs  arbitraires  pour  une  valeur  donnée  de  x. 

■  230.   Remarque.   —   Si  la  forme  canonique  est  impossible,  le 

système  intégral  a  une  autre  forme  que  celle  qui  vient  d'être 
indiquée.  Soit,  par  exemple,  le  système  différentiel 

dy       dz  __  (  dy  dz  2 

d,c       dx  dx  dx 

c,.  ,,       m-     •       dz     dy    ,. 

Si  1  on  élimine    ,  ■>    ~    disparaît   en   même   temps  et  il  reste 
dx    dx  L 

y  =  2x2.  Le  système  proposé  est  donc  équivalent  au  suivant 

Eliminons  3'  entre  ces  deux  équations;  nous  aurons 

,lz     1    r  a  v  o  n         ^v2 

- — U  §x  —  0       cl  ou      z  =  L  —      —  « 
«j;  2 

Par  suite,  le  système  intégral  est 

DX'2 

y  ==  ^^  »     ~  =  L  o    ; 

il  ne  renferme  qu'une  seule  constante  arbitraire. 

Propriétés  des  équations  linéaires  simultanées. 

231.    Définitions.  —  Un  système  d'équations  différentielles 

simultanées  est  dit  linéaire  lorsque  les  fonctions  inconnues  v, 

z,  ...,  /  et  leurs  dérivées  y  entrent  au  premier  degré  sans  être 

multipliées  entre  elles.  Xous  ne  considérons  qu'un  système  de  n 

équations  du  premier  ordre  à  n  inconnues  yy  z,  ...,  t  et  nous  le 

,     ,  .. ,   .    ,      dy    dz  dt 

supposons  résolu  par  rapport  aux  dérivées    ^  >    7^  > 

ramené  à  la  forme 


>  -,  -  >  ou 
dx    dx  dx 


2+Y1y  +  Zl*+...+T1*-Xi; 


^  +  V„y  +  Z„ï  -!-...  +  T'u<  =  X„.      ] 
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Les  coefficients  Ylt  Zu  ..,  TT,  Xp  ...,  sont  des  constantes  ou 
des  fonctions  de  x  seul. 

Le  système  est  dit  homogène  lorsque  les  seconds  membres 
sont  nuls  ;  un  tel  système  est  donc 

^  +  Y,.y  +  Z1*  +  ...+T1<  =  0,        ] 

riz 

S5  +  Y.V  +  V  +  ...+TV-0,      . 


fit 

dx  +  YntJ  +  ZnZ  +  .   .  +  Tn*  =  0  . 


232.  Théorème.  —  Si  l'on  connaît  p  solutions  particulières 
(yl5  Zj,  ....  tj  (*),  (y2,  z2,  ...  t2),  ...  dw  système  linéaire  homo- 
gène (2),  les  formules 

y  =  c^!  +  c2y2  +  ...  -f-  Cp.vr,    j 

z  =  C^!  4-  C2s2  -1-  .  .  4-  GpSTp,     f 

f  =  0^  +  C2*2  4-...  4  Cp^p,      ) 

où  Cj,  C2,  ...,  Cp  sont  des  constantes  arbitraires,  donnent  encore 
une  solution. 

En  effet,  si  l'on  substitue  les  valeurs  (3)  dans  la  première  des 
équations  (2),  le  premier  membre  devient 

ICi  ^x  +  Y^C'^  +  -  +  TiSCi*'     (*'  ^  *'  2'  •-'  P) 
ou  2Qi(^  +  Y1yi  +  ...+Tlft)! 

par  hypothèse 

donc  la  première  des  équations  (2)  est  vérifiée   par    les   va- 
leurs (3),  etc. 


0  Ji»  z\>  — -  ^i  désignent  ici  des  fonctions  de  ac  qui,  mises  à  la  place  de 
y,  z,  ...,  t,  réduisent  les  équations  données  à  des  identités. 
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233.  Remarque.  —  Si  l'on  connaît  n  solutions  particulières 
du  système  homogène  (2),  savoir (ylt  zu  ...,  tx),  (y,,  z,,  ...,  t9)t  ..., 
{}" m  zny  ...,  tn),  la  solution  générale  sera 


V  =  V\V\  +  C2yl  H-  ...  +  Cnyn, 

Z  =  0XZX  -f-  C2S2  -f-  ...  -|-  CnZn, 
t  =  C^j     -{-  ^V2    4"  •••  "h  Cn*n> 

pourvu  que  le  déterminant 


(4) 


V\   y  2 

S\        Z2 


yn 

Zn 


ti        h 


(5) 


ne  soit  pas  identiquement  nul. 

En  effet,  les  formules  (4)  donnent  une  solution  (232).  Pour 
que  cette  solution  soit  générale,  il  faut  (229)  qu'on  puisse  faire 
correspondre  à  une  valeur  donnée  x  =  x0  des  valeurs  arbitraires 
de  y,  z,  ...  t;  ce  qui  exige  que  les  équations  (4)  puissent  être 
résolues  par  rapport  à  Cu  C2,  ...,  Cn,  ou  que  le  déterminant  (5) 
ne  soit  pas  nul  pour  toute  valeur  de  x. 

234.  Théorème.  —  Si  Von  connaît  une  solution  particulière 
(Y,  Z,  ...)  du  système  (1)  et  une  solution  (ylt  zl5  ...)  du  même  sys- 
tème sans  seconds  membres,  une  solution  du  premier  système 
est(Y  +  yltZ  +  zlt  ...). 

En  effet,  par  hypothèse 


dY 

dx 

dyi 

dx 


+  YlY  +  ZlZ  +  ,..+T1T  — Xlf 
+  Y1y1  +  Zi*i  +  ..-  +  TA=0; 


en  ajoutant  ces  égalités  membre  à  membre,  on  obtient 

d(Y^yi)  +  Y><Y  +  2/.)  +  Z*(Z  +*,)  +  .»-  Xi- 

Donc  les  valeurs  y  =  Y  -\-y19  z  =>Z-{-zl9 ...  vérifient  la  pre- 
mière équation  du  système  (1),  etc. 


Neuberg,  A  n.  inf.,  II. 
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Remarque.  —  Si  (y15  fclf  ...  tx)  est  la  solution  générale  du  sys- 
tème (2),  (Y  -\-  ylt  Z  4-  «n  •'••»  T  -f-  £,)  est  la  solution  générale  du 
système  (1). 

235.  Théorème.  —  Etant  donné  un  système  linéaire  du  pre- 
mier ordre  avec  seconds  membres,  si  l'on  connaît  la  solution 
générale  du  même  système  sans  seconds  membres,  on  peut 
trouver  la  solution  générale  du  premier  système  par  des  qua- 
dratures. 

Supposons  que  les  formules  (4)  représentent  la  solution  géné- 
rale du  système  (2).  Les  mêmes  formules  donneront  la  solution 
du  système  (1),  pourvu  que  l'on  remplace  Clt  C2,  ...,  Cn  par  des 
fonctions  de  x  convenablement  choisies.  En  effet,  si  l'on  porte 
ces  valeurs  de  y,  z,  ...,  t  dans  la  première  des  équations  (1),  on 
obtient 

%  £ + sc>£ + YiECiyi  *  z'SCi-i  +  •  • + T'SCi'i = x" 

d'où,  en  ordonnant  par  rapport  à  C1?  C2,  ...  Cn, 

-yi  S + sCi(£ + Y>yi + z^ + - + Ti<i)= Xi<  (i=1'  2'-M)' 

Les  coefficients  de  Cn  C2,..  ,On  sont  nuls  parce  que  (y^z^^J-^), 
(}*j,  z.,,  ...  t»),  ...  sont  des  solutions  de  (2);  on  doit  donc  avoir 


*§-*.'■■ 


On  trouve  de  même 


Résolvons  ces  égalités  de  condition  par  rapport  aux  quantités 

dC,    dC,      . 

— =—  »  -5— »'••  »  nous  aurons 

Ç?^  ._  Ni         C/Cg  __  Ng  ^Cn  __  Nn 

e&c         D        dx         D  afo?         D 

D  désignant  le  déterminant  (5).  Par  conséquent 

Oi^  +  f^dk     C2-c2+|^2^,     .-,     Cn  =  cn-}-J^, 
c1?  c2,  ...,  cn  étant  des  constantes  proprement  dites. 
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Le  système  intégral  est  donc 

V  =  c&i  +  c2y2  4-  ...  +  Cn?/n  +  .Vi  I   j/  dx  +  y%  j  _2  ^  -f  ... ,  etc. 

Système  de  deux  équations  linéaires. 

236.  Méthode  de  d'Alembert.  —  Soient  les  équations 
J  +  Py+Q*  =  X,    j 

Ajontons-les  après  avoir  multiplié  la  seconde  par  une  indé- 
terminée 6  ;  il  vient 

%  +  «  %  +  (P  +  P,%  +  (Q  +  Q,»)*  -  X  +  XJt.  (2) 

Introduisons  l'inconnue  auxiliaire 

y  +  6*  =  *;  (3) 

dy 
nous  pourrons  éliminer  y  et  ^-  de  l'équation  (2).  En  observant 

te  iV 

que 

dy   ,,dz       dt       ^  o?ô 

CtOC  Œ00  CtOu  CtOC 

on  obtient 

J  -  *  J  +  (P  +  P,»)  (<  -  0.-)  -f  (Q  +  Qfi)z  =  X  +  X.6.       (4) 

Pour  éliminer  encore  z  qui  n'entre  qu'à  la  première  puissance, 
égalons  à  zéro  son  coefficient;  on  aura  ainsi  les  équations 

£  +  (P  +  P^e  -  Q  -  Q^  =  0,  (5) 

dt    * 

~  +  (P  +  P^  =  x  -f  x,e.  (6) 

L'équation  (5)  détermine  l'inconnue  auxiliaire  6.  Elle  est,  en 
général,  difficile  à  intégrer.  Cependant,  si  l'on  en  connaît  seule- 
ment deux  intégrales  particulières  8t  et  62,  l'intégration  du  sys- 
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tème  (1)  est  ramenée  à  des  quadratures.  En  effet,  l'équation  (6j 
étant  linéaire  et  du  premier  ordre,  on  a  (151) 

f(P+P  e)dx  .   /(p-H^ejd*  -, 

t  =  e  [)  (X -\- Xflje  dx -\- c\.  (7) 

Soient  tlf  t2  les  deux  valeurs  qu'on  obtient  pour  t  en  rempla- 
çant dans  l'égalité  (7)  8  successivement  par  81  et  62,  et  c  par  cx  et 
c2.  Le  système  intégral  de  (1)  sera 

y  +  V  =  *i,    y  +  *2z  =  t2; 

de  là  on  peut  tirer  les  valeurs  de  y  et  z  en  fonction  de  x. 

237.  Équations  à  coefficients  constants.  —  Lorsque  P,  Pn 
Q,  Qj,  sont  des  constantes,  on  satisfait  à  l'équation  (5)  en  posant 

(P  +  Pi6)6-Q-Q16  =  0;  (8) 

car  l'équation  (8)  donne  deux  valeurs  8^  82  indépendantes  de  x, 

de  manière  que  -j—  =  -3 —  =  0. 
x       dx       dx 

Si  les  racines  de  (8)  sont  réelles  et  inégales,  on  prend  pour  tlt 

t2  les  valeurs 

ix  =  e-(p+pi6Jdx  [j*  (X  -f  XJ^+ïi^dx  +  cj, 
t2  =  e-(p+pie2)^f|(X  +  X^2)dp^i^)^dx  -j-  c2]. 

Si  01  =  82  on  a  une  seule  valeur  de  6.  Mais  le  premier  membre 
de  (8)  étant  alors  un  carré  parfait,  l'équation  (5)  se  ramène  à 

*+Pl(e-«).  =  0,      ou      ^ ^i.  +  pi<te-0; 

en  intégrant  on  trouve 

8  —  a  l  Pi^-h  C 

On  prendra  deux  valeurs  particulières  de  8,  par  exemple  celles 
qui  correspondent  à  c  =  00,  c  =  0  ;  c'est-à-dire 

81  =  a,      82^a  +  pL. 

Enfin,  lorsque  les  racines  de  (9)  sont  imaginaires,  l'équation 
(5)  est  de  la  forme 

!®  4-  p.[(8  —  m)2  +  n2]  =  0,     ou     ^ — -^-r— «  +  P^  =  0  ; 
doc  (8 — my-\-n2 
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elle  a  pour  intégrale 


1  e  —  m      _ 

-  arc  tg  -       -  +  P^  =  c,     ou     0  —  m  -\-  n  arc  tg  n(c  —  P^). 

IV  iv 

On  prendra  pour  61?  62  les  valeurs  qui  correspondent  à  deux 
valeurs  particulières  de  c  (*). 

238.  Application.  -^—Ay  —  2z=x, 

£+.*-*  =  0.  (A) 

Ajoutons  ces  deux  équations  après  avoir  multiplié  la  seconde 
par  6,  et  éliminons  y  du  résultat  en  posant  y  -\~  Oz  =  t;  il  vient 

â-*a+(»-<x*-«*)-<8+«)— •• 

Egalant  à  zéro  le  coefficient  de  »,  on  obtient  les  équations 

-+6(0-4)4-2  +  9  =  0,     !j£  +  (0  -  4)*  -  ». 

La  première  est  vérifiée  si  l'on  prend  pour  8  une  racine  de 

02  _  3ô  _j_  2  _-=  0, 

c'est-à-dire  81  =  1,  82  =  2.  La  seconde  équation  donne  (151) 


t  =  e 


-/(M*n-jM*to+; 


d'où,  en  remplaçant  8  par  1  ou  2, 

t,  =  —  -X  —  -  +  Cle3x,        *2  =  —  -  0?  —  -  +C2e2x. 

Substituons  les  valeurs  (8L,  t{),  (82,  f2)  dans  l'égalité  y +  6»  =  t  ; 
nous  aurons  le  système  intégral 

V  +  z  =  —  -x  —  --f  cLe3x, 

y  4-  2s:  =  _  -  a;  —  -  +  c2e2x , 
d'où  l'on  peut  tirer  les  valeurs  de  y  et  z. 


(*)  Les  méthodes  indiquées  ci-après  (242,  243)  pour  un  système  de  trois 
équations  s'appliquent  à  un  système  linéaire  quelconque. 
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239.  Pour  intégrer  le  système  proposé,  on  peut  aussi  éliminer 

l'une  des  fonctions  y,  z  par  le  procédé  indiqué  au  §  225.  Pour 

éliminer  y,  joignons  aux  équations  données  la  dérivée  de  la 

seconde  : 

d2z    .dy       dz 

(XX  CIX  (XX 

En  ajoutant  à  cette  égalité  les  équations  proposées  multipliées 
respectivement  par  —  1  et  —  4,  on  trouve 

d2z  dz 

dx%  dx 

équation  qu'on  résout  par  la  méthode  du  §  215.  L'équation  sans 
second  membre  a  pour  intégrale  générale 

z  =  Cje8*  +  c2^3x  ; 

une  solution  particulière  de  l'équation  complète  est  de  la  forme 

5  1 

a  4-  8.v  ;  on  trouve  facilement  a  =  —  ^  >  6  =  —  -  »  etc.  Connais- 
se 6 

sant  z,  l'équation  (A)  détermine  immédiatement  y. 
Système  de  trois  équations  linéaires. 

240.  Méthode  de  d'Alembert.  —  Considérons  le  système 

f-  +  Vy  +  Q*  +  R*  =  X, 

S  +  Piy  +  ûl*  +  Rlf*~Xl'  '  (1) 

(1)1 

-lx  +  P2y  +  Q22  +  R2u  -  X,. 

Ajoutons  ces  équations  après  avoir  multiplié  la  seconde  par  6 
et  la  troisième  par  X  ;  nous  obtenons 

l+6£+x£+(p+p>6+p^+<Q+Q'e+Q^  j  (2) 

4-  (R  4-  Ri6  4-  R2^  =  x  +  x,e  4-  x2x.  ) 

Posons  y  +  bz  -\-  lu  =  t,  (3) 

v  dy         dz       .  du       dt  dd  dl 

doc         dx         dx       dx         dx  dx 
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dy 
Nous  pourrons  éliminer  y  et     *    ;  il  vient 

5-*ffi  — S  +  <p  +  p',  +  p^-to- »-) 
+  (Q  +  Qft  4-  QJ)z  +  (R  +  R^  4-  R2X)w 

=  x  +  x1e  +  x2x. 

L'équation  (4)  ne  renferme  z  et  u  qu'au  premier  degré,  lui 
annulant  les  coefficients  de  ces  variables,  on  obtient  les  trois 
équations 

~  +  (P  +  P  ,0  +  P2X)6  -  (Q  +  Qft  +  Q2À)  =  0,  (5) 

~  +  (P  +  Piô  +  P,*)*  -  (R  4-  Rie  -h  R2X)  =  0,  (6) 

^+(P  +  p1e  +  p2X)*  =  x  +  x1e  +  x2x.  (7) 

Les  équations  (5)  et  (6)  déterminent  6  et  À;  leur  intégration  pré- 
sente, en  général,  de  grandes  difficultés.  Néanmoins,  si  l'on  en 
connaît  trois  solutions  particulières  (61?  XJ,  (82,  X2),  (93,  X3),  on 
peut  résoudre  le  problème  proposé.  Car  l'équation  (7)  étant 
linéaire  et  du  1er  ordre,  on  en  déduit  (151) 


^==e-/lp+piÔ+^)dx 


J(X  +  x,e  +  x2x)^p+pie+p*)dx^  +  c 


(8) 


Soient  ti9  t2,  f3,  les  valeurs  qu'on  obtient  pour  t  en  remplaçant 
dans  l'égalité  (8)  6  et  X  successivement  par  0,  et  Xn  62  et  X2,  63  et  X3, 
et  c  par  cn  c2,  c3.  Le  système  intégral  cherché  sera 

y  +  M  +  *i"  =  *i>     y  +  M  +  \u  =  *2»    y  4-  M  +  X3W  =  *s-     (A) 

241.  Équations  à  coefficients  constants.  —  Lorsque  les 
coefficients  P,  Q,  ...  sont  constants,  les  équations  (5)  et  (6)  sont 
vérifiées  par  les  valeurs  de  6  et  À  qu'on  tire  des  deux  égalités 

(P  4-  Pi«  4-  P,*)6  —  (Q  4-  Qiô  4-  Q**)  =  0,  (9) 

(P  4-  Pi»  4-  P2X)X  —  (R  4-  Rj6  4-  R2X)  =  0,  (10) 

car  ces  valeurs  sont  indépendantes  de  x. 
Posons  P-f  PjO-f-  P2X  =  p  ;  nous  aurons  au  lieu  de  (9)  et  (10), 

P  4-  Px6  4-  P2*  =  p,  ) 

Q  4-  Qi6  +  Q2X  =  oP,  (11) 

R  4-  RiO  4-  RoX  =  XP,  \ 
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Si  l'on  élimine  6  et  X,  on  trouve  Y  équation  caractéristique  qui 
détermine  p,  savoir 


p-p     p,       p2 

Q       Q,  —  p        Q2 
R  Ri        R2  —  p 


=  0. 


(12) 


Soient  ply  p2,  p3  les  racines  de  (12)  supposées  inégales  ;  deux 
des  équations  (11)  (*)  déterminent  les  valeurs  correspondantes 
(6]>  M*  (62>  ^)>  (63>  *s)  ae  °5  *«  ^a  formule  (8)  donne  ensuite 

f(X  +  Xx0  +  X2X)epX  dx  +  c 

on  aura  les  valeurs  de  flf  f2,  t3  en  y  remplaçant  p,  6,  X  successi- 
vement par  les  trois  systèmes  de  valeurs  (plt  6L,  XJ,  (p2»  ^2>  ^2)» 
(Fa»  e3>  xs)>  et  c  par  cM  c2,  c3. 
242.  Autre  méthode.  —  Soit  d'abord  le  système  homogène 

^|  4-  Py  +  Q~  4-  Rm  --=  0, 


Sa? 


+  P^  +  Qi*  +  RiW  =  0, 


-  4-  P2*/  -h  Q2*  +  R2w  =  0. 

P,Q,R,P!,  ...  étant  des  constantes.  On  peut  y  satisfaire  en  posant 
y  =  e*%,     z  =  Aeax,     w  =  Beax. 

En  effet,  en  substituant  ces  valeurs  on  trouve  les  égalités  de 

condition 

a  +  P   -f  QA  4-  RB   =0, 

aA  4-  PL  4-  QiA  4-  RiB  =  0, 

aB  4- P2  4- Q2A  4- R2B  =  0.  ; 

Si  l'on  élimine  A  et  B,  on  obtient 


(B) 


a  +  P 


Q 

<*4-Q, 

Q2 


R 

Ri 

a4-Rs 


-0. 


(C) 


(*)  Deux  au  moins  des  équations  (11)  sont  distinctes.  On  peut  démontrer 
que  si  pour  une  valeur  de  p  les  trois  équations  se  confondent,  cette  valeur 
est  une  racine  double  de  (12). 

Nous  n'étudions  pas  les  cas  où  l'équation  caractéristique  a  une  racine 
double  ou  triple. 
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Soient  a1?a2,  «3  les  trois  racines  de  l'équation  caractéristique  (C), 
supposées  distinctes;  on  trouve  facilement  les  valeurs  corres- 
pondantes (An  BJ,  (A2,  B2),  (A3,  B3)  de  A  et  B.  On  a  ainsi  trois 
solutions  du  système  proposé,  savoir 

y2  =  ex*x,     z2  =  A2e**x,     u2  =  B2ea^; 
y8  =  ea3x,     sr3  =  A3ea3x,     u3  =  B3e**x. 
On  en  conclut  la  solution  générale  (233) 

yŒC1eaix  +  C2ea*x  +  C3ea3x, 

z  =  C^"1*  +  C2A2ea*x  +  C3A3ea3x, 

u  =.  CjB^  +  C2B2ea2x  -f  C3B3ea3x. 

Si  les  équations  ont  des  seconds  membres  Xt,  X2,  X3,  on  con- 
sidère Clt  C2,  C3  comme  des  fonctions  de  x  et  on  les  détermine 
par  la  méthode  de  Lagrange  (235). 

Dans  certains  cas  on  peut  déterminer  une  solution  particu- 
lière, puis  appliquer  le  théorème  (234)  ;  on  opère  ainsi  lorsque 
XIf  X2,  X3  ont  la  forme  e**^  +  czx  4-  ...  4-  CpXP-1)  (215). 

243.  Méthode  de  M.  Catalan  (*).  —  Le  système  homogène 
peut  prendre  la  forme 

_  dy  dz  du 

~  Pt/-f  Qs-fIU  ~  Vxy  4-  Q^  -f-  R^  "  "  P2y  +  Qzz  +  R2w  ' 

On  en  déduit 

ady  -f-  atxdz  -f-  <*2du 


dx== 


(Pa4-P1a1-fP2a2)y+(QafQ1a14-Q2a.^-f(Ra4-R1a14-R2a2)u 


Les  coefficients  P,  P,,  P2,  Q,  ...  étant  supposés  constants,  le 
second  membre  est  une  différentielle  totale  exacte  si  les  coeffi- 
cients de  dy,  dz,  du  sont  proportionnels  à  ceux  de  y,  z,  u.  Posons 
donc 

Pa  +  P^  -f  P2a2-pa,       \ 

Qa  -f  Q^!   4-  Q2a2  =  pcclf      |  (D) 

Ra  -["  R]«i  4"  &2a2  =  Pa2'       ) 


O  Bulletins  de  l'Ac.  de  Belgique,  2e  série,  t.  XXI,  pp.  25-30. 

Voir  aussi  une  Note  de  M.  Mansion  dans  les  mêmes  Bulletins,  2e  série, 
t.  XLIV;  le  cas  où  l'équation  caractéristique  présente  une  racine  double 
ou  triple  y  est  traité. 
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Si  nous  éliminons  a,  %l,  a,,  entre  ces  trois  égalités,  il  vient 


P-P  P,  P2 

Q       Qi  —  p        Q2 
R  Rx      R2  —  p 


=  0;  (E) 


d'où  trois  valeurs  p4;  p2,  p3,  de  p,  que  nous  supposons  inégales. 
Nous  aurons  maintenant 

,  ^         cndy  -j-  a^ote  -J-  a2du 

P^  +   ai-   +   <V0 

par  conséquent 

c  —  a?  =  -  /(ay  -f-  »i*--4t  «o'm), 

P 

i  ,  p(c-x)         ~  — px 

OU  ay  -j-  ajS-  -f-  a2M  =  e  =  ^;?        • 

Le  système  intégral  est  formé  des  trois  équations  qui  se  dé- 
duisent de  la  précédente  en  remplaçant  p  successivement  par 
Pi»  P?>  P3>  C  Par  Clt  C.2,  C3  et  a,  aj,  a2  par  les  valeurs  déduites  de 
deux  des  équations  (D)  où  l'on  substitue  à  p  les  nombres  olf  p2,  ps. 

Si  l'on  résout  ce  système  intégral  par  rapport  à  y,  z,  u,  on 
obtient  des  valeurs  de  la  forme 

,,  =  a<t  p>"  +  B«rp2*  +  c<r?3\ 

A,  B,  C  étant  des  constantes  arbitraires.  Comme  les  équations 
(C)  et  (E)  ne  diffèrent  que  par  le  changement  de  a  en  —  p,  on 
retrouve  la  solution  du  §  242. 

Application  géométrique. 

244.  Trajectoire  orthogonale  d'un  système  de  surfaces.  — 

Proposons-nous  de  trouver  une  courbe  qui  coupe  à  angle  droit 
toutes  les  surfaces  représentées  par  une  même  équation 

F(a?,y,*,A)=0,  (1) 

où  X  désigne  un  paramètre  variable. 

Les  cosinus  directeurs  de  la  tangente  en  un  point  M(ac,  y,  z) 
de  la  trajectoire  sont  entre  eux  comme  les  différentielles  dx, 
dy,  dz  ;  ceux  de  la  normale  en  ce  point  à  la  surface  (l)  qui  y  passe 


—  299  — 

sont  proportionnels  aux  dérivées  partielles  F\,  F'y,  F'z.  Ces 
deux  droites  étant  confondues,  on  a 

dx        dy         dz 

Eliminons  X  entre  les  équations  (1)  et  (2)  ;  nous  aurons  ainsi 
un  système  différentiel  qui  s'applique  à  tous  les  points  d'une 
même  trajectoire.  L'intégration  de  ce  système  conduit  aux  équa- 
tions des  trajectoires  demandées,  avec  deux  constantes  arbi- 
traires Cn  C'2. 

Si  l'équation  des  surfaces  proposées  est  sous  la  forme 
F(x,  y,  z)  =  X,  les  équations  (2)  donnent  immédiatement  le  sys- 
tème différentiel  des  trajectoires. 

245.  Exemple.  —  Trouver  les  trajectoires  orthogonales  des 

paraboloïdes 

ax2  -\-by2=2lz.  (3) 

Ces  courbes  ont  pour  équations  différentielles 

dx       dy  dz 

ax       by  X  ^ 

où  il  faut  remplacer  X  par  sa  valeur  tirée  de  (3).  Or,  les  équations 
(4)  donnent 

x  dx        y  dy       xdx  -\-  y  dy       x  dx  -\-  y  dy 
ax2         by2  ax2  -\-  by2  2^z 

de  sorte  que  le  système  (4)  peut  être  remplacé  par 

dx       dy       x  dx  -j-  y  dy 

—  =  y-  ■>      r ==  —  dz. 

ax       by  2z 

On  en  déduit 

xh  =  C^»,     x2  -\-y2  -\-  2z2  =  C2. 
Telles  sont  les  équations  des  trajectoires. 

Exercices  et  notes. 

L    1  +  4^  +  3*  =  *,     *+ftf  +  6*-*. 

5  31        1 

Solution  :    y  =  30^-*  +  c2e"7x  +  j-  x  ~  —  —  -  ex, 

1  9        5 

z  =  —  2C&-**  +  c2e-'x  —  -  oo  +  ^  +  —  e*. 
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3.1         2 


Solution  :     y  =  (^  —  c2#)e3x  +-ex--a; 


—  > 


4  3         9 

*  =  [5Ci  +  c2(l  —  5#)]e3x  +  --  ex  —  g  a?  —  -- 

d2V  ,'~     ,  ^       d2z  ,    _ 

3'    ^  +  ^  +  -  =  cos2^,    ^2—^  +  3^  =  0. 

En  éliminant  y  on  trouve 

d*z    ,    „d2z    t    ,„ 


d'où  =  (  c,  +  c2a?  —  --  )  cos  2x  -f  (c3  -f-  c4#)  sin  2a?. 


32, 

Substituons  cette  valeur  dans  la  seconde  des  équations  données,  etc. 


£  +  *  +  £+8*+*-~  (2) 

Eliminons  ar;  à  cet  effet,  dérivons  (1)  et  soustrayons-en  (2)  : 


(3) 


Résolvons  (1)  et  (3)  par  rapport  à  z  et  --  > 


343  3?  =  -  20  p£  +  97  pt  _  225  ^  +  y  +  23e*  -  20*~*.    (5) 
dx  dx3  dx2  dx 

Retranchons  de  (5)  la  dérivée  de  (4)  : 

g-»3  +  »ï-^W-l«r«.  (6) 

L'équation  a4  —  2as  -f-  2a  —  1  =  0    a  pour  racines  1,  1,  1,  —  1,  donc 
l'équation  (6)  prise  sans  second  membre  a  pour  intégrale  générale 

y  =  e\Q,x  -Y  C2x  +  C3x2)  -f  C4e~\ 

Une  solution  particulière  de  l'équation  (6)  est  de  la  forme  (215) 

y  =.-.;  mx2cx  -f-  nxc~x  ; 
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7  19 

on  trouve  m  =  —  '  n  =  "g  *  La  solution  générale  de  (6)  est  donc 

y  ==  <* (c,  +  C2*  -f  C3**  +  1  œJj  +  e-x/c4  +  I|  ^ 

Substituant  cette  valeur  dans  (4)  on  trouve  #. 

5    ffy  = £ ^  «te    y y_ 

dx       (z — y)2'  dx       (z — y)2' 

En  combinant  ces  équations,  on  trouve 


y  dy  —  zdz  =  0, 


dx  y  —  z 

d'Où  y2_z2===Cif      {y  —  ZY  =  2{ct—X). 

6  £+-=°>  £+*-»■ 

r,    dy       d2z  dz       d2y 

dœ~^dx2~~    y>     dx+dx^  = 

„    dy  .  dz  du 

9-  Tœ=z+u'  Tx=u+^  dû=y+z- 

Ces  équations  entraînent 

dy  -\-  dz  -\-  du       dy  —  dz . 


dx  ■= 


2(y-\-z-\-u)  z—y 


d'où  deux  premières  intégrales:  y  -\-  z  -f-  u  =  Ce2x,  y  —  z  =  Cxe~x.  En 
remplaçant  y  -\-  z  par  C<??x  —  u  dans  la  3°  équation  on  obtient  une  équa- 
tion linéaire  en  u  et  x. 

dy  dz  du 

10.  dx  = 


z  —  u       u  —  y      y  —  z 

L'équation  caractéristique  (E)  (243)  a  pour  racines  0,  V — 3,  — V  —  3  ;  à  la 
première  racine  correspond  l'intégrale  y-\-z  -\-u  =  C. 

11.  Trajectoires  orthogonales  des  quadriques  semblables 

ax2  -f-  by2  4-  ex2  =  X. 

12.  Trajectoires  orthogonales  des  surfaces 

x  y  z  =  X. 
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CHAPITRE  XIY. 

ÉQUATIONS    AUX    DÉRIVÉES    PARTIELLES 


Équations  qui  se  ramènent  aux  équations 
différentielles  ordinaires. 

246.  On  appelle  équations  aux  dérivées  partielles  ou  équations 
différentielles  partielles,  celles  dans  lesquelles  les  inconnues 
sont  des  fonctions  de  plusieurs  variables  indépendantes,  ces 
équations  pouvant  contenir  les  variables  indépendantes,  les 
fonctions  inconnues  et  leurs  dérivées  partielles. 

Une  équation  différentielle  partielle  est  dite  de  me  ordre 
quand  elle  contient  au  moins  une  dérivée  d'ordre  m  d'une  fonc- 
tion inconnue,  sans  quil  y  entre  de  dérivée  d'un  ordre  plus 
élevé. 

Les  solutions  d'une  équation  ou  de  plusieurs  équations  simul- 
tanées aux  dérivées  partielles  portent  le  nom  d'intégrales  de 
cette  ou  de  ces  équations.  Elles  peuvent  être  sous  forme  expli- 
cite ou  sous  forme  implicite  ;  dans  le  dernier  cas,  les  équations 
en  termes  finis  qui  déterminent  les  fonctions  inconnues,  sont 
également  appelées  intégrales. 

L'intégration  des  équations  différentielles  partielles  du  pre- 
mier ordre  se  ramène  souvent  à  celle  d'un  système  d'équations 
différentielles  ordinaires.  Quant  aux  équations  d'ordre  supé- 
rieur, on  ne  sait  les  intégrer  que  dans  des  cas  très  particuliers. 

Considérons  le  cas  le  plus  simple  d'une  équation  qui  contient 
une  fonction  z  de  deux  variables  indépendantes  x,  y,  avec  une 

ou  plusieurs  dérivées  partielles  -r—  =  p,  -—  =  qy Cette  équa- 
tion définit  une  surface  appelée  surface  intégrale.  On  verra 
qu'une  équation  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre 
admet  une  intégrale  générale  qui  contient  une  fonction  arbi- 
traire. Cette  fonction  permet  de  faire  passer  la  surface  intégrale 
par  une  courbe  donnée  à  l'avance. 
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247.  Cas  où  l'on  donne  une  seule  dérivée  partielle.  —  Ce 

cas  se  ramène  à  l'intégration  d'une  ou  de  plusieurs  équations 
différentielles  ordinaires. 

dz 
Exemples.  —  1°  -c-  =  x2  -f-  y2, 

La  dérivée  --  étant  prise  en  supposant  y  constant,  on  peut 
écrire 

*  =  j*02  +  y2)dx  +  y(y) 

ce 

=  y  4-  ^2  4-  <p(y)  ; 

la  constante  d'intégration  est  remplacée  par  une  fonction  arbi- 
traire de  y. 

2°  xy2  --  +  a*3  =  0. 

ày 

En  regardant  a;  comme  une  constante,  nous  écrivons 

dz  dy 

X  — =r  ==  Cl  —7  j 

£3  2/2 


d'où  —  — r  = -  +  »(»,     *  =  \/  —  -5? — r^i~KT' 

2s*-       y  V        2[a  +  y©(a?)l 

3°  --  =  aa?  +  ôy  -f-  c^:  -f-  w*« 

En  convenant  de  traiter  y  comme  une  constante,  écrivons 

dz  —  cz  doc  —  (ax  -\-  by  -f-  m)dx. 
Cette  équation  linéaire  en  x  et  z  donne  (151) 


=  ecxj  I  (ax  -\-  by  -\-  ?n)e~cxdx  -f-  <?(*/) 

ri  a 

=  ecx (aa?  4-  fy  +  wV~cx ^  e~cx  -f-  ?(y) 


ou  <sr  = {ax  -\- by  -\-  m) -\-  v(y)ecx. 

dxmdyn 

dnz  dmu 

Si  l'on  pose  — -  —  u,  on  a  à  intégrer  l'équation  -— i  =  0. 
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On  trouve  successivement 


^m  —  lu  dm~2U 

La  valeur  de  u  est  donc 

où  A0,  AT, ...,  Am_i  sont  des  fonctions  arbitraires  de  y. 
On  a  maintenant  à  intégrer  l'équation 

^4  =  Aoo?™-1  +  Mec™'2  +  ...  4.  Am_i, 

dans  laquelle  #  est  regardé  comme  une  constante. 
Une  première  intégration  donne 

dn~lz 


x1 


1  \  A0dy-\-  ...4-J  An_[rfy4B0, 


B0  désignant  une  fonction  arbitraire  de  x.  On  trouve  ensuite 

1^-  =  a?»-*  J  A0dy8  +  ...  +  J  Am_itfy*  -f  B0y  +  B„ 

Bt  étant  une  fonction  quelconque  de  x.  En  continuant  ainsi  et 
en  observant  que  f  A0dyn,  f  ATdyn,  ...  sont  des  fonctions  arbi- 
traires de  y,  on  obtient 

s  =  Y^m-i  +Y^m-2  +  ...  4-Ym_i-l-Xo!/n-1+X2f-2+...+Xn-i, 

où  Y0,  Yj,  ...,  Ym_i  représentent  des  fonctions  arbitraires  de  y, 
et  X0,  X,,  ...,  Xn_i  des  fonctions  arbitraires  de  x. 

248.  Remarque.  —  Certaines  équations  aux  dérivées  partielles 
se  ramènent  au  cas  que  l'on  vient  de  traiter. 

.  .  d2Z     .       àz 

Exemples.  -  1-  ^  +  a  --  -  <cy. 

dz 
En  posant  --  —  p,  on  obtient  l'équation  linéaire  du  premier 

ordre 

dp 

donc  (151)  p  =  e~*y    x     yeW  dy  -f  f(«)    ; 
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De  là  on  conclut 

Z  =  jXa  dX  ""  I  5  dx  ~V  er*'  i^x)dx  +  W» 

/*(.v)  et  •]/(}-)  désignant  des  fonctions  arbitraires, 

~  dzz        dz  dz 

Ar<ty       dx  dy 

Soit  —  =  p  ;  nous  aurons 

SY-«pr,     ou       l/  =    l/  » 
dy  dy  p         z 

d'où,  en  désignant  par  cp(aç)  une  fonction  arbitraire, 

Ip  =  Iz  -\-  h(x),     ou     p  =  #<p(a?). 

En  écrivant  maintenant 

CLJU  ,     . 

on  voit  que  l'intégrale  cherchée  est 

ou  *  =  f(œ)^[y), 

f(x)  et  ^(y)  étant  deux  fonctions  arbitraires. 

249.  Cas  où  l'on  donne  toutes  les  dérivées  partielles  du 
premier  ordre.  —  Nous  ne  considérons  que  le  cas  d'une  fonc- 
tion z  de  deux  variables  indépendantes  x,  y  : 

Si  M  et  N  ne  renferment  pas  z,  nous  rentrons  dans  le  pro- 
blème de  l'intégration  de  la  différentielle  totale  (130)  : 

dz  =  Udx  +  Ndy.  (2) 

Neuberg,  An.  inf.,  II.  m 
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Si  M  et  N  renferment  les  trois  variables  x,  y,  z,  nous  aurons 
encore  la  condition  d'intégrabilité 

dM\        fdN 
dy  J        \àx 

les  dérivées  entourées  de  parenthèses  indiquent  des  dérivées 
totales  par  rapport  à  y  ou  x,  z  étant  considéré  comme  fonction 
de  y  ou  x.  Cette  condition  revient  à 

dU        âM  dz  _    dN        dN  dz 
dy         dz  dy        doc         dz  dx 

ou,  à  cause  des  relations  (1),  à 

^M  _l  n  —  -  ÔN  4-  M  ^N 
dx  dz  dx  dz 

250.  Le  problème  peut  être  traité  sous  une  forme  un  peu  plus 
générale.  Soit  à  intégrer  l'équation 

Mda>  +  Ndy  -f-  ?dz  =  0 .  (3) 

Deux  cas  peuvent  se  présenter  : 

1°  Le  premier  membre  de  (3)  est  la  différentielle  totale  d'une 
fonction  F(x,  y,  z)  des  trois  variables  x,  y,  z  ;  alors 


dx  dy  dz 


et  l'on  a  les  conditions  d'intégrabilité 

dM        dN        âM        dP         dN        dP 


(4) 


dy         dx         dz         dx  dz         dy 

La  relation  cherchée  entre  x,  y,  z  est  (136) 

jl  Mdx  +  jl  N*dy  +  jl  Pahdz  =  C, 

où  C  est  une  constante  arbitraire  et  où  les  indices  a,  b  marquent 
que  x,  y  sont  remplacés. par  a,  b. 

2°  Si  le  premier  membre  de  (3)  n'est  pas  une  différentielle 
totale  exacte,  l'équation  (3)  provient  de  l'élimination  d'une 
constante  C  entre  l'intégrale  cherchée  F(x,  y,  z,  C)  =  0  et 
l'équation  différentielle 

dF  dF  dF 

^  dx  -\-~  dy  +  °~  dz  =  0. 

dx  dy  dz 


:M)7  — 


Comme  on  a 

dz 

M 

dz 

N 

dx 

~  P  ' 

ày  ~ 

P 

(5) 


la  condition  d'intégrabilité  prend  la  forme 


ou 


(m 

V  ~ày 


=  P 


dx         dz   dx 


dP  _    dP  dz 

dy        dz  dy 


dP        dP  dz\ 

dx  dz - dx 


dz       dz- 
ou  eneore,  en  remplaçant    . -    »    .    ■  par  les  valeurs  (o 

°  dx      dy  v  ' 


M 


On  voit  immédiatement  que  cette  égalité  est  vérifiée  lorsque 
Mdx   |-  Nrfy  4_  P^  es^  une  différentielle  totale  exacte. 

251.  Facteur  d'intégrabilité.  —  Si  Mdx  -±- Ndy  -)r  Pdz  n'est 
pas  une  différentielle  totale  exacte,  et  que  M,  X,  P  vérifient 
l'égalité  (G),  i7  existe  un  facteur  v,  fonction  de  x,  y,  z  et"  te/,  (/«e  /c 
produit  v(Mdx  4-  Ndy  4-  Pdzj  est  une  différentielle  totale  exacte. 

En  effet,  l'intégrale  existe  et  renferme  une  constante  arbi- 
traire; mettons-la  sous  la  forme  F(x,  y,  z)  =  C.  Nous  aurons 


par  conséquent 


ce  qui  revient  à 


dz 

F' 

1     X 

d« 

F'y. 

dx 

=  ~F'Z' 

•-></  = 

F'z  ' 

dx 

4-  Nc/y  4-  Pdz  - 

-■  0 

équiv 

dz 

M 

r).~ 

N 

dx 

=  '"  P  ' 

tyT 

"P; 

F'z     =  T 

F', 

5 

N 
P' 

F'x 

F'y 

*    Z 

M 

N 

P 

(7) 


Les  relations  (7)  sont  des  identités;  autrement,  elles  établi- 
raient entre  x,  y,  z  une  ou  deux  relations  distinctes  de  Tinté- 
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grale  V(x,  y,z)  —  C.  En  désignant  donc  par  v  la  valeur  commune 
des  trois  rapports  (7),  on  aura 

F'x  =  vM,     F'y  -  t?N,     F'z  -=  vP, 
et  par  suite 

F'xdx  -  \-  F'yc/y  +  F'z  dz  =  v{Mdx  +  Ndy  +  P<&).  (8) 

Il  en  résulte  que  v(Mdx  4-  Nrîy  -f-  Pcte)  est  la  différentielle 
totale  de  la  fonction  F(x,  y,  z). 

Il  existe  une  infinité  de  facteurs  d'intégrabilité.  Car  l'éga- 
lité (8)  donne,  quelle  que  soit  la  fonction  <p(iz), 

«Pr(F)(Frscto  +  F'ydy  -f  F'zdz)  =  wp'(F)(M<fo  +  Ncfy  +  Pcfe)  ; 

comme  le  1er  membre  est  la  différentielle  de<p(F),  y?'(F)est  encore 
un  facteur  intégrant.  A  ce  facteur  correspond  l'intégrale  »(F)=C, 
qui  ne  diffère  pas  essentiellement  de  l'intégrale  F(x,  y,  z)  =  C. 
Enfin,  si  l'on  connaît  deux  facteurs  intégrants  y  et  y,,  l'inté- 
grale cherchée  est  —  =  C;  car  on  peut  démontrer  que  vv  est  de  la 

forme  vv(F),  F(.v,  y,  z)  étant  l'intégrale  de  v(Mdx  -\-  Nc/y  4-  ~Pdz). 
252.  Intégration  de  l'équation 

M<&?  4- Ndy  +  P<fe  ==  0.  (i) 

On  peut  toujours  prendre  à  volonté,  parmi  les  trois  variables 
x,  y,  zy  celle  que  l'on  considérera  comme  une  fonction  des  deux 
autres.  Pour  fixer  les  idées,  considérons  z  comme  variable 
dépendante. 

Si  l'on  fait  varier  z  avec  x  seul,  on  a  dy  =  0,  et  les  différen- 
tielles dz,  dx  vérifient  l'équation 

Mdœ  4-  Vdz  =  0.  (2) 

Soit 

Ffoy,*,Y)  =  0  (3) 

l'intégrale  de  (2);  ce  sera  aussi  l'intégrale  de  (1)  si  l'on  déter- 
mine la  constante  d'intégration  Y,  qui  peut  être  fonction  de  y, 
par  la  condition  que  les  relations 

dF  dF  dF 

Nrfy  -j-  Vdz  -  0.  (5) 


qui  correspondent  à  z  variant  avec  y  seul,  soient  équivalentes. 

Par  suite,  si  l'on  remplace  dans  (4)  dz  par =f-%  et  qu'on 

élimine  z  ou  x  entre  l'égalité  ainsi  obtenue  et  l'équation  (3), 
l'autre  variable  x  ou  z  doit  disparaître,  de  sorte  qu'il  reste  une 
relation  entre  y  et  Y  ;  cette  relation  fera  connaître  Y. 

253.  Exemples. 

1°  {x-  -f  yz)dz  +  (a  -h  *)  {ce  dy  —  y  dx)  =  0. 

Cette  équation  s'intègre  par  un  procédé  qui  rappelle  la  sépa- 
ration des  variables.  En  effet,  on  peut  écrire 

dz  ce  du  —  y  dx 


a  -j-  z 

x2 
xdy 

—  y  dx 

^  i 

on 

dz 
a  +  z 

1 

x2 

=  0; 

1 

1  -f 

-©' 

l'intég 

raie  cherchée  est  donc 

l(a  -f 

*)  +  arc  tg  |  = 

c. 

2° 

(1  -\-x-\~y 

+  z)dx 

4-  dy  + 

dz  ■■ 

Sil'( 

)n  écrit 

-x 


0. 


on  voit  que  l'intégrale  cherchée  est 

x  -\-  l{x  -\-  y  -\-  z)  =  le ,     ou     x  -\-  y  -\-  z  =  ce~ 

3°  (y  -f  z)  y  dx  -f-  (a?  -f  s)  *  ^  +  (y  —  a?)  y  <te  =  0.  (a) 

La  suite  des  opérations  nous  apprendra  si  l'intégrale  existe. 
En  faisant  varier  z  avec  x  seul,  on  a 

(y  +  z)y  dx  +  (y  —  x)ydz  =  0, 

équation  qu'on  intègre  immédiatement  par  séparation  des  va- 
riables. On  trouve  successivement 

î=;+zTï-°>  -«*— >  +  <(*+«>-", 

y  -{-z  =  Y(y  —  x),  &) 

Y  étant  fonction  de  r  seul. 
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.  Différentions  (b)  eu  regardant  a*  comme  constant  ;  il  vient 

dy  +  dz  =  {y  —  x)  d\  -\-  Ydy.  (c) 

Dans  la  même  hypothèse,  l'équation  (a)  se  réduit  à 

(x  -f-  z)  z  dy  -\-  [y  —  x)  y  dz  =  0.  (d) 

Eliminons  maintenant  z  et  dz  entre  les  égalités  (b),  (c),  (d). 
A  cet  effet,  substituons  d'abord  dans  (d)  la  valeur  de  z  tirée  de  (b)  : 

[x  +  Y(y  —  x)  —  y]  \\(y  —  x)  -  y]dy  -f  (y  —  a?)y  cfe  =  0 , 

et  divisons  par  y  —  x  : 

(Y  -  l)[Y(y  -  *)  -  y]^  +  y  rfs  =  0 . 

Eliminons  dz  entre  cette  relation  et  l'équation  (c)  ;  il  vient 

,         (Y  —  l)[Y(y  —  x)  —  y] 
dy  —  — - — — -  dy  =  (y  —  x)d\  -|-  1  rfy  ; 

ou,  en  réunissant  les  termes  en  dy. 

!  (1  -  Y)y  -  (Y  -  ï)[Y(y  -  a?)  -  y]  |  tfj/  =  y(y  -  x)  dY  ; 

et  en  réduisant  et  simplifiant  ensuite  par  y  —  x, 

Y(Y_  \)dy+ydY  =  0. 

Cette  équation  s'intègre   par  séparation   des   variables  ;    on 
trouve 

Y=      V      , 

y  —  c 

c  étant  une  constante  arbitraire.  L'intégrale  cherchée  s'obtient 
en  remplaçant  Y  par  la  valeur  précédente  dans  [b)  ;  par  suite 

y(x  +  z)  =  C(y+  z). 

254.  Équations  homogènes.    —  Lorsque  M,  X,  P  sont  des 

fonctions    homogènes    de    même    degré    m,    on    peut    intégrer 

l'équation 

Mûte  +  Ndy   |-  Pete  =  0 

en  posant  .v  =  uz,  y  =  vz.  En  effet,  M,  X,  P  sont  de  la  forme 

M  =  s^Mj,     N  =  :U,N„     P  =  ^P,, 

x  y 

où  Mj,  Xn  P1  sont  des  fonctions  des  rapports  -  =  u,  -  =t;. 


-  311  - 

L'équation  proposée  se  ramène  donc  à  celle-ci 

M^ic  dz  -h  z  du)  -f  N^y  dz  -\-  z  dv) -{- V l  dz  =  i) , 
ou  (Mju  4-  IV  -h  Pi)rf*  4-  z(M,du  -f  N^i?)  =  0, 

rte  M,g?m  4-  N,o?v 

ou  K,       ,    ^t  r^ -  =  0; 

z        Mxic+  Nlu4-P1 

le  second  terme  doit  être  une  différentielle  totale  exacte,  ce  qui 
exige 


Mxm  4-  V  +  FJ  _      \M,w  4-  N,u  4-  Pj 


du  dw 


Exercices  et  notes. 


dz      ax  4-  #y 

1.     Intégrer  l'équation  — -  = — -£- 

da?        ex  4-  /y 


a       ,    ôc  —  a/1 

-  Û5 - 

C  CÀ 


Solution  :  z  =  -  x  4- #Z(ca?  4-  /%/)  4-  cp{y). 


/j2~ 

2.  Intégrer  l'équation  — -  =  ##  4"  0j/  +  c- 

fi  y*  nr 

Solution  :  £  =  -g-  4~  %  4-  c)  —  +  a?<pty)  +  <]>(?/). 

3.  Intégrer  l'équation  #  —  =  ax  -\-  by  -{-  c. 

ox 

Solution  :  z~  =  ax2  -\-  2(by  -\-  c)x  -\-  <?(y). 

d2~ 

4.  Intégrer  l'équation  -  =  ax  -\~  bu  -\-  c. 

Oxoy 

ax2y  -\-  bi/2x  ,      .  ,        . ,   . 

Solution  :  z  =     —     L     - h  cxy  -}-  ©(a?)  4~  <K#). 

5.  Intégrer  y  efa?  —  xdy  —        ote  =  0.  —  Solution  :  z  ■=  Cey. 

d23-  1 

6.  Intégrer  ^-  =  »y.  -  SoZiitam  ;  *  =  -  x2y2  +  <?(»  4-  i|,(y). 

7.  Intégrer  x    ,-"  ==  n  --  ■  —  Solution  :  Z  —  a^+Wy)  4~  'ï'(y). 

8.  ay2Z'ldx  4-  bzzx~dy  -\-  cx2y2dz  =  0.   -  Solution  :  — | }-  -  =C. 

ce      y       z 

9-    û24-y~  4-^2)^4-(s2  +  ^4-^2x/y  4-  [ce* -\- œy  +  y*-)dz  =  0. 

Solution  :  xy  -\-  yz  -\-  zx  =  C(a?  4~  ,?/  4~  *)  • 
Si  /  reste  constant,  on  a  l'équation  différentielle 
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dx  dz 

a2  +  xy  4-  y2        z2  +  zy  +  y2  ' 

dont  l'intégrale, 

— 77;  arc  tg      --^  -4 —  arc  tg /0l   =  Y, 

y  i/3  y  i/3        ?/  i/3  ?/  ^3 

0(4-8 
à  cause  de  [arc  tg  a  -f  arc  tg  p  =  arc  tg        — ^  se  ramène  à 

2  (a;  +  y  -f  *)y|/3 

y  1/3  fe  ?/2  —  y{x  -f  *)— 2a*  ' 

?/2  —  y(oo  -\~  z)  —  2xz  Xy  i/3 

d'où,  en  remplaçant  le  numérateur  par  2y2  —  y{x  -\-  y  -\-  z)  —  2xz, 


y2  —  xz 


-■■^u 


x  +  y  +  z 

Y  et  YL  désignant  des  fonctions  de  y  seul. 
Par  analogie,  l'intégrale  cherchée  est  aussi 

~  yz       -v 


où  X)  est  fonction  de  x  seul.  Si  l'on  tire  z  de  la  dernière  pour  substituer 
la  valeur  dans  la  première,  on  trouve 

•Yj  =  y  —  x-\-  Xi; 

d'où  l'on  conclut  YL  =  ?/  —  C,  Xx  ==  x  —  C. 

10.  [2xz  -f-  ^3;^  4-  2y*  dy  —  2(x2  +  j/2  +  a2)c/j  =  0. 
Solution  :  xz2  -f  X2  -j-  j/2  +  a2  =  Ce2. 

11.  Equation  d'une  surface  dont  la  normale  passe  par  un  point  fixe  (a,  b,  c). 
On  a  les  deux  équations 

a  —  x  +  p(c  —  z)  =  0,     (b  —  y)?  -f  (c  —  5)  =  0, 
qui  donnent 

(a  —  x)dx  -f  (c  —  z)dz  =  0,     [h  —  y)dy  -\-  (c  —  sjote  =  0, 

en  sous-entendant  que  dans  la  première  z  varie  avec  .v  seul,  dans  la 
seconde  avec  y  seul.  On  en  déduit 

(a  -  x)2 -{- (c  -  z)~  =~Y, 

Y  étant  une  fonction  de  y  seul.  En  différeutiant  cette  équation  dans  l'hy- 
pothèse de  x  constant,  on  obtient,  2(c  —  z)dz  ==  dY\  d'où,  à  cause  de  la 
seconde  équation  de  condition,  dY  =  —  2(b  — y)dy,  etc. 
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Formation  des  équations  aux  dértvées  partielles. 

255.  Les  équations  différentielles  ordinaires  résultent  de 
l'élimination  des  constantes  arbitraires  entre  une  équation  en 
termes  finis  et  ses  dérivées  successives  (140). 

De  même  les  équations  aux  dérivées  partielles  se  forment  en 
éliminant  soit  des  constantes  arbitraires,  soit  des  fonctions 
arbitraires  entre  une  équation  et  ses  dérivées.  Nous  allons 
donner  quelques  exemples  de  cette  formation. 

256.  L'équation 

F(œ,y,s,a,b)  =  0  (1) 

représente  une  suite  doublement  indéfinie  de  surfaces  lorsque 
les  paramètres  a  et  b  varient.  Pour  avoir  une  équation  indé- 
pendante de  a  et  b,  éliminons  a  et  b  entre  l'équation  (1)  et  ses 
dérivées 

*,  +  *.*-«,     F'y  +  F',|  =  0. 

Le  résultat  aura  la  forme 

il  exprime  une  propriété  du  plan  tangent  (ou  de  la  normale)  en 
un  point  quelconque  de  l'une  quelconque  des  surfaces  (1). 

257.  Soient 

u  =  f[x,  y,  z),     v  =  <p(a?,  y,  z) 

deux  fonctions  données  de  x,  y,  z.  L'équation 

F(u,  v)  =  0  (2) 

établit  une  relation  entre  .v,  y,  z.  Si  on  la  dérive  en  considérant 
z  comme  une  fonction  de  x,  y  définie  par  cette  équation  (2),  on 
trouve  (*) 


,  , ,  .  ,       , .  .    .      dz     ôz     <)2z      (T2z      d-z 

{)  p,  q,  r,  s,  t  désignent  les  dérivées  :     >  —  »  -r—  >  - — -    >    - 

Ox    dy     dx1    ùxùy    ôy'1 
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Entre  ces  égalités  on  peut  éliminer  F'u,  F'v;  il  vient 


dit  du  dit  dit 
dx  dz  dy  dz 
dv    ,    dv        dr       dv 


=  0, 


dx       dz         dy       dz 

d'où,  en  décomposant  le  déterminant  en  quatre  autres  (I,  p.  57), 

d(u,  v)       d(u,  v)  d(u,  v) 

d[x,y)^  d(z,y)>  ^  d,x,  z)q  '-"'  W 

258.  Interprétation  géométrique.  —  Une  surface  est  le  lieu 
d'une  courbe  qui  change  de  forme  et  de  position  d'après  une  loi 
déterminée.  Soient 

f(x,  y,  Z)  ■■=  a,      o(x,  y,  z)  ■-=  p  (4) 

les  équations  de  la  génératrice  :  /'et  «  sont  des  fonctions  données, 
a  et  p  deux  paramètres  variables  d'une  position  de  la  courbe  à 
l'autre.  Pour  déterminer  la  surface,  il    faut  encore  connaître 

une  relation 

F(a,  p)  =  0  (5) 

entre  ces  paramètres  ;  on  obtient  ordinairement  cette  relation 
en  exprimant  que  la  génératrice  s'appuie  constamment  sur  une 
directrice  donnée.  Si  on  élimine  a,  3  entre  (4)  et  (5),  l'équation 
résultante 

m  ?)  -  o  (6) 

représente  la  surface  cherchée. 

Cette  surface  varie  avec  la  relation  (5).  Toutes  les  surfaces 
qui  correspondent  aux  mêmes  génératrices  (4)  sont  dites  appar- 
tenir à  une  môme  famille.  Pour  obtenir  une  équation  convenant 
à  toutes  les  surfaces  de  la  famille,  on  élimine  la  fonction  variable 
F  entre  les  dérivées  premières  de  (G)  ;  on  trouve  ainsi  l'équa- 
tion (3)  où  n  et  v  tiennent  lieu  /(a*,  y,  z),  »(a*,  y,  z). 

L'équation  (3)  exprime  que  le  plan  tangent  en  un  point  de  la 
surface  contient  la  tangente  menée  en  ce  point  à  la  génératrice; 
car  la  tangente  à  la  courbe  (4)  a  pour  équations 

S(X-*)g  =  0,     S(X— )g  =  0. 

et  le  plan  tangent  est  représenté  par 

(X  -  x)p  +  (Y  -  y)  q  -  (Z  -  z)  =  0. 
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Nous  allons  donner  ci-après  un  exemple  (259);  les  surfaces 
cylindriques,  coniques,  de  révolution,  etc.,  seront  traitées  plus 
loin  (262,  266). 

259.  Surfaces  cyclotomiques  (*).  —  Une  surface  cycloto- 
mique  (fig\  .'>~  >  est  engendrée  par  une  circonférence  variable 

CDM,  dont  le  plan  passe  par  une  droite  fixe  OZ  et  dont  le  centre 

O  est  fixe. 

Figr.  37. 


Si  OX,  OY,  OZ  sont  trois  axes  rectangulaires,  les  équations 

de  la  circonférence  mobile  sont 


x-  -Y  y-  -f- 


y  =  ?x> 


a  et  3  étant  variables.  Pour  que  la  surface  soit  déterminée,  on 
doit  se  donner  la  loi  suivant  laquelle  le  rayon  du  cercle  varie 
avec  la  position  de  son  plan  ;  par  exemple,  la  circonférence 
CDM  s'appuie  sur  une  courbe  donnée  AMB  (directrice),  située 
dans  le  plan  xy.  Si  a  =  F(3)  est  la  relation  entre  «  et  3,  l'équa- 
tion de  la  surface  cyclotomique  est 


x~  +  yz  +  s2  =  F 


On  en  déduit 


;)(**). 


2x  -f  2zp  =  -  F' 


v\  y 


x   x2 


2y  +  2zq  =  F 


«Mi 


JU  j   *Xj 


(*)  Pour  une  étude  de  ees  surfaces,  voir  les  Mélange*  Mathématiques  de 
Catalan,  t.  I,  p.  157. 

(*rj  Si  l'on  prend  pour  directrice  une  circonférence  tangente  à  OY  en  O, 
l'équation  de  la  surface  est 

(x2  +  y2  +  z2)  (x2  +  y2)  =  4a2ocz. 
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en  éliminant  F7-  )  on  obtient  l'équation  aux  dérivées  partielles 

de  toutes  les  surfaces  C37clotomiques  ayant  même  centre  O  et 
même  axe  OZ  : 

x%  4-  y~  -f-  z(px  -h  qy)  =  0 . 

260.  Surfaces  réglées  à  plan  directeur  —  1°  Si  la  géné- 
ratrice rectiligue  est  constamment  parallèle  au  plan  xyt  ses 

équations  sont 

ax  -f-  by  =  1 ,     z  =  c . 

Pour  définir  complètement  la  surface,  on  peut  donner  deux 
directrices  sur  lesquelles  s'appuie  la  génératrice.  Ces  conditions 
conduisent  à  deux  relations  entre  les  paramètres  variables  a,  6, 
c;  on  en  tire  a  =  f{c),  6  =  cp(c).  Une  génératrice  a  donc  pour 
équations 

xf[c)  -r-y?(<0  =  1,    -  =  c; 

d'où  l'équation  de  la  surface 

Pour  éliminer  les  fonctions  f  et  ©,  qui  varient  d'une  surface  à 
l'autre,  dérivons  l'équation  (a)  successivement  par  rapport  à  x 
et  à  y  ;  il  vient 

f(z)  -f  [*/"(*)  +  y<p'(*)]  P  -  0,    *(z)  -f-  [*/"(*)  +  m*)]*  -  °  • 

Ces  égalités  donnent 

f(Z)  P  P  M    \ 

■V'z)  désignant  une  fonction  arbitraire  de  z.  Si  l'on  dérive  cette 
égalité  successivement  par  rapport  à  x  et  à  y,  on  obtient 


puis,  en  éliminant  ^'(c), 


2S  ?2 


(/s  —  pt      q 

2°  On  obtient  une  équation  plus  simple  si  le  plan  directeur 
est  le  plan  xz.  Une  génératrice  a  alors  pour  équations 

y  =  a,     z  =  b%  -\-c; 
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en  exprimant  qu'elle  s'appuie  sur  deux  directrices  données,  on 
voit  que  b  et  c  sont  des  fonctions  connues  de  a  ;  on  peut  doue 
écrire  pour  les  équations  d'une  génératrice 

y  —a,     z  —  xf[a)  -}-  <p(a). 

L'équation  de  la  surface  sera 


On  en  déduit 


ôz  d2/~ 


de  manière  que  l'équation  différentielle  de  toutes  les  surfaces 
réglées  ayant  pour  plan  directeur  le  plan  xz  est 

261.  Surfaces  développables.  —  Une  surface  développable 

est  l'enveloppe  d'un  plan  mobile  dont  chaque  position  dépend 
de  la  valeur  d'un  paramètre  variable  (I,  356).  Soit 

ouv  +  f[*)y  +  •{*)*  =  1  (7) 

l'équation  de  ce  plan;  c'est  aussi  l'équation  de  la  surface  si  l'on 
y  remplace  a  par  sa  valeur  tirée  de  l'égalité 

*  +  f{*)y  +  *'(«)*  =  0,  (8) 

qu'on  obtient  en  dérivant  (7)  par  rapport  à  a. 

Dérivons  (7)  en  considérant  z  et  a  comme  des  fonctions  de  x,y: 

a  +  <p(«)p  +  [x  -h  ffz)y  +  *'(a)z]  ^  =  0, 

A*)  f  <K*te  +  [*  +  A-)//  +  •'(*)*]  ^  =  0; 
d'où,  à  cause  de  (8), 

a  +  o(a)p  =  0,      /-(a)  -f-  ç (a)?  =  0.  (9) 

Si,  entre  les  équations  (9),  on  élimine  a,  on  trouve  une  équa- 
tion de  condition  entre  p  et  g,  soit 

Dérivons  celle-ci  successivement  par  rapport  à  :v  et  a  y  ;  nous 

aurons 

r  =  <!%>,     *  =  +'(?)*; 
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puis,  en  élimant  i>'{q), 

ri  —  s1  =  0. 

Telle  est  l'équation  aux  dérivées  partielles  des  surfaces  déve- 
loppai)! es. 

On  peut  encore  y  arriver  en  considérant  la  surface  comme  le 
lieu  des  tangentes  à  une  courbe  gauche  (I,  266).  Si  x  =  f(z), 
Y  —  <?(z)  sont  les  équations  de  cette  courbe,  la  tangente  est 
représentée  par 

00  —  M  =  f{*){z  -  a) ,      y  -  ?(a)  =  »'(«)(*  -  a). 

L'équation  de  la  surface  s'obtient  en  éliminant  a  entre  les 
deux  égalités  précédentes.  Si  Ton  dérive  celles-ci  par  rapport  à 
x  en  considérant  s  et  a  comme  des  fonctions  de  x,  et  3*  comme 
constant,  on  trouve 

1   -  Pf(*)  =  (*  -  «)/"(«)  ~l .      PVW  —  (*  -  «)?"(«)  * 


et  en  éliminant   . 
dx 


De  même 


r  +  si/y  -  ?r)  =  0. 


L'élimination  de  a  entre  ces  équations  donne,  comme  ci- 
dessus,  une  relation  de  la  forme  p  =  <Ktf),  °^e  laquelle  on  déduira 
7'/  -  .s2  =  0. 

Exercices  et  notes. 

1.  Eliminer  la  fonction  '•?  de  l'équation  x2  -\-  y2  -f-  z-  =  »(#  -j-y  -f-  .s). 
Réponse  :    p{z  —  yj  —  g(.s  —  ac)  -f-  (*  —  j)  =  0. 

2.  Equation  aux  dérivées  partielles  de  toutes  les  sphères  de  même  rayon 
et  ayant  leur  t'entre  dans  le  plan  xy.  Réponse  :  zz(l  -{-  p'2  -\-q2)  =  a2. 

3.  Equation  aux  dérivées  partielles  des  surfaces  admettant  des  généra- 
trices rectilignes  qui  s'appuient  sur  deux  directrices  rectilignes  données. 

Soient  (Pj  =  0,  P2==0)  et  (?3.=  0,  P4  =  0)  les  équations  des  deux  direc- 
trices ;  on  suppose  Pi  =  Ai  x  -\- B\  y  -\- Ci  z -]-  Di .  Une  génératrice  a  pour 
équations 

P]_aP2  =  0,     P3_pp4==0; 

si  l'on  exprime  qu'elle  s'appuie  sur  une  troisième  directrice  donnée,  on 
trouve  une  équation  de  condition  a  =  F(f3).  Les  surfaces  considérées  ont 
donc  pour  équation  en  termes  finis 
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et  pour  équation  différentielle  partielle 

IMAi  +  ÇiP)  -  P,(A2  +  CZP)  _  P4ÇA3  4-  C^p)  -  PJA4  -I-  C^p) 
P2(B,  +  C,?)  -  P1(B2  +  Crf)  "■  P4(B3  +  C,î)  -  -  P3(B4    |    (:i7j  ' 

Choisissons  les  axes  de  manière  que  les  équations  des  directrices  soient 
(x  =  0,  y=Q),  (y  =  a,  z  =  b)\  l'équation  générale  des  surfaces  sera 

y  =  f  f?  ~  ? 

a?         V  2  —  h 

On  en  déduit 

?/0  —  b)  —  (y  —  a)  (px  -[-  qy)  =  0. 

4.  Equation  aux  dérivées  partielles  des  surfaces  dont  les  sections  par 
des  plans  menés  suivant  OZ  sont  des  hyperboles  équilatères  ayant  pour 
centre  ()  et  pour  asymptote  OZ. 

Menons  un  plan  ZOX'  coupant  le  plan  xy  suivant  la  droite  0\\  La 
section  de  la  surface  par  ce  plan  a  pour  équation  zxJ  =  a,  les  axes  étant 

OX\  OZ  ;  comme  x'  =  \  x2-{-y-,  la  même  courbe  rapportée  aux  axes  OX, 
OY,  OZ  est  représentée  par 

z\f  x~  -\-  y~  =  a,     y  =  fia?. 

Pour  que  la  surface  soit  déterminée,  on  doit  connaître  une  directrice 
sur  laquelle  s'appuie  l'hyperbole  mobile,  ou  une  redation  a  =  F(S).  L'équa- 
tion de  la  surface  est  alors 


*V**+^  =  F(f); 


on  en  déduit 

px  +  qy  +  z  =•■  0. 

Cette  équation  aux  dérivées  partielles  exprime  que  le  plan  tangent  en 
un  point  M  coupe  OZ  en  un  point  dont  la  cote  z  est  double  de  celle 
de  M. 

Cette  propriété  résulte  aussi  de  ce  que  le  plan  tangent  contient  la  tan- 
gente en  M  à  l'hyperbole  méridienne  correspondante. 

5.  Equation  aux  dérivées  partielles  de  la  surface  engendrée  par  une 
parabole  mobile  dont  le  sommet  se  meut  dans  le  plan  xy  :  l'axe  de  la  para- 
bole est  parallèle  à  OZ  et  son  plan  passe  par  OZ, 

Equation  de  la  parabole  mobile  : 

(V-^2  + 1/2  —  «)2  =  2$z,     y  =  yx. 
x  et  R  étant  des  fonctions  connues  de  y,  la  surface  a  pour  équation 


Eliminons  les  fonctions  /'et  cp.  Nous  avons  d'abord 

=  (f  +  vv) 


\/^2  +  ?/2        2\/z' 

y       __    q 

\Jx~  +  y«  "     2\Jz  T 


'  x]       y  ■  1  \     x 


Jî)-(r  +  ^')l 
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don  *-J '    *  '     =  -  <p  (  - 

px  -\-  qy  2  '  \x, 

Ensuite 

(px  -h  qyf  =  2^(rx2  -f  2s#?/  +  ty2). 

6.  Equation  de  la  surface  engendrée  par  une  droite  qui  rencontre  une 
droite  fixe  OZ. 
Les  équations  d'une  génératrice  sont 

y  =  ax,     z  =  #/'(#)  -f  '?(«)  ; 
celle  de  la  surface  est  donc 

D'où      î»  =  /-  (|)  +  (-/"'  +  ?')(-  |2)  -      ?  =  «  +  ?')  i  ' 
et  en  éliminant  xf  -\-  œr, 

Si  l'on  dérive  une  seconde  fois,  on  peut  éliminer  f  f—  1  et  l'on  trouve 

rx2  -f-  2s.s«/  -j-  ft/2  =  0 . 


7.  Equation  des  surfaces  réglées. 
Une  génératrice  a  pour  équations 


x 


«4- -A*).       */=<?(*)  +  *F(a). 


En  vertu  de  ces  équations  on  peut  considérer  z  et  a  comme  des  fonctions 
de  x  et  y  ;  en  dérivant  successivement  par  rapport  à  x  et  à  y,  on  obtient 

0  -  pF  +  (»'  +  zF'j  g,     1  =  9F  +  (,'  +  2F')  g  •  (2) 


(3) 


Si  l'on  combine  les  équations  (1),  puis  les  équations  (2),  on  trouve 

dx    doi    _pf —  1  pF 

dx  '  dy  qf  qF  —  1 

d'où  pf-\-  qF  =  1-  (4) 

Dérivons  (4j  successivement  par  rapport  à  ac  et  y  ;  nous  aurons 
rf  -h  *F  +  (p/«  +  pF>)  d£  =  0,     tf  +  t¥  +  (pf'  +  qV)  J  -  0, 

da    dz        rf+sF 

(l'OU  -T-  !    T-    ==        jy      ,    —=    • 

dx   dy       sf  -f-  iF 


3'>\ 


Mais  en  vertu  de  (3)  et  (4), 

dx    da        pf —  1  q¥  F 

ùx'  dy  ~        qf  qf  ~f 


(5) 


donc  Vjf  ±  fF  ==  ~l  '     ou     r/*  +  25/-F  +  tV*  *  0.  (G) 

Soit  u  le  premier  membre  de  (6)  ;  on  a 

du       dudx  du       duda 

dx       dx  dx         '     dy       dx  dy 

d'où,  en  tenant  compte  de  (5), 

dx  >  da        <^£   du  F 

da?  *  dy       dx  '  d?/  /' 

On  éliminera  le  rapport  -  entre  les  équations  u  =  0  et 

1  dx^     dy-'   dx*  ^    '      dx-dy   ^    '      dxdy-  ^       dy*  ' 

et  l'on  aura  l'équation  cherchée. 

S.  Equation  des  surfaces  canaux. 

On  nomme  surface  canal  l'enveloppe  d'une  sphère  de  rayon  constant 
dont  le  centre  parcourt  une  courbe  quelconque.  Si  cette  courbe  a  pour 
équations  x  =  f[z),  y~y{z)>  la  sphère  mobile  a  pour  équation 

[oo  -  A*)]2  +  [y  -  ?(«)?  +  (*  -  *)2  =  R2,  (i) 

et  l'équation  de  l'enveloppe  résulte  de  l'élimination  de  x  entre  (1)  et 

[a,  _  f(x)]f\x)  -f  [y  -  cp(«)]?^a)  -f  [z  -  a)  =  0.  (2) 

Soit  u  le  premier  membre  de  (1)  et  considérons  z  et  x  comme  des  fonc- 
tions de  x  et  y  définies  par  les  deux  équations 

u  =  R2,     —  =  0. 
dx 

En  dérivant  u  =  R2  successivement  par  rapport  à  x  et  à  y,  on  trouve 

du       dudx  du       du  dot. 

dx       dx  ôx  '      dy       d<x  dy 

,    au 
ou  simplement,  a  cause  de  —  =  0, 

dx 

x  —  /W  +  O  —  ")£  =  <),    y  —  *(«)  +  (*  —  a)?  =  0.         (3) 
Comme  /"(-x)  est  nécessairement  une  fonction  de  ff(*),  nous  pouvons  écrire 

».-+*(*  —  ■)  =  ?[y  +  ?(*  -  ■)!•  (4) 

Neuberg,  An.  inf.,  II.  iïi 
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Si  l'on  élimine  .\-  —  fiy),  y  —  'f  (2)  entre  (\)  et  (3),  on  trouve  aussi 

R 


Portant  cette  valeur  de  z  —  a  dans  (4)  on  obtient 

pR  T.  f  _    ,  çR 


x  -j- 


VV-f  qz  -f  1 


Fh/  + 


\lp2  +  q2  +  1 


Il  ne  reste  plus  qu'à  éliminer  la  fonction  F  variable  d'une  surface  canal 
à  une  autre.  L'équation  différentielle  cherchée  est 

R2(^-^+R\/l+F4^ 

8.  Une  ellipse  tourne  'autour  de  l'un  de  ses  axes  ;  le  centre  est  fixe  et  les 
longueurs  des  axes  varient  d'après  une  loi  connue.  Trouver  l'équation 
différentielle  partielle  de  la  surface  ainsi  engendrée. 

Equation  de  la  surface 

g-  +  y2  .     &    _  -, 


d'où 


2^      2zp 

y  H r 

2j/       2^?  _ 


(^-Ky8)/"'  ,   *Y 


r 


+ 


ar 


0, 


2\f 


(*2-\-y2)f 

r 


+ 


—  =  0. 

x 


Eliminons  la  quantité  entre  crochets  : 

a?2  +  y2  _  f  =  , 

^(pX  -f-  <££/)  cp  '     ^#7 

dérivons  de  nouveau  et  éliminons  6'  : 

(pa?  +  g#)  (0  — -pa?  —  ?//)  =  z(rx2  -f  2s^/  +  ty2), 


Intégration  de  l'équation   P/)  -f-  Qq  =  R. 


262.  Soient  z  une  fonction  de  deux  variables  indépendantes 

x.  y  :  /),  q  les  dérivées  partielles  --  >  -- ,  et  P,  Q,  R  trois  fonc- 

tions  données  de  x,  y,  z.  Proposons-nous  de  déterminer  z  par 
la  condition 

Tp±Qq  =  R.  (1) 

La  relation  cherchée  entre  x,  y,  z  représente  une  surface  S, 
que  l'on  peut  considérer  d'une  infinité  de  manières  comme  le 
lieu  d'une  courbe  G  qui  change  de  forme  et  de  position  d'après 


—  323  — 

une  loi  donnée.  Les  coordonnées  d'un  point  M  mobile  sur  S  et 
leurs  différentielles  vérifient  la  relation 

dz  =  p  dx  -f-  q  dy.  (2) 

Si  l'on  élimine  q  entre  (1)  et  (2),  on  obtient 

Q,dz  —  Udy  =  p(Qdœ  —  Pdy).  (3) 

On  peut  choisir  la  génératrice  G  de  manière  qu'un  point  mo- 
bile sur  G  annule  les  deux  membres  de  (3)  ou  satisfasse  aux 
deux  équations 

Qdz  —  Rdy  =  0,     Qdx  —  Vdy  =  0, 

qu'on  peut  écrire  ainsi  : 

dx       dy       dz 

p"  =  ~q =  n  '  ^ 

Ce  système  différentiel  admet  un  système  intégral  que  nous 
supposons  mis  sous  la  forme 

F(x,y,  5)  =  a,     /•(*,y,s)=fp,  (5) 

où  a,  {3  sont  les  constantes  d'intégration. 

Pour  que  la  surface  S  soit  déterminée,  il  faut  connaître  la  loi 
qui  lie  a  et  3.  Si  cette  relation  est 

et-'rfp), 

la  surface  a  pour   équation 

F(x,y,z)  =  *[f(x,y,z)].  (6) 

On  démontre  facilement  que  l'équation  (6)  est  une  intégrale 
de  (1).  En  effet,  si  p,  q  sont  les  dérivées  de  z  tirées  de  (6),  on  a 
pour  tout  point  mobile  sur  la  surface  (6) 

dz  =  p  dx  -\-  q  dy.  (7) 

Les  équations  (5),  sous  la  condition  a  =  »(p),  représentent  une 
courbe  située  sur  la  surface  (G).  Par  suite,  les  différentielles 
dx,  dy,  dz  des  coordonnées  d'un  point  d'une  telle  courbe  véri- 
fient l'équation  (7);  elles  vérifient  également  les  équations  (4). 
Mais  en  remplaçant  dans  (7)  les  différentielles  dx,  dy,  dz  rar 
les  quantités  proportionnelles  P,  Q,  R,  on  obtient 
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De  là  résulte  la  règle  suivante  : 

Pour  trouver  i intégrale  générale  de  l'équation  Pp  -f-  Qq  =  R, 
intégrez  le  système  différentiel 

dx       dy       dz 
P  =  Q   =  R  ' 

puis  établissez  une  relation  arbitraire  entre  les  deux  constantes 
d'intégration  du  système  intégral  et  éliminez  ces  constantes. 

263.  Surfaces  cylindriques.  —  Une  surface  cylindrique  est 
engendrée  par  une  droite  mobile  qui  reste  parallèle  à  une  direc- 
tion fixe  et  s'appuie  sur  une  courbe  donnée,  appelée  directrice. 

Soient  les  équations  de  la  génératrice  : 

co  =--az-\-  a,    y  =  bz  +  $,  (1) 

aetb  étant  des  constantes,  a  et  p  des  paramètres  variables  avec 
la  position  de  la  droite.  Les  équations  de  la  directrice  étant 

F(x,y,z)  =  0,     f{x,y,z)  =  0,  (2) 

on  exprimera  que  cette  courbe  et  la  génératrice  se  rencontrent, 
en  éliminant  .v,  y,  z  entre  les  équations  (1)  et  (2)  ;  soit 

a  =  T(P)  (3) 

le  résultat  de  l'élimination.  On  obtient  l'équation  de  la  surface, 
en  éliminant  a,  |3  entre  les  égalités  (1)  et  (3)  ;  par  suite,  l'équa- 
tion générale,  en  quantités  finies,  des  surfaces  cylindriques 
parallèles  à  la  direction  (a,  b)  est 

x  —  az  —  v(y  —  bz).  (4) 

Pour  éliminer  la  fonction  »,  qui  varie  d'une  surface  à  l'autre, 
dérivons  l'équation  (4),  tour  à  tour,  par  rapport  à  x  et  à  y  : 

\  —ap  =  u\y  —  bz)  (—bp),     —  aq  =  ?'(,>/  —  bz)  (1  —  bq), 

et  éliminons  <p'(y  —  bz)  : 

ap  -j-  bq  =  1 .  (5) 

Telle  est  l'équation  aux  dérivées  partielles  des  surfaces  consi- 
dérées. Elle  exprime  que  le  plan  tangent  est  parallèle  à  la  droite 
x  =  az,  y  =  bz. 

Réciproquement,  si  Ton  part  de  cette  dernière  propriété,  on 
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est  conduit  à  intégrer  l'équation  (5).  Il  faut  d'abord  intégrer  le 
système  (262) 

dx       du        ,  ■  \  dx  ss=  adz, 

=    «    =  dz,      ou 
a  à  (  dy  =■  bdz , 

ce  qui  donne 

os  —  az  +  «,     y  =  6  -h  ?  ;  (6) 

on  élimine  ensuite  les  constantes  d'intégration  «  et  (3  entre  les 
équations  (6)  et  une  relation  arbitraire  a  —  cp(|3). 

264.  Surfaces  coniques.  —  Une  surface  conique  est  engen- 
drée par  une  droite  indéfinie  qui  passe  par  un  point  fixe 
A  (a,  b,  c)  et  rencontre  constamment  une  courbe  donnée,  appelée 
directrice. 

Les  équations  de  la  génératrice  sont 

*0  —  c),     y  —  b=  3(j  —  c), 


a?  —  a 


l?) 


a  et  ,3  étant  variables  avec  la  position  de  cette  droite.  En  expri- 
mant que  la  directrice  et  la  génératrice  se  rencontrent,  on 
trouve  une  équation  de  condition  entre  a  et  (3, 

«  =  «#)•  (8) 

Eliminant  a  et  ,3  entre  (7)  et  (8),  on  aura  l'équation,  en  termes 
finis,  des  surfaces  coniques  de  sommet  A 


x  —  a 


y  —  b 


z  —  c  \z  —  cy 

Dérivons  (9)  successivement  par  rapport  à  x  et  à  y  : 


(9) 


—  c  —  (x  —  a)p 

-(pc  —  a)q  __    |  /y  —  6 

(-y  —  c)2        "  'f  V*—  c 


// 


'—  (.V  —  %" 
-c/L    (*  —  c)2 

s  —  c  —  (.v  —  %" 

"     (*  -  cy      _ 


En  éliminant 


entre  ces  égalités,  on  trouve 


(10) 


z  —  c  =  (x  —  a)p  -(-  (j/  —  b)q. 

Telle  est  l'équation  aux  dérivées  partielles  des  surfaces  coni- 
ques ;  elle  exprime  que  le  plan  tangent  passe  constamment  par 
le  point  A. 
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"Réciproquement,  si  l'on  définit  la  surface  par  cette  propriété 
du  plan  tangent,  on  est  conduit  à  l'équation  (10).  Pour  trouver 
l'équation  en  termes  finis,  on  intégre  d'abord  le  système  (262) 

dx  dy  dz 


x  —  a      y  —  b       z  —  c 
qui  a  pour  intégrales 

l(x  —  a)  =  l(z  —  c)+  fo%     l(y  —  b)  —  l[z  —  c)  +  *p, 

x  —  a  y  —  b       _  ._,. 

ou  =a,     J- =  p.  H 

z  —  c  z  —  c 

Il  reste  à  éliminer  les  constantes  d'intégration  a,  p  entre  les 
équations  (11)  et  une  relation  arbitraire  a  =  <p(p). 

265.  Remarque.  —  La  fonction  arbitraire  <p,  qui  entre  dans 
l'intégrale  générale,  peut  être  déterminée  par  diverses  con- 
ditions. 

Supposons  que  la  surface  conique  passe  par  une  courbe 
donnée 

F(a?,y,*)  =  0,    A*,y.*)  =  0.  (12) 

Si  l'on  fait 

~ ~n    =   *>       ^~  —  =  P»  (lo) 

les  équations  (12)  et  (13;  doivent  être  vérifiées  par  les  mêmes 
valeurs  de  x,  y,  z  pour  que  tous  les  points  de  la  courbe  soient 
sur  la  surface.  En  éliminant  x,  y,  z  entre  (12)  et  (13;,  on  trou- 
vera une  relation  a  =  ©(p)  entre  a  et  {3.  Ce  calcul  donnera  donc 
la  forme  particulière  de  la  fonction  <p. 

Si  la  surface  conique  doit  être  circonscrite  à  une  surface 
donnée 

F(x,y,c)  =  0,  (14) 

on  ramène  le  problème  au  précédent  en  cherchant  la  courbe  de 
contact  des  deux  surfaces.  Le  plan  tangent  mené  en  un  point 
(x,  y,  z)  de  cette  courbe  à  la  surface  (14)  doit  passer  par  le 
point  (a,  b,  c)  ;  donc 

(a  -  x)F'x  +  (b  -  y)F'y  +  (c  -  *)F'a  -  0,  (15) 

et  la  courbe  cherchée  est  représentée  par   les   équations  (14) 

et  (15). 
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266.  Surfaces  de  révolution.  —  Les  surfaces  de  révolution 

sont  celles  que  l'on  obtient  on  faisant  tourner  nue  courbe  donnée 
A  autour  d'une  droite  fixe  o  (axe  de  révolution). 

Comme  chaque  point  de  A  décrit  une  circonférence,  la  surface 
de  révolution  est  le  lieu  des  circonférences  de  cercle  (parallèle*), 
qui  ont  leurs  centres  sur  l'axe  ô,  leurs  plans  perpendiculaires  à 
cet  axe,  et  qui  rencontrent  une  courbe  fixe  A. 

1°  Supposons  d'abord  que  l'axe  de  révolution  ô  coïncide  avec 
OZ.  Un  parallèle  a  alors  pour  équations 

*==X,     a?8  +  y2  =  t*, 

X  et  [j.  étant  des  paramètres  variables  ;  en  exprimant  qu'il 
s'appuie  sur  A  on  trouve  une  équation  de  condition  [jt.  =  <p(X). 
D'où  l'on  conclut  l'équation  de  la  surface  de  révolution 

oc2  +  ?/2  =  ?(*). 

Dérivons  cette  équation  tour  à  tour  par  rapport  à  x  et  3*  : 
2a?— p<p'(*).     2y--=q>*'(z)s 

et  éliminons  ©'(s);  nous  aurons  l'équation  aux  dérivées  partielles 

py  —  qx  =  0.  (10) 

Inversement,  pour  intégrer  (16),  considérons  le  système 

doc  dy       dz  l  x  dx  -f-  y  dy  =  0 , 

y  x         0  (  d  z  =  0 , 

qui  donne 

&  -f- y~  =  t* ,    *  =  x, 
et  posons   p.  =  ©(X),  etc. 

2°  Si  l'axe  0  est  quelconque,  soient  (a,  b,  c)  les  coordonnées 
d'un  point  fixe  A  de  S  et  soient  a,  (3,  y  les  cosinus  directeurs  de  0. 
Un  parallèle  de  la  surface  de  révolution  a  pour  équations 

ax  -f  $y  +  yz  =  À , 
(a?  -  «)2  +  (y  ~  ô)2  +  (*  -  c)2  =  ^  ; 

car  la  première  égalité  représente  un  plan  perpendiculaire  à 
l'axe  de  révolution,  la  seconde  une  sphère  décrite  de  A  comme 
centre.  X  et  \j.  sont  deux  paramètres  variables  entre  lesquels  il 
existe  une  relation  \x  =  <p(X) ,  qu'on  obtient  en  exprimant  que  la 
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circonférence  s'appuie  sur  A.  L'élimination  de  À  et  ;;.  conduit  à 
l'équation  de  la  surface  : 

(m  -  af  +  (y  -  &)«  +  («  -  cf  =  o  (aœ  +  fe  +  Y*). 

En  dérivant  tour  à  tour  par  rapport  à  x  et  à  y,  on  trouve 

2(x  -a)  +  2(z  -  c)p  =  (a  +  ypWOtt»  -h  Py  +  Y*), 
2(y  —  &)  +  2(*  -  c)g  =  (P  +  YsVO**  +  Py  4-  Y*), 

d'où  en  éliminant  cp (a.v  -f-  py  -f  Yz)  » 

Pt(y— %  —  (*— c)P]  +  ç[(ar  — c)«— (a?— a)y]  — (a;.-o)P-(y  — ô)«.  (17) 

Telle  est  l'équation  aux  dérivées  partielles  des  surfaces  de 
révolution  de  même  axe.  Elle  exprime  que  la  normale  en  un 
point  quelconque  de  la  surface  rencontre  l'axe  de  révolution. 

Réciproquement,  si  l'on  définit  la  surface  par  la  propriété 
précédente,  on  trouve  l'équation  (17).  Pour  intégrer  celle-ci,  on 
considère  le  système  différentiel 

dx  dy  dz 

{y  —  %  —  (z—  c)P  ""  (-  -  c)a  -  (œ  —  a)y  ~~  {x—a)fi  —  (y  -  b)u        ' 

Multiplions  les  deux  termes  de  ces  fractions  respectivement 
par  x  —  a,  y  —  b,  z  —  c  ou  par  a,  p,  y,  et  faisons  ensuite  la  somme 
des  numérateurs  et  celle  des  dénominateurs;  nous  aurons  deux 
fractions  égales  aux  fractions  (17).  Les  dénominateurs  des  nou- 
velles fractions  étant  nuls,  il  en  doit  être  de  même  des  numéra- 
teurs; donc 

{x  —  ci)dx  -f-  (y  —  b)dy  -\-  (z  —  c)dz  =  0, 

idx  -j-  fidy  -j-  -{dz  =  0. 
On  tire  de  là 

(x  -  ci?  +  {y  -  bf  -f  (x  -  c)2  =  |x, 

ax  +  $y  +  yz  =  À. 

En  établissant  une  relation  arbitraire  u  =  -f(À)  entre  les  cons- 
tantes d'intégration,  on  trouve  l'équation,  en  termes  finis,  de  la 
surface. 

267.  Surfaces  conoïdes.  —  Une  surface  conoïde  est  engen- 
drée par  une  droite  qui  se  meut  en  s'appuyant  sur  une  droite  o 
et  une  seconde  ligne  o'  données,  et  en  restant  parallèle  à  un  plan 
directeur. 
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Prenons  pour  plan  dos  xy  le  plan  directeur,  et  pour  axe  des  s 
la  droite  o.  Les  équations  de  la  génératrice  sont 

Z  =  a,     y  =  |3a?, 

et  la  condition  que  la  droite  s'appuie  sur  une  seconde  direc- 
trice ô'  donne  une  relation  entre  les  paramètres  a  et  [3, 

a  =  T(p). 
L'équation  de  la  surface  coiioïde  est  donc  de  la  forme 

(y 

z  =  ©   - 

En  la  dérivant  successivement  par  rapport  à  x  et  à  y,  on 
trouve 

d'où  l'on  conclut  l'équation  aux  dérivées  partielles 

px  -\-  qy  =  0. 

Etant  donnée  cette  équation,  pour  trouver  l'équation,  en 
termes  finis,  de  la  surface,  on  intègre  d'abord  le  système  diffé- 
rentiel 

,  [     de  du 

dx         dz         dz  \  =  > 

-  =  -    -  =  -zr-  »  ou         /      a?  Il 

x  y  0 

(    rf*.-0, 
ce  qui  donne 

y  =  £#,     *  =  a  ; 

puis  on  établira  une  relation  arbitraire  a  =  %3)  entre  les  cons- 
tantes d'intégration,  etc. 

Exercices  et  notes. 

x~  x- 

1.  Intégrer  px  —  qy  = —  Solution  :  z  =  iy-  -\-  v(xy), 

2.  Intégrer  py  -f-  qx  --=  z.  —  Solution  :  z  =  (x  -f-  y)'f(y'z  —  x'~). 

3.  Intégrer  (y  -f-  x)p  -f-  [y  —  x)q  =  z. 
On  considère  le  système  différentiel 

dx  dy  dz 

y  -\~  x      y —  x         z 
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Les  deux  premiers  rapports  donnent 

x  dy  —  y  dx       x  dx  -f-  y  dy 

'  x2  +y^~   ^        x2  +  y*       =     ' 

d'où,  en  intégrant, 


V  l 

arc  tg'-  +  l(x2  +  y*)2  =  oc . 


On  a  aussi 


{oc  —  y^—az—-- 


dz       x  dx  -f-  ?/  c^/  n .  ,  — 

a  a;2  4-  yz  '   >  ? 

4.  a?yp  -f-  x-q  =  ys.     —    Solution  :  z  =  x®  y2  —  a?2). 

5.  asp  —  zxq  -\-  xy  —.  0.    —    Solution  :  y~  —  *2  =  »  (2ay  +  ^2)- 

6.  sp  —aq  =  2x  —  2y. 

Solution  :    yV2  +  al[z  +  a  +  \/2(a?  —  y)]  =  f 

7.  (?/  —  bz)p  —  (a?  —  az)q  =  bx  —  ay. 
Solution  :    z  -\-  ax  -{- by  =  <s(x2  -j-  ?/2  4~  ~2)- 

8.  Trouver  une  surface  telle  que  le  triangle  Onp  ayant  pour  sommets 
l'origine  O  des  coordonnées,  le  pied/>  de  l'ordonnée  d'un  point  quelconque 
m  de  la  surface  et  le  pied  n  de  la  normale  mn  à  la  surface  ait  une  aire 
donnée  ou  qu'elle  soit  proportionnelle  à  l'abscisse  de  m. 

Solution  :  z*  =  *(x2  +  y2)  4-  2a2  arc  tg  -  ;    z2  =  <p(a?2  4-  y2)  -\-  ky. 

x 

0.  Trouver  l'équation  aux  dérivées  partielles  de  la  surface  décrite  par 
une  droite  qui  se  meut  en  rencontrant  une  droite  fixe  OZ  sous  un  angle 
donné  ».  Intégrer  ensuite  cette  équation. 

La  surface  a  pour  équation  z  =  cot  a  y  x2  -\-  y2  -\-  ©  (  -  )  • 

OT 
10.  Trouver  une  surface  telle  que,  en  chaque  point  M,  on  ait^jr=r  =  À, 

T  étant  le  point  de  rencontre  de  OZ  avec  le  plan  tangent  en  M. 


Solution  :  \   x2  4~  y2  4-  z2  =  a  -\-  ^+k  <p  0C\ 


12.  Trouver  une  surface  qui  coupe  orthogonalement  une  suite  de  qua- 
driques  semblables  de  même  centre. 

En  général,  si  F(x,  y,  z)  —  À  est  l'équation  d'une  famille  de  surfaces, 
X  étant  un  paramètre  variable,  l'équation  aux  dérivées  partielles  d'une 
surface  coupant  les  précédentes  à  angle  droit  est 

dF   ,       dF       dF 

1   dx        Â  dy        ôz 

où  les  dérivées/),  q  se  rapportent  à  la  nouvelle  surface. 

Si  la  surface  variable  est  représentée  par  F(x,  y,  z,  À)  --  0,  on  éliminera 
a  entre  cette  équation  et  la  précédente. 
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Une  surface  qui  coupe  ortliogonalement  les  quadriques 

ax~  -\-by%  -f  cz~  =X, 

où  X  est  variable,  a  pour  équation  différentielle 

apx  -\-  bqy  =  cz 

et  pour  équation  en  termes  finis 

xc  /t/c 

z3-        '  \z] 

12.  Même  problème  pour  les  surfaces  xyz  =  X. 

Equations  linéaires  aux  dérivées  partielles. 

268.  Définitions.  —  Soit  z  une  fonction  des  variables  indé- 
pendantes xlt  xt~,  ...,  xn,  et  posons 

dz  dz  dz 

dx~;==Pii  dx~2=P21  ••  '  d^=Pa' 

On  appelle  équation  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre 
toute  équation  de  la  forme 

/  \2y  &i>  ^2)  "">  &m  Pu  Pzi  "•>  Pn)  =  0.  (1) 

Intégrer  l'équation  (1),  c'est  trouver  une  relation 

r  yZ ,  x±,  x2,  .  • . ,  xnj  =  U  (^ ) 

telle,  que  les  valeurs  de  z,  plt  p2,  ...,  pn  déduites  de  cette  rela- 
tion rendent  l'équation  (1)  identique. 

L'équation  (1)  est  dite  linéaire  si  les  dérivées  plt  p,,  ..,  pn  n'y 
entrent  qu'au  premier  degré  sans  être  multipliées  l'une  par 
l'autre  ;  la  forme  générale  d'une  équation  linéaire  est  donc 

P1p1+P2p2  +  ...  +  Pnpn  =  P,  (3) 

les  lettres  Pn  P2,  ...,  Pn,  P  désignant  des  fonctions  de  z,  \\,  x2, 
...,  xn. 

Si  P  n'est  pas  nul,  on  peut  transformer  l'équation  (3j  en  une 
autre  qui  est  homogène  par  rapport  aux  dérivées  partielles.  En 
effet,  de  l'intégrale  (2)  on  tire 

dF  _  dF  dF  _  ôF 

0xl'  dz  ~  ùx%  '  Oz 
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substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (3),  on  obtient 

pf  +  P.f+P    «*  +...+PDf.-o.  (4) 

dz  axl  ôx2  ôxn  N  ' 

équation  homogène  aux  dérivées  partielles  de  la  fonction  F  des 
(n  -{-  1)  variables  z,  xl9  x.2,  ...,  xn  considérées  comme  indépen- 
dantes ;  la  fonction  F  n'y  entre  que  par  ses  dérivées  partielles. 

Cette  transformation  s'applique  aussi  à  l'équation  générale  (1). 

Xous  allons  étudier,  d'après  Jacobi,  les  propriétés  de  l'équa- 
tion (4),  et  trouver  des  relations  remarquables  entre  elle  et  le 
système 

/7r  ri rp.  il  i'  fini*.- 


CvV  C(Jb  i  tliÀ/  a  (■  l\X/y\ 


1  J   2  x  n 

ces  relations  ramènent  l'une  à  l'autre  les  deux  questions  d'inté- 
grer l'équation  (4)  ou  le  système  différentiel  (5). 

269.  Théorème.  —  Soit  donné   un   système   différentiel   du 
premier  ordre  sous  la  forme 

dz        dxx       dx2  dxn 


P       ~  P,         P2         "•        Pn 

et  soit 

Oj^C,  00^i  X2>  ...,  Xn)  =  Cj, 
®2\%i  ^'l>  ^*2»   '">  ^n)  ==  ^2' 


(5) 


(0) 


<Pnv^>  fà\i  ^2>  •••'  ^n)  —  ^n* 

le  système  intégral.  Chacune  des  fonctions  <p15  cp2,  ...  cpn  est  une 
intégrale  de  V équation  aux  dérivées  partielles 

PÎ'-H-.f'   -|-P,  f  +...+P„^=0.  (7) 

OZ  OXx  OX2  OXn 

Par  hypothèse,  le  système  (G)  donne  pour  xx,  x.z,  ...,.vn  des 
valeurs  déterminées,  fonctions  de  z,  c15  c2,  ... ,  cn  et  telles  que, 
si  l'on  substitue  dans  (5)  ces  valeurs  et  leurs  différentielles,  on 
obtient  des  identités. 

Ces  différentielles  peuvent  aussi  se  déduire  des  équations 

'     ûte  -f-  .—  dx\  -\-     '     (/j'„  -  -  ..     -f  dxn  —  0, 

UZ  ÔXl  OX2  '  ÇlXyn 

l~  dz  4-  /~  cfo,  +  .— cfc»,  -f  ...  H-  ,     o?J7ji  —  0, 


dz  4-    '     dxY  -f-    '     (6:2   f  ...  -\-    '     tfa?n  =  0. 
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Mais  au  lieu  de  l'aire  dans  le  système  (5)  la  substitution  indi- 
quée, nous  remplaçons  dans  (8)  les  différentielles  dz,  r/.v,,  dx2, 

...,  dxn  par  les  quantités  proportionnelles  P,  PUYZ Pn;  ce 

qui  donne 

ÔZ  oxl  OX,  ôxn 

p  di  +Pi4  +  Ps^  +-  hl>"^!,    °-  ,      (9) 

p&L+p  .JE!   +  Pf  £»+.•..'  + p.  £«    =0, 

os  oxx  ox2  oxn 

Les  égalités  (9)  doivent  devenir  identiques  quand  on  y  rem- 
place xY,  A'2,  ...,  A'n  par  leurs  valeurs  en  z,  clt  c2,  ...,  cn  tirées 
de  (6).  Je  dis  que  ce  sont  môme  des  identités  avant  cette  sub- 
stitution. Car  on  peut  disposer  de  cl5  c2,  . ..,  c„  de  telle  sorte  qu'à 
une  valeur  donnée  de  z  correspondent  des  valeurs  arbitraires 
de  xlf  x2,  . ..,  xn;  donc  les  égalités  (9)  ont  lieu  pour  un  système 
quelconque  de  valeurs  de  z,  xlf  x2,  ...,.vn  et,  par  suite,  se  ré- 
duisent à  des  identités. 

ésulte  de  là  que  l'équation  (7)  est  vérifiée  par  les  valeurs 

u  =  cpjf^r,  xx,  .  .,  œn),     u  =  tp2(s,  a?,,  ...,  œD),  etc. 

270.  Réciproquement,  si  u  =  <p(z,  xn  ...,  xn)  esf   ïz/ïc  solution 

de  (7),  l'équation  ©(z,  x, xIJ)  =  c  c.sf  ime  intégrale  du  système(b). 

Par  hypothèse,  on  a  identiquement 

*£+ p.  £+■-•■■ +*-£-<>■         (lo> 

Cette  égalité  a  donc  lieu,  en  particulier,  pour  toutes  les  valeurs 
de.v^.Vo,  ...,.vn  en  fonction  de  s,  qui  vérifient  le  système  (5); 
comme  pour  ces  valeurs,  les  fonctions  P,  P,,  ...,  Pn  ont  des 
valeurs  proportionnelles  à  dz,  d.v15  .  .,  dxn,  on  a  aussi 

ce  qui  revient  à 

tfœ  =  0,     ou     »  -=  c. 

Donc  l'équation  •;':,  .Vj,  ...,  a\,)  —  c  est  une  intégrale  du  sys- 
tème (5). 
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271.  Théorème.  —  Si  le  système  (5)  est  intégré  par  le  sys- 
tème (6),  la  fonction  lapins  générale  qui  satisfait  a  l'équation  (7) 
est  de  la  forme  %lf  <p2,  ...,  <?n),  où  f  désigne  une  fonction  arbi- 
traire. 

D'abord,  l'une  quelconque  des  équations  du  système  inté- 
gral (6)  peut  être  remplacée  par  l'équation 

/V?1î  ?2>  •  ■>  ?n]  =  /Tci>  c2,  ...,  cn)  ou  =  c; 

donc  d'après  le  théorème  (269),  la  fonction  f[ylt  y2,  ...,'fn]  est 
une  valeur  de  u  qui  satisfait  à  l'équation  (7). 

Ensuite,  toute  intégrale  u(zf  xlf  ...,  xn)  de  (7)  est  de  la  forme 
/'(cpj,  rf2,  ...,  cpn).  En  effet,  des  équations 

'i \\2)  3C\y  •••>  ^n)  ===  ®n 


Çûv^j  ^] j  •■  *j  ^n) 


dont  les  premiers  membres  sont  les  valeurs  explicites  des  fonc- 
tions ©u  <?2,  ....  <?n  et  dont  les  seconds  membres  sont  simplement 
les  lettres  »j,  <p2,  ...,  ©n.,  tirons  les  valeurs  de  .v„  ac2,  ...,  xn.  Por- 
tons ces  valeurs  dans  la  fonction  v(z,  xl,  x2,  ... ,  xn);  celle-ci  se 
changera  en  une  fonction  de  z,  <pj,  a>2,  ...,  <pn;  il  faut  démontrer 
que  la  nouvelle  expression  de  v(z,  xlt  ...,  xn)  ne  peut  contenir  z. 
Or,  si  on  la  substitue  dans  (7),  on  obtient 


+ 

^<p!    dxn  Ovn  àxaJ 

^     _  _ .    ,  ,          ,  ,    .     ,  tb  ds   .    . 

Ordonnons  cette  égalité  suivant  les  dérivées  :  —  »  ••■?  -r-1-  >  les 

coefficients  de  ces  dérivées   sont  nuls,  c?1?  ©2,  ...,  <pn  étant  des 

-î-  =  0,  ou  - 
uz  0 


solutions  de  (/).  Il  restera  P    ^-  =  0,  ou  — -=0,  ce  qui  démontre 


le  théorème. 
272.  Intégration  de  l'équation  linéaire 

?ii>i  +  P**«  +  -.  +  PaPn  =  P-  (A) 
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Si  nous  supposons  la  solution  sous  la  forme 

ifySf  xl,  a?2,  . ..,  ocn)  --=  (), 
l'équation  (A)  se  ramène  à 

p»+p1^+p;«L  +  ...  +  p«    o.        (B) 

dz  dxx  £  dx2  ôxn 


Or,  si  l'on  considère  en  même  temps  le  système  différentiel 

(C) 
et  que  l'on  mette  son  système  intégral  sous  la  forme 


cc>4?  CC Ou -y  CtvC q  CtJCfi 

p  =  p,  =  i\  ~~ =  p„ 


^ll*»  «^1»   •••»  ^n)   —  cn 
{p2\'*>  *^l»  •*•■»  ^nj  ===  ^2j 

®n\Z,  X^,   ...,  SPn]  =  Cn, 

la  valeur  la  plus  générale  de  la  fonction  qui  vérifie  l'équation  (B), 
est 

/"désignant  une  fonction  arbitraire. 

Cette  règle  est  souvent  énoncée  ainsi  :  Intégrez  le  système 
différentiel  auxiliaire  (C)  et  établissez  une  relation   arbitraire 

f(citc2,    ..,cn)  =  0  (D) 

entre  les  constantes  cV  intégration.  Il  est  alors  sous-entendu  qu'on 
élimine  les  constantes  entre  l'équation  (D)  et  le  système  intégral, 
que  celui-ci  soit  résolu  ou  non  par  rapport  à  ces  constantes. 

La  règle  qui  précède  renferme  celle  que  nous  avons  trouvée 
ci-dessus  (262)  pour  l'équation  Vp  -f-  Qq  =  R. 

273.  Application.  —  Intégrer  l'équation 

mz  =  plxl  -f- p2x2  ~f  ...  +  pnxa. 
Le  système  différentiel  auxiliaire  est 

ClZ  (XX  i  (XX o  (XX  n 

lll/*e  X  >  X  o  X  fi 

il  est  intégré  par 
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Donnons-nous  une  relation  arbitraire  entre  cn  c2;  ...,  cn  de  la 

forme 

Cj  =  v  (c2,  c2,  ..  ,  cn)  ; 

en  éliminant  les  constantes,  nous  aurons 

f  /v»  /y»  /y» 


£  =-  .T™F 


/y»  -y»  /y» 

1  ''^  1  t^  1 


La  fonction  2,  quand  on  remplace  xx,  x2,  . ..,  xn  par  ojCj,  a#2, 
...,  <xxn,  est  multipliée  par  am;  c'est  donc  une  l'onction  homogène 
de  degré  m  ;  ce  qu'il  était  facile  de  prévoir  (J,  114). 

Equations  non  linéaires  du  premier  ordre. 

274.  Construction  géométrique  de  l'intégrale.  —  Intégrer 
l'équation 

F(x,?j,z,p,q)=0,  (1) 

où  z  représente  une  fonction  des  deux  variables  indépendantes 

,     ,  dz  dz      ,  . 

x,  y  et  ou  j)  ■=  --  »  q  =  --  »  c  est  trouver  une  équation 
1        dx  dy 

f(x,rj,z)  =  0,  (2) 

telle  que  les  valeurs  de  z,  p,  q  qui  en  résultent,  réduisent  l'équa- 
tion (1)  à  une  identité. 

Géométriquement,  cela  revient  à  trouver  une  surface  telle, 
que  les  coordonnées  de  chacun  de  ses  points  et  les  coefficients 
de  l'équation  du  plan  tangent  en  ce  point,  prise  sous  la  forme 

Z  — *^.p(X  — <»)  +  tf(Y  —  y),  (3) 

vérifie  l'équation  (1). 

Appelons  élément  de  l'équation  (1)  un  point  quelconque 
M(a\  y,  z)  de  l'espace  et  un  plan  qui  passe  par  ce  point  et  est 
représenté  par  (3),  p  et  q  vérifiant  l'équation  (1).  Un  point  M  est 
associé  à  une  infinité  de  plans. 

Une  surface  intégrale  de  (1)  est  une  surface  telle  que  chacun 
de  ses  points  et  le  plan  tangent  forment  un  élément  de  (1). 

Pour  construire  une  telle  surface,  donnons-nous  arbitraire- 
ment une  section  horizontale  A.MB.  Le  plan  tangent  en  un 
point  M  de  cette  courbe  est  déterminée  par  les  conditions  qu'il 
l'enferme  la  tangente  en  M  à  la  section  et  que  les  coefficients 
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p,  q  de  son  équation  prise  sous  la  forme  (3)  vérifient  l'équation 
(1).  Un  plan  horizontal  infiniment  voisin  du  plan  A  MB  rencontre 
les  plans  tangents  menés  le  long  de  la  courbe  A  MB  suivant  des 
droites  enveloppant  une  courbe  A'M'B'.  Construisons  ensuite 
en  chaque  point  de  A'M'B'  un  plan  contenant  la  tangente  en  ce 
point  à  la  courbe  A'M'B'  et  vérifiant  l'équation  (1)  ;  un  plan  hori- 
zontal infiniment  voisin  de  A'M'B'  coupe  les  plans  ainsi  obtenus 
suivant  des  droites  enveloppant  une  courbe  A"M"B".  En  conti- 
nuant ainsi,  on  obtient  une  suite  de  courbes  horizontales  A  MB, 
A'M'B',  A"M"B",  ...,  infiniment  rapprochées  et  tendant  à  former 
une  surface  continue  lorsque  l'intervalle  de  deux  courbes  con- 
sécutives tend  vers  zéro.  Cette  surface  est,  évidemment,  une 
surface  intégrale  de  (1).  Elle  dépend  de  la  sectiou  AMB. 
275.  Diverses  espèces  d'intégrales.  —  1°  L'équation 

f{x,  y,  s,  a,  b)  =  0  (1) 

où  a  et  b  sont  des  paramètres  variables,  représente  une  série 
doublement  indéfinie  de  surfaces.  Si,  entre  les  équations 

,-ft    f  +  fp-O,    ?+£,-* 

dx       dz  dy       dz* 

on  élimine  a  et  b,  le  résultat  est  de  la  forme 

~F(x,y,z,p,q)  =0.  (2) 

L'équation  (1)  est  une  intégrale  complète  de  (2).  Les  coor- 
données de  tout  point  de  la  surface  (1)  et  les  coefficients  />,  q  de 
l'équation  du  plan  tangent  en  ce  point  vérifient  l'équation  (2). 

II.  Si,  entre  a  et  b,  on  établit  une  relation 

&-— T(a),  (3) 

l'équation  (1)  ne  représente  plus  qu'une  série  simplement  indé- 
finie de  surfaces.  Celle-ci  admet,  en  général,  une  surface  enve- 
loppe qui  touche  chacune  des  surfaces  le  long  d'une  courbe, 
appelée  caractéristique.  Cette  enveloppe  est  donc  également  une 
surface  intégrale  de  (2)  ;  son  équation  s'obtient  en  éliminant  a 
et  b  entre  les  trois  équations 

f(x,  y,  z,  a,  b)  =  0,     h  =  <p(#),     \ 

f  +  jftW-a  <4> 

da        db   '  ) 

Neubero,  An.  inf.,  II.  22 


—  338  — 

L'élimination  ne  peut  se  faire  que  lorsqu'on  connaît  la  fonc- 
tion 'f(a). 

Les  intégrales  de -cette  espèce  sont  dites  intégrales  particu- 
tières  lorsque  la  fonction  <?(a)  est  spécifiée.  Mais  on  peut  les 
indiquer  toutes  par  le  système  (4),  qui  renferme  une  fonction 
arbitraire  ®{a)  et  est  dit  représenter  Y  intégrale  générale. 

III.  Les  surfaces  (1)  admettent  encore  une  enveloppe  d'un 
autre  genre.  Cette  enveloppe  touche  chacune  des  enveloppées 
en  un  seul  point  ou  en  un  nombre  limité  de  points  ;  c'est  donc 
une  surface  intégrale  de  (1).  Son  équation,  qui  résulte  de  l'éli- 
mination a  et  b  entre  les  équations 

f(x,y,z,a,b)  =  0,     Ô£  =  0,     %  =  0,  (5) 

est  appelée  intégrale  singulière,  parce  qu'elle  ne  renferme  ni 
constante  arbitraire  ni  fonction  arbitraire. 

276.  Exemple.  —  Considérons  les  sphères  de  même  rayon  et 
ayant  leur  centre  dans  le  plan  xy.  Elles  ont  pour  équation 

[x  —  a)2  -f  {y  —  b)*  +  z*  =  R2,  (1) 

a  et  b  étant  des  paramètres  variables. 

On  a 

x  —  a  -f-  pz  —  0,    y  —  b  -f-  qz  =  0  ;  (2) 

l'élimination  de  a  et  b  entre  les  égalités  (1)  et  (2)  donne 

22(l+p2-l-r)  =  R2.  (3) 

L'équation  (l)  est  une  intégrale  complète  de  (3). 

Faisons  parcourir  au  centre  de  la  sphère  (1)  une  courbe  du 
plan  xy  ayant  pour  équation  b  =  »(a).  La  sphère  admet  alors 
une  enveloppe  dont  l'équation  s'obtient  en  éliminant  a  et  b  entre 
les  égalités 

b  =  <p(a),     x  —  a  +  (y  —  by*\a)  =  0.    j  U 

Le  système  (4)  représente  Y  intégrale  générale  de  (3). 

Si  l'on  donne  la  trajectoire  du  centre,  l'enveloppe  est  une 
intégrale  particulière.  Par  exemple,  si  le  centre  décrit  la  droite 
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y  —  mx  -f-  n,  l'enveloppe  s'obtient  en  éliminint  a  entre    les 
équations 

(a?  —  a)2  +  ( y  -  ma  —  nf  -f  32  =  R2, 
a?  —  a  -f-  m  (y  —  wa  —  m)  —  0. 

Par  suite,  une  intégrale  particulière  est 

[y  -nix  —  nf 

i  +  m2      ^Z  r  K  * 

Enfin,  lorsque  a  et  6  sont  deux  paramètres  indépendants,  la 
sphère  a  une  enveloppe  dont  l'équation  résulte  de  l'élimination 
de  a  et  b  entre  les  trois  égalités 

a?  —  a  ^=  0,     ?/  —  6  =  0. 

Cette  enveloppe  est  le  système  de  deux  plans  représenté  par 
l'équation z2  —  R2  =  0;  celle-ci  est  une  intégrale  singulière  de  (3). 

277.  Intégration  de  l'équation 

F(oc,y,z,p,q)  =  0.  (1) 

Le  problème  revient  à  trouver  pour  p  et  q  des  fonctions  de 
x,  y,  z  satisfaisant  à  l'équation  (l)  et  à  la  condition  d'intégrabilité 

dp\        fùq 


ôyj        \ôxj  ^  ' 

où  les  dérivées  entourées  de  parenthèses  indiquent  des  dérivées 
totales  prises  par  rapport  à  x  ou  y  en  considérant  z  comme 
fonction  de  x  et  y.  Car,  si  l'on  connaît  ces  fonctions,  on  est 
ramené  à  un  problème  connu  (253). 

Dans  certains  cas  on  devine  aisément  de  telles  valeurs  de  p 
et  q.  Pour  traiter  la  question  d'une  manière  générale,  cherchons 
une  seconde  équation 

f(œ,  y,  z,  p,  q)  =  0,  (3) 

qui,  jointe  à  (1),  détermine  des  valeurs  de  p  et  q  vérifiant  la  con- 
dition (2).  Si  l'on  dérive  les  égalités  (1)  et  (3)  par  rapport  à  x  en 
regardant  zy  p  et  q  comme  fonctions  de  x,  on  trouve 

dx  T  dz  *  ^  dp  \dxj  ~  dq  \dxj         ' 

V  +  <£p+V(<iA  +  <>l  (dl)=0. 
dx  ^  dz' '  ^  dp  \dxj  ^  dq  \dx)  ' 
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d'où,  en  éliminant  . 

dx 

dx       dz   j  dp       \dx       dz   }  dp       \dq  dp        dp  dq)  \dx) 

Cette  égalité  détermine  (y^V  Pour  avoir  (j-\  il  suffit  d'}T 
échanger  x  et  y,  p  et  q  ;  ce  qui  donne 

\dy^  dzH)dq       \dy^ dzH  )  ôq  ^  \dp  dq        dqdpj\dyj" 
Pour  exprimer  la  condition  (2),  ajoutons  membre  à  membre  les 

deux  dernières  équations;  les  coefficients  de    (y{)»   (^~)  étant 
égaux  et  de  signes  contraires,  on  obtient 


(àF       dF   \df       (dj?,d¥  W 
[dx  +  TzP)  dp  +  \dy  +  dzq)  dq 


dF  àf__dFdl 
dp  dx        dq  dy 


f  dF    ,       dF\  df       „ 
\    dp        *  dqj  Oz 


(4) 


C'est  une  équation  linéaire  aux  dérivées  partielles  de  la  fonc- 
tion f.  Pour  l'intégrer,  on  considère  le  système  différentiel 

—  dp  —  dq  dx         dy  dz 


dF  _,_  dF  dF       dF  dF^        dF  dF  dF 

dx       dz  dy        dz  dp  dq  dp  dq 


(5) 


Résolvons  les  intégrales  de  ce  système  par  rapport  aux  cons- 
tantes d'intégration,  de  manière  à  lui  donner  la  forme 

vl(xyy,z,p,q)  =  cl1 

?2KJ/.^^   ?)  =  C2> 

ni**,  y,  *,  p,  q)  =  c4; 

on  peut  prendre  pour  /"chacune  des  fonctions  <pM  <p2,  <ps,  ©4,  et 
plus  généralement  une  fonction  arbitraire  de  cp,,  <p3,  »3,  <p4  ;  on 
peut  même  égaler  l'une  de  ces  fonctions  à  une  constante  arbi- 
traire et  substituer  l'équation  ainsi  obtenue  à  l'équation  (3). 

278.  Exemples.  —  1°        z  =  pq. 

En  supposant  F  =  z  — pç,  les  équations  (5)  deviennent 

dp       dq       dx       dy        dz 


p  q  q  p         2pq 


(i) 
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Eu  combinant  le  deuxième  et  le  troisième  rapport,  on  obtient 

dq  =  dx      d'où      q  = =  X  -\-  a, 

et  eu  vertu  de  l'équation  proposée, 

z 

P  =  — i 

x  -f-  a 

On  est  ainsi  conduit  à  l'équation 

dz -ÛC-^dx  +  (x  +  a)d!/'  (2) 

Si  l'on  considère  y  comme  coustant,  on  a 

■y 

dz  =  — - — dx,     d'où     z  =  Y(x  4-  a), 
x  -f-  a 

la  constante  d'intégration  étant  remplacée  par  une  fonction  Y 
de  y.  Substituant  cette  valeur  dans  (2)  après  avoir  fait  dx  ==  0, 
on  obtient 

(x  +  a)^Y  =  {x  -f  a)dy,     d'où     Y  =  y  -f-  p. 
Une  solution  complète  de  l'équation  proposée  est  donc  : 

*  =  (*  +  «)  (^  +  P). 

On  en  déduit  une  solution  générale  en  remplaçant  p  par  une 
fonction  arbitraire  <p(a)  et  en  éliminant  a  entre  l'équation  ainsi 
obtenue  et  sa  dérivée  par  rapport  à  a.  Cette  solution  est  repré- 
sentée par  l'ensemble  des  équations 

z  =  (x  -f-  «)I>  +  f  («)] ,      0  =>  +  a)cp'(a)  +  y  +  «>(«). 

Si  la  fonction  <p(a)  est  donnée,  on  trouve  une  solution  parti- 
culière ;  par  exemple,  à  p  =  ma  -|-  n  correspond  l'intégrale 
particulière 

z  = -: —  (y  —  ma?  4-  n)2. 

Une  intégrale  singulière  s'obtient  en  éliminant  a  et  p  entre 
l'intégrale  complète  et  ses  dérivées  partielles  par  rapport  à  a  et 
p  ;  on  aura  s  =  0. 

Une  autre  intégrale  complète  de  l'équation  z  —  pq  s'obtient  en 
combinant  les  deux  premiers  rapports  (1)  ;  on  trouve  d'abord 

P  =  "lq> 
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à"  étant  la  constante  d'intégration.  De  cette  égalité  et  de  z  s=s~pqi 
on  déduit 


p  =  a^Z,      q  = 

On  est  ainsi  conduit  à  l'équation 


a 


\/z  dz  dy 


dz  =  aV  z  dx  -|-  -    -  dy,     ou       -y—  =  adx  -f- 

CC  v   Z 

qui  a  pour  intégrale 

2i/2  =  dus  +  -  4-  b , 
a 

2-  .    (^ -f- 42)</ =  <F-  (I) 

Les  équations  (5)  du  §  277  deviennent 

dx  dy  dz  dp  dq 

2py      2qy  —  z      2(p~  -h  q'l)y  —  q s      ^7      — p2 
Les  deux  derniers  rapports  donnent 

pdp  -j-  </</(?  =  0 ,     ou     p2  -f  f  =  a'-. 
De  cette  égalité  et  de  l'équation  proposée,  on  déduit 

de  sorte  qu'on  a  à  intégrer 

d-  =l\Ji*--#y*dx  +  ^dy.  (2) 

^»  •») 

Si  l'on  fait  dx  =  0,  il  vient 

zdz^^ydy,     d'où     z-  —  *~y*  -f-  X. 

Portant  la  valeur  de  2  dans  (2j  et  supposant  y  constant,  on 
obtient 

l  dX  =  a  Y/Xcfcr,     d'où     VX  =  a*  -f  p.   ; 
Donc  une  solution  complète  de  l'équation  (l)  est 

280.  Cas  particuliers 

1°  Si  l'équation  ne  contient  pas  explicitement  a%  y,  2,  ou  est 
de  la  forme  F(p,  q)  =  0,  on  peut  prendre  pour  p  et  (7  deux 
valeurs  constantes  a,  6  qui  vérifient  l'équation.  La  valeur   de 

dz  est  alors 

efc  —  adx  - -\~  b  dy  ; 
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on  en  tire  Y  intégrale  complète 

z  ■■=  ax  -\-  by  4-  c. 
Comme  F(a,  6)  =  0,  on  peut  l'indiquer  par 

a  et  c  étant  des  constantes  arbitraires. 
2°  Si  l'équation  proposée  a  la  l'orme 

on  peut  prendre  pour  p  et  q  des  racines  des  équations 

j\x,  p)  =  a,     /Ky,  <?)  =  a, 
où  a  est  une  constante  arbitraire.  Si  l'on  trouve 

P  =  <K#,  «)>     <?  ==  <W(y>  «)» 
alors  cte  =  ^(^j  a)dx  4~  <WG/>  «)%> 

-  =  J  «#,  «)d#  +  J  ti(yi  «)^  "f-  &• 
3°  Soit  à  intégrer  l'équation 

analogue  à  l'équation  de  Clairaut.  On  en  déduit 

dz  =  p  dx  -j-  q  dy  ~\~  x  dp  -{-  y  dq  -\-  df(p,  q), 

ou,  à  cause  de  dz  —  p  dx  +  q  dy, 

X  dp  -Yy  dq-\-  df{p,  q)  =  0. 

Cette  nouvelle  équation  est  vérifiée  quand  on  pose  p  =  a, 
q  =  b,  a  et  b  étant  des  constantes  arbitraires.  Portant  ces 
valeurs  dans  l'équation  proposée,  on  trouve  l'intégrale  complète 

Z  ==■  ax  -[-  by  -j-  f(a>  b)  '■> 
elle  s'obtient  en  remplaçantp  et  q  par  des  constantes  arbitraires. 
4°  Si  l'équation  à  intégrer  est  q  =  o(yt  p),  on  a 

dz  =  pdx  -\-<i(y,  p)dy. 

En  attribuant  à  p  une  valeur  constante  a,  on  trouve 

z  =  a*-  -f-.  f  ,<p(y,  a]cty  +  £• 

287.  Développement  en  série.  —  Soit  à  intégrer  l'équation 

q  =  f(x,y,z,p)- 

Si  l'on  considère  z  comme  une  fonction  de  y,  on  a,  pourvu 
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que  les  valeurs  des  variables  soient  convenablement  choisies  : 

1.2  UWo 


1      /'tf3; 


i:2.3VcW(y-J/o)3  +  - 


Dans  cette  formule,  nous  prenons  arbitrairement  la  valeur 
^o  ~  "?GV)  Q11!  correspond  à  3'  =  y0  ;  l'indice  0  sert  à  marquer  que 
y  est  remplacé  par  y0,  2  par  s0  et  p  par  /)d  =  ®'(jc).  On  a  d'abord 


ensuite 


—  \_  f{X,  y0,  zQ.  pQ)  ; 


à>f  ~  ày   V  dz  q  "*"  dp  dy  ~~  dy  ^  '  ^» y'-*-'  W  ds  _t~  dp  dos 

àJ  iAr>àj(dj,dfndfèp\ 

dy    r  '  dz^  dp  \dx  ^  dz  l  ~*~  dp  dxj' 


d*z        f        ..        ,  dp       dzz 

ce  qui  donne  -r-;  en  1  onction  de  x,  y,  z,  />,  -—  =  — - 

L  dy2  dx       dx~ 

nuera  de  la  môme  manière,  en  remarquant  que 

dnz        ,nâz 
d —       dn- — 
dxn  dy       dnf{x,y,z,p) 


On  conti 


ày 


dxn 


dxn 


On   connaîtra  donc  les  valeurs   pour  y  =  y0   de   toutes  les 

dérivées 

dz       d2z        d3z 

dy'     dy2'     dy*'      '"-' 
il  reste  à  les  substituer  dans  le  développement  de  z. 

Exercices  et  notes. 

1.    p(q2  -f-  1)  +  (p   ~  Jff)î  ~  0.      Deux  solutions  complètes  sont  : 
*  +  *        t  I  fx  +  a\2 


&) 


¥~\ 


+  1 


2   y 
2  V«{«  —  ^;  —  1 =  x  +  *y  +  ?  • 


-fi/  +  3  =  0, 


2.    pq~  1.    —    Solution 


ax  +  &  + 


3.  p2  _|_  ^2  _j_  1  =  W2#   _  Solution  :  z  =  rt.r  +  b  +  j/\/ m2  —  1  —  a2. 

4.  |)  =  <?//  +  72- 


Solution 


ax  H 
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5.  z  =-  px  -\-  qy  -f-  PQ-    —   Solution  :    z  =  ax  -f-  by  -J-  db. 

6.  œq  =  ?//>  +  œex2jry2.    —   Solution  :   z  =  ?/cx2  I  >'2  +  tf(oc2  -f  y2). 

7.  o  =  (~ -fpo?)2. — Intégrale:   ;^ f-  =0. 

x       y  -\-  0 

Equations  linéaires  d'un  ordre  supérieur. 

282.  Soit  z  une  fonction  de  deux  variables  indépendantes  x,  y. 
Une  équation  aux  dérivées  partielles  de  z  est  dite  linéaire  si  z 
et  ses  dérivées  y  entrent  au  premier  degré  sans  que  ces  quan- 
tités soient  multipliées  entre  elles.  Par  exemple,  la  forme  géné- 
rale de  l'équation  linéaire  du  second  ordre  est 

A  ^4  -I-  2B  44-  +  C  |4  +  2D  "'-  +  2E  %  +  E*  =  H , 

dx2  dxày  dy2  dx  oy 

A,  B,  ...,  F,  H  étant  des  constantes  ou  des  fonctions  de  x,  y. 

283.  Théorème.  —  Si  une  équation  linéaire  sans  second 
membre  admet  les  solutions 

z  =  f\{x,  y),     z  -  f2(x,  y),     z  =  f3(x,  y), 

la  formule 

z-^GJifay)  ■fC/2(a?)y)-fC3f3(a;,y)-f  ..., 

où  C],  C2,  C3,  ...  sont  des  constantes  arbitraires,  donne  encore 
une  solution. 

Cette  proposition  se  démontre  aisément. 

284.  Équations  à  coefficients  constants.  —  Pour  fixer  les 
idées,  considérons  l'équation  du  second  ordre 

aS+2bS+cP+2D^+2ES+f^°-  (,) 

Par  analogie  avec  l'équation  linéaire  renfermant  une  seule 
variable  indépendante,  nous  posons  z  =  emx+ny.  Alors 

dz  .  dz  . 

—    =  ^mx+ny  _  ^  „einx+ny 

ox  oy 

ô2Z  d2~  à2" 

ox*  oxo y  oyz 

Portons  ces  valeurs  dans  l'équation  (1)  ;  l'exponentielle  dispa- 
raîtra comme  facteur  commun  et  il  restera  une  équation  algé- 
brique entre  m  et  n, 

Am2  +  2Bmîi  -f  Cn2  +  2Dm  -f  2E«  4-  F  =  0, 

qui  prend  le  nom  d'équation  caractéristique. 
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Soient  m  ==  f(n),  m  =  ff(n)  les  deux  racines  de  cette  équation 
résolue  par  rapport  à  m  ;  des  solutions  particulières  de  (1)  sont 

z  =  cjf(n)*+ny,    z  =  (?'f(n)x+u>'5 

où  n  reste  arbitraire.  Si  n,,  n2,  n3,  ...,  q ,  c2,  ...  sont  des  nom- 
bres quelconques,  la  formule 

z  ==  clef("i^x+niy  4-  c2ef(n2)x+n?.y  -f-  ...  | 

donne  également  une  solution. 

285.  Cette  solution  prend  une  forme  plus  simple  quand  l'équa- 
tion proposée  ne  renferme  que  des  dérivées  d'un  même  ordre. 

Soit,  par  exemple,  l'équation 

f)~  ~  r)2  v  r)2  y 

Ap„+2B   "■■*--  J-ct-4  =  0. 
dx-  dxdy  dy- 

L'équation   caractéristique    Am2  -\-  2Bmn  -h  C/i2  =  0  donne 
deux  valeurs  de  la  forme  m  =  a/i,  m  =  $n.  L'intégrale  (2)  devient 

+  cVnVy^x)  4-  cr2enyy+?x)  -f  ... 

Vu  l'indétermination  des  quantités  nx,  n.,,  ...,  cu  c2,    ..    et  de 
leur  nombre,  on  peut  écrire 

»  et  i|<  étant  deux  fonctions  arbitraires. 

286.  Exemples.  -  1°     d"  =  a?  ~  • 

r  oy  dx1 

L'équation  caractéristique  étant  n  =  a2m3,  une  intégrale  est 

z  =  c1emix+a'2,nr'>r  -f-  c2em2*+a2m2y  -f-  .. 
d-z  ,  d2z 

=  Cl" 


dy-       "    dx* 

Cette  équation  se  rencontre  dans  la  théorie  des  cordes 
vibrantes.  L'équation  caractéristique  étant  n°-  =  a2m2,  une 
intégrale  est 

Z  =  Çj^iU+^yî  -f  C2<?m2(x+ay)  -{-  ... 

4-  c'i^V^i  -f-  c'26m'a(x_ay)  4-  •  ••  ; 
on  peut  la  représenter  par 

z  =  ©(a?  -h  «y)  4  <M#  —  «y),- 
o  et  &  désignant  deux  fonctions  arbitraires. 
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Exercices  et  notes. 


1.  Intégrer  ^    +  ^  =  0  . 

Solution  :   Z  =  cp(o7  4"  j/?")  -f-  <\>[x  —  i/i). 

2.  A,  B,  C,  D  étant  des  constantes,  intégrer 

à3Z  d*z  àzz  d*z 

A  te*  +  B  dx-dy  +  (     ^  +  °  dp   "=  °* 

On  peut  raisonner  comme  an  $  284  on  poser  z  =<f{x  -\-  *y)  ;    ce  qui, 
après  suppression  du  facteur  œ'"(ac  -j-aj*)-  ramène  l'équation  à 

A+-Ba  +  Ça2  -[-  Dzs  =  0.  (I) 

Soient  an  tx2,  x3  les  racines  de  (1)  ;  nous  aurons  l'intégrale  générale  (283j 
Z  =  ?l(«  -h  a,//)  4-  çpo(â5  +  *2<?y)  +  cp3(a?  -f  *3y), 

?ii  T^»  fs  désignant  trois  fonctions  arbitraires, 

Si  deux  valeurs  de  a  sont  égales,  on  dérive  l'identité 

-  dHjx  +  a/y)       ■     d3y(a?  +  «y)    ,    c  ^3'f(^-f  «.'/)     .    D  d?f(x  +  a,?/) 

dr3  dx'ldy  dxdyz  dy3 

=  <?'"(^  +  a2/)[A  +  Ba  4.  Ca«  -h  Dx3J, 
par  rapport  à  a  ce  qui  donne 

A  ^£+-3*!  +  ...  =  yT'>  +  -lÔ(A  +  B,  +  Ca*  +  D*3) 

+  <?'"(#  +  ai/)(B  +  2C«  +  3Da-). 

a  étant  racine  double  de  (1),  le  second  membre  de  l'égalité  précédente  est 
nul  ;  il  en  résulte  que  z  =  j"f  (x  -\-  tzy)  est  une  intégrale  de  l'équation  pro- 
posée, etc. 

3.  Intégrer  A  °  -,  4-  2B  -'-  —  4-  C  %—t  =  0,   A,  B,  C  étant  des  cons 

ax-  ôxôy  Je- 

tantes (285).  Xous  indiquons  ici  deux  nouvelles  méthodes  : 
1°  Introduisons  les  variables  X  =  a.v  -|-  pjr,  Y  =  a'.*  4-  3'jî  alors 

dz         dz    dX         dz    dY  dz  ,  dz 

àx   ~  dX    dx  ^~dY~âx~a  dX  +  *  ~ÔY  ' 

à2z  /d2z   dX  d2z    t)Y\    ,      ,  f    à*z     dX        à*z    dY 


z 


à*z    dY  \         ,fà*3     dX     _d-z    àY\ 
^  àXàY  àx)  \  *  yôYàX  dx  +  dY*  dx  ) 


dx2  \àX*  àx    '    dXdY  àx 

-      =  a2  £*£  4-  2aa'  -~-  4-  «'?       -  ,  etc. 
àX2  ^  àXàY  ^       dY2 

L'équation  proposée  devient 
(À««  4-  2B*p  4-  C?«)  ^  4-  2(Aaa'  4-  Ba'p  +  Bx3'  4-  Cpp') 


()X2     '     ~V  '  ;  r    '  '        '         "    '  £X<*Y 
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elle  se  réduit  a  =  0  et  a  pour  intégrale 

oXoY 

z  =  cp(X)  4-  +(Y)  -  ?(«»  +  Pi/)  +  *(■'*  +  P'y), 

a      a' 
pourvu  que  les  rapports  -  >  -^-soient  les  deux  racines  de  Au2-f-2Bu-|-C=0  ; 

r      r 
ç>  et  ^  sont  des  fonctions  arbitraires. 
Lorsque  ces  racines  sont  égales,  l'équation  proposée  a  la  forme 

et  se  change  en 

(«  +  ^)2 13  +  2(«*  +  6?)  (««'  +  b?<)  £L  +  (««'  +  &py  JJ  =  o, 

ou  en  — —  =  0  si  on  pose  ai  4~  b$  =  0.  Prenons  a  =  6,  p  .-=  —  a  ;  alors 

*  =  y<?(x)  +  «kx)  =  («'«  +  PVM**  -  «y)  +  W*  -  °>y)- 

2°  Soient  m  et  n  les  racines  de  Au2  4"  2Bu  -f-  C  =  0  ;  l'équation  proposée 
peut  s'écrire 

r)2r  ,)2  -  ,)2~ 

^-(^  +  ^^^4-^^  =  0, 

\A»Z  dxdy  )  \Oxdy  dy2  J 

Les  parenthèses  sont  les  dérivées  de  --   —  m  -r-  respectivement  par  rap- 

ox  oy 

port  à  x  et  à  y.  La  question  se  ramène  ainsi  à  l'intégration  du  système 

dz  oz  du  du 

m--  =  w, n  —  =  0. 

ox  oy  oy  oy 

La  dernière  équation  ayant  pour  intégrale  u  =  cp(j/  4~  nx)^  la  première 
dépend  du  système  différentiel 

dx  _      d'y  d«  (  dy  -\-  mdx  =  0 , 

1         — m       u(y-\-nx)  \  dz  =  v(y -\- nx)dx . 

On  trouve  d'abord  y  -\-  mx  =  a  ;  puis,  en  éliminant  y, 

cù-  =  <p[a  4-  (n  —  m)x]dx,     z  =  J<p[ac  4~  (**  —  m)#]cfa;  =/*[a  4-  (>&  —  »&)#]  4~  P> 

où  /"  désigne  une  fonction  arbitraire.  Il  reste  à  éliminer  a  et  P  entre  les 
égalités 

V  4-  rnx  =  a,     *  =  /-(a  4-  (;i  -  »&)#]  4~  p,     p  ==  ^(a)  ; 

on  trouve 

s  =  f{y  4-  »*»)  4-  <K^  4-  ^^)- 

Si  m  =  n,  on  a 

dz  —  »(a)o?J7,      £  =  a;'f(a)  4-  P  ; 
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on  éliminera  a  et  [3  entre  les  équations 

y  -f  mx  =  a,      Z  —  a?<p(a)  -f*  p\      P  =  +(«),     etc. 

4.  Intégrer  5  =  f{z)pq . 

En  opérant  comme  au  §  249,  exemple  2°,  on  trouve 

5.  r-f  3s  +  2*  =  *-fy. 

La  substitution  X  =  eux  -j-  py>  Y=  a'o?  -|-  [3 'y  transforme  l'équation  en 

(,•  +  3,p  +  2.8')  g  +  (2a«'  +  3«B'  +  3*'3  +  483')  ^Y 
+  (»    +  3*3  +  23   )gyi-r       ~^r_-^ 

a     a  a 

Prenons  pour  -  *  -,  les  racines  de  uz-\- 3u  +  2  =  0,  par  exemple  -  =  —  1 , 

■  r    P  R 

a 

"07=  —  2  ;  nous  aurons,  en  faisant  (3  =  |B'  =  1 , 
P 

à*  7  T5£2Y 

-  2Y  —  3X,     z  =  Y2X  —  —t -^  +  ?(Y)  +  +(X). 


<EMY  '  2 

6.  r- -*==  a?y.  —  SoZ.  :  *  =»  --  ay(a?s  —  y2)  -f  «(y  —  x)  -f  ^[y  +  a?). 

En  écrivant-/-  A - — -m  —  ay3.  on  a  à  intégrer  une  équation  linéaire 

dy       1  —  y- 


PW,     fydy 

Ji-y2    [fay8*-*1 


du  premier  ordre  ;  donc 

p  =  e  J  l~y~    [_\ay3e3  l-y"dy  +  <p(a?) 

j  y  1  —  y2 

En  posant  y  =  sin  u,  on  trouve 
(  —r- — - — --  |sin?«rfii=i(sin«  —  cos2asina)rfii=—  cosu-f  _cos3«,  etc. 

J  v/i  —  V2     J  J  3 


Vl  —  2/s 

8.  xr  -f-  ys  =  I5xzy2. 
On  peut  écrire 


dp   ,  -jd»_ 


•5  +  **-1**' 
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Cette  équation  est  linéaire  ;  on  pose  donc  le  système  auxiliaire     • 

dx       dy  dp 

x         y         \5x'2y2 

d'où  y  =  xx,     dp  =  \b*2x3dx,     p  = f-  (3. 

En  établissant  une  relation  arbitraire  (3  =  'f  (a),  on  aura 

y  étant  constant  dans  I  cd  (  '  -  W.r,  si  l'on  fait  u  =  '-  »  ou  3?  =  '-»  on  trouve 

J  '  Vjry  x  u 

/"désignant  une  fonction  arbitraire. 

9.  s/>  —  r</  =  0.  —  On  peut  écrire 

1  dq  _    1 dp 

q  dx      pâx 

d'où  Iq  ^-  Ip  -\-  h{y),   q  =  P'f(y),  équation  linéaire;  donc  (262) 

«  =  fa  +  «y)],     ou    a  =  F(y>  +  Pl(«)> 
/*,  6,  F,  Ft  étant  des  fonctions  arbitraires. 

10.  p  =Kç  r\-  sy.  — «  Solution  :  Z  ==  /"(a?)  +  Vf{x)- 
\\,  Z  =  s  -\-  qy .  —  Solution  :  z  f(x)  -f-  yf(x). 

d4z         t&z       Q 

dx4         '  dy4 

*  =  Ay  4-  «^)  -f  A(y  —  «*)  4-  A(y  4-«W  —  i)  4-  ^(y  —  a*V —  Q- 

13.  On  établit  une  relation  arbitraire  n  ==  ©(»)  entre  les  fonctions 

m  =  F(a-,  y,  ~,  p,  y),     v  =  f(ar,  y,  *,  p,  q). 

Trouver  une  équation  aux  dérivées  partielles  de  z,  indépendante  de  '-?. 
En  procédant  comme  au  £  258,  on  obtient 

F'x  +  F'zP  +  F>  -f  F>     F'y  +  F'zq  +  F>  +  F'q* 

A  4-  Ap  4  /V  4-  /V     f'y  4-  A  q  4-  /V  -f  /%*      =  °' 

équation  de  la  forme 

Rr  +  Ss  -f-  T*  +  U  -}-  V(rt  -  5'2)  ==  0. 
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CHAPITRE  XV. 


CALCUL  DES  VARIATIONS. 
CAS  D'UNE  SEULE  FONCTION  INCONNUE. 


But  du  calcul  des  variations. 


287.  Dans  ce  calcul,  on  considère  une  intégrale  définie 
U  =  I   2F(>,y,  z,  ...,y\Vi  ...)dx, 

qui  renferme  sous  le  signe  f  une  variable  indépendante  x,  une 
ou  plusieurs  fonctions  inconnues  y,  z,  ...  de  x,  et  quelques-unes 

Fig.  38. 
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de  leurs  dérivées,  et  il  faut  trouver  pour  y,  z,  ...  des  fonctions 
f(x),  fi(x),  ...  qui  l'ont  acquérir  à  U  une  valeur  plus  grande  (cas 
du  maximum)  ou  plus  petite  (cas  du  minimum)  que  les  valeurs 
que  l'on  obtiendrait  en  remplaçant  f(x),  fi(x),  ...  par  des  fonc- 
tions d'une  forme  tant  soi  t  peu  différente.  L'expression  ¥(x,y,z . ..) 
est  complètement  donnée. 

288.  L'exemple  suivant  montre  en  quoi  ces  nouvelles  questions 
se  distinguent  de  celles  traitées  dans  le  calcul  différentiel. 

Trouver  une  courbe  plane  AMB  qui  passe  par  les  points 
donnés  A,  B  et  qui  soit  telle,  que  Vaire  engendrée  par  iarc 
AMB  en  tournant  autour  d'un  axe  OX  situé  dans  son  plan,  soit 
un  minimum  (fig.  38). 


Adoptons  deux  axes  rectangulaires  OX,  OY,  et  soient  (.y,,  yx), 
(x2,  y2)  les  coordonnées  des  points  A,  B  ;  la  surface  engendrée 
par  l'arc  AMB  a  pour  expression 

U'=  2tt  f  2  yds  =  2tt  \y\Jl  +yr%  dx. 

Il  s'agit  de  trouver  la  fonction  de  x  qu'il  faut  substituer  à  yf 
pour  que  la  valeur  de  U  soit  un  minimum. 

Les  limites  xu  x2  peuvent  être  variables  en  satisfaisant  à 
certaines  conditions  données.  Par  exemple,  on  demande  quelle 
est,  parmi  les  courbes  dont  les  extrémités  sont  situées  sur  deux 
courbes  données  AC  et  BD,  celle  qui,  en  tournant  autour  de  OX, 
engendre  la  surface  minimum.  Les  coordonnées  de  A  et  B  doi- 
vent alors  vérifier  les  équations  des  courbes  données. 

A  la  condition  du  maximum  ou  du  minimum  on  peut  ajouter 
d'autres  conditions.  Ainsi,  on  peut  se  proposer  de  trouver,  parmi 
les  courbes  de  même  périmètre  /  et  s'appuyant  sur  deux  courbes 
données,  celle  qui,  en  tournant  autour  de  OX,  produit  la  surface 
minimum.  Dans  ce  cas,  il  faut  chercher  pour  y  une  fonction 

telle,  que  l'intégrale  i x*  \Ji  -\-  y'2  dx  ait  la  valeur  donnée  /  et  que 
l'intégrale  |x'2  y  \/l  +y'2  dx  passe  par  un  minimum. 

DÉFINITIONS    ET    NOTATIONS. 

289.  Définition  des  variations.  -  Soit  à  chercher  le  maximum 
ou  le  minimum  de  l'intégrale 


-  P2  \dx, 


V  étant  une  expression  donnée,  qui  contient  une  seule  fonction 
inconnue  y. 

Considérons  la  fonction  cherchée  y  =  f(x)  comme  l'ordonnée 
d'une  certaine  courbe  AMB  ffig.  38).  Les  limites  xlt  x2  de  l'in- 
tégrale sont  les  abscisses  de  deux  points  A,  B  de  cette  courbe. 
Pour  plus  de  généralité,  nous  supposerons  ces  limites  variables; 
les  points  A  et  B  sont  alors  assujettis  à  se  trouver  sur  deux 
courbes  données  AC  et  BD. 

Soient  U  la  valeur  de  l'intégrale  (1)  sur  la  courbe  cherchée 
AMB,  U!  sa  valeur  sur  une  courbe  infiniment  voisine  A'M'B'. 
Dans  le  cas  d'un  maximum  l'accroissement  Vl  —  U  est  négatif, 


quelle  que  soit  la  courbe  A'M'B';  il  est  positif  dans  le  cas  d'un 
minimum.  Cette  condition  détermine  la  fonction  f{x), 

Pour  calculer  l'accroissement  \Jl  —  U,  Lagrange  a  créé  le 
calcul  des  variations. 

On  peut  ramener  les  variations  aux  différentielles.  A  cet  effet, 
nous  considérons  un  double  système  de  courbes  défini  par  deux 
équations  de  la  forme 

*  -  <?(x>  ri.   y  =■  Kx.  ri  (2) 

où  X  et  {x  désignent  deux  paramètres  variables.  Si  on  donne  à  jx 
une  valeur  déterminée  et  qu'on  fasse  ensuite  varier  X,  les  couples 
de  valeurs  correspondantes  de  x,  y  appartiendront  aux  points 
d'une  courbe  (;x)  ;  et  celle-ci,  quand  on  fait  varier  ;x,  se  déforme 
et  engendre  un  premier  système  (fx).  De  même,  en  attribuant  à 
X  une  valeur  déterminée  et  faisant  ensuite  varier  fx,  on  obtient 
une  courbe  (X),  et  celle-ci  engendre  un  second  système  (XJ  quand 
À  passe  successivement  par  différentes  valeurs. 

Nous  supposons  maintenant  que  la  courbe  cherchée  AMB  et 
une  courbe  infiniment  peu  différente  A'M'B'  fassent  partie  du 
S3rstème  (<x)  et  correspondent  aux  valeurs  ;x  et  jx  -f-  Afx  du  second 
paramètre  ;  que  les  courbes  AC  et  BD  appartiennent  au  réseau  (X) 
et  correspondent  aux  valeurs  X1?  X2  du  premier  paramètre. 

Soit  M  un  point  quelconque  de  la  courbe  AMB  ;  ses  coordon- 
nées x,  y  résultent  des  formules  (2)  où  l'on  attribue  aux  para- 
mètres certaines  valeurs  X,  ;x.  Si,  laissant  fx  fixe,  on  donne  à  X 
un  accroissement  infiniment  AX,  M  passe  à  un  point  N  infini- 
ment voisin  sur  la  courbe  AMB  ;  ses  coordonnées  prennent  des 
accroissements  Ax,  Ay  dont  les  parties  principales  sont  les 
différentielles  des  fonctions  <p(X,  »x),  <}(X,  jx)  par  rapport  à  X.  Nous 
convenons  de  désigner  ces  différentielles  par  dx,  dy,  de  sorte  que 

& -*&,*)  g    rfy  =  *%jOrfX.  (3) 

Laissons  maintenant  à  X  sa  première  valeur  et  donnons  à  ;x 
un  accroissement  infiniment  petit  Akix;  le  point  M  passe  à  un 
point  M'  infiniment  voisin  sur  une  courbe  du  système  (X), 
et  ses  coordonnées  prennent  des  accroissements  Ar\\  Axy  diffé- 
rents de  kx,  Ay.  Les  parties  principales  de»  ces  nouveaux 
accroissements  sont  les  différentielles  des  fonctions  <p(X,  jx),  <L(X,  <x) 

Neuberg,  An.  inf.,  II.  23 
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par  rapport  à  ;-».  ;  on  convient  de  les  appeler  variations  et  de  les 
désigner  par  ox,  oy,  de  sorte  que 

d©(X,  \i)  s         <ty(X,  p.) 

o#  »     *v      ry  <u,      oy  =  ~±d^~  <*V-  (4) 

Une  fonction  F  (a*,  3"),  si  Ton  remplace  x,  y  par  les  valeurs  (2), 
devient  une  fonction  de  X,  (j..  Elle  a  au  point  M  une  certaine 
valeur  et  prend  un  certain  accroissement  AF(ac,  y)  quand  on 
passe  de  M  en  N,  un  autre  accroissement  A,F(a%  y)  quand  on 
passe  de  M  en  M'.  La  valeur  principale  de  AF(a%  y)  est  la  diffé- 
rentielle 

dF  dF 

**{*,  y)  =  ~d~x  d*  +  -d-y  <ty, 

où  dx  et  dy  ont  les  valeurs  (3)  ;  celle  de  AlF(a:,  y)  est  la  variation 

dF  dF 

oF(.r,  y)  =  --  ox  -f-  --  07/, 
v   ,JI       dx        '    èy  J* 

où  ox  et  oy  ont  les  valeurs  (4). 

Ces  notions  s'étendent  facilement  aux  différentielles  des 
ordres  supérieurs.  Ainsi 

,.,  d2cp(X,  p)  ^2?(X,  m-)    .v3 

«2#  =  — V,    -d'*,      crx  —  — L^,—  «A3,  . . . 
d/r  dp* 

d2F  d2F  d2F  dF  dF 

<m*;  y)  =  ^  +  2  m*°  «y  +  ^  dy*  -1-  -£  **  +  Ty  d'y, 

d-F  d2F  d2F  dF  dF 

«•FK  y)  =  ^  +  2  ^  o*  o^  +  —  oy*  +  ^  o-*  +  -«*.  etc. 

En  résumé,  la  caractéristique  d  désigne  une  différentiation 
par  rapport  au  paramètre  À  et  correspond  à  un  déplacement  de 
M  sur  la  courbe  cherchée  AMB  ;  la  caractéristique  0  désigne 
une  différentiation  par  rapport  à  [jl  et  correspond  à  un  déplace- 
ment de  M  sur  une  courbe  du  système  (X)  ou  à  une  déformation 
de  la  courbe  AMB. 

Le  calcul  des  variations  n'exige  aucune  nouvelle  règle  :  il 
suffit  de  différent ier  avec  la  caractéristique  0.  Par  exemple,  si 
a,  p,  y  désignent  des  fonctions  de  x,  y.  on  a 

8(a  -f  (3  -  y)  =  Sa  +  8(3  —  8Y,     $(»P)  =  aô?  +  PSa- 

290.  Remarque.  —  Il  n'y  a  pas  lieu  de  spécifier  les  fonctions 
auxiliaires  <p(X,  jj.),  ^(X,  (j.)  ;  il  suffit  de  concevoir  la  possibilité  de 


—  35o  — 


deux  systèmes  de  courbes  comprenant  le  premier  deux  courbes 
données  S j,  S2,  le  second  deux  autres  courbes  données  S3,  24, 
Ces  systèmes  restant  indéterminés,  nous  comparons  en  réalité 
la  courbe  cherchée  à  toutes  les  courbes  infiniment  voisines. 
Pour  former  les  équations  de  nos  systèmes,  soient  respectivement 
aiK  V)  =  0,      *8(#,  y)  —  0,      a3(tf?,  ?/)  =  0,     a4(#,  ?/)  =  o 

les  équations  des  quatre  courbes  données  Sj,  £.,,  £3,  SJ# 
Si  jj.  est  un  paramètre  variable,  l'équation 

(p.  —  ;x2)  ai(.T,  ?/)  +  (p.  —  m-,)  *,(>,  y)  =  0  (a) 

définit  un  système  de  courbes  comprenant  les  courbes  Si,  22  ;  car  si  l'on 
fait  |j.  *=  ;j.t  ou  fj-^f^,  on  trouve  %i(x,  y)  =  0,  oc2(aî,  y)  =  0.  De  même,  si  X 
désigne  un  second  paramètre  variable,  l'équation 

(X  _  X2)a3(o?,  y)  -h  (X  —  Xjoc^a?,  ?/)  =  0  (6) 

définit  un  système  de  courbes  dont  £3  et  Si  font  partie. 

Par  tout  point  M  (x,  y)  du  plan,  il  passe  une  ligne  (a)  et  une  ligne  (6)  ;  les 
valeurs  correspondantes  de  f*  et  X  résultent  des  équations  (a)  et  (b).  Inver- 
sement, les  coordonnées  x,  y  sont  des  fonctions  de  X,  |J-.  Il  suffit  donc  de 
résoudre  les  équations  (a)  et  (6)  par  rapport  à  .v  et  y  pour  obtenir  les 
formules  (2). 

Plus  généralement,  on  peut  remplacer  dans  les  équations  (a)  et  (b)  les 
facteurs  \x  —  p.lt  a  —  \*..2  par  deux  fonctions  quelconques  (3i([J-),  $->(lJ-),  et  les 
facteurs  X  —  Xi,  X  —  X2  par  deux  fonctions  quelconques  yi  (X),  ya  (X)  ;  alors  ^ 
désigne  une  racine  de  l'équation  ^  (p.)  =  0,  etc. 

On  peut  aussi  ajouter  aux  premiers  membres  de  ces  équations  respecti- 
vement les  termes 

(lJ-  —  \H)  (v-  —  lJ-z)  hW  H&,  y),     (À  —  X,)  (X  —  X2)Y3(X)a6(a?,  y), 

où[33,  y3,  as,  *6  représentent  des  fonctions  quelconques,  etc.  Les  formules  (2) 
peuvent  donc  être  réalisées  d'une  infinité  de  manières. 

Permutation  des  caractéristiques. 

291.  Permutation  des  signes  d  et  8.  —  Si  a  est  une  fonction 
de  x  et  y, 

c/oa  =  oda,      c12qol  =  od-x  —  //ôt/a,   etc. 

En  effet,  a  étant  une  fonction  des  paramètres  X,  p.,  les  carac- 
téristiques d  et  0  indiquent  respectivement  une  différentiation 
par  rapport  à  X  et  à  ;a.  Or,  l'ordre  dans  lequel  on  effectue  plu- 
sieurs différentiations  successives  par  rapport  à  deux  variables 
est  indifférent. 

292.  Permutation  des  signes  S  et  | .  L'intégrale  U  =  fëVdx 
étant  rapportée  à  la  courbe  AMB,  la  substitution  x  =  «p(X,  ;jl), 
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y  =  -}(/,  p.),   dans  laquelle  fj.  joue  le  rôle  de  constante,  la  trans- 
forme en  une  autre  de  la  forme 


u- 


j"*2  <»(X,  ,,)dX, 


où  Xv,  X2  représentent  les  valeurs  de  X  aux  points  A,  B. 

La  variation  de  II  est  évidemment  la  différentielle  de  l'inté- 
grale précédente  par  rapport  au  paramètre  <j.;  en  appliquant  la 
règle  de  la  différentiation  sous  le  signe,  on  trouve 

OU  =  jl2  Ô<D(À,  a)r/À, 
ou  en  revenant  aux  variables  primitives  : 

SU  ==  f*2  SÇVdœ). 

Élément  déformateur 

293.  Bans  le  calcul  de  SU,  nous  rencontrerons  la  quantité 

w  =  oy  —  y'ooc, 

que  nous  appellerons  élément  déformateur. 

Cherchons  les  dérivées  wr,  w",  ...  de  co  par  rapport  à  x.  En 
différenciant  la  valeur  de  c,  on  trouve 

to'dx  =—  c7oy  —  f/j/'ôje  —  y'dox  =  ody  —  dy'ox  —  y'dox. 

Or  dy  =  y'dx,  dy'  =  y"dx  ;  donc 

to'djc  =  o(y'dx)  — y''dxox  — y'dox 

==  01/ dx  -f-  y'odx  —  y"dxox  —  y'dox  =  dx{oy'  —  y''dox), 

ou  co'  =  oy'  — y'  ox. 

Semblablement, 

fjo"  =  oy"  — y'"ox,      co"'  =  oy'"  — ylvox,   etc. 

En  écrivant;),  q,  r,  ...  au  lieu  de  y\  y",  y"',  ...,  on  a 

io  =  oy  — pox,      w'  =  op  —  qox,      co"  =  oq  —  rox,  ... 

294.  —  Lorsque  les  limites  d'une  intégrale  sont  fixes,  on  sim- 
plifie le  calcul  de  sa  variation  en  prenant  pour  points  corres- 
pondants de  la  courbe  cherchée  et  d'une  courbe  infiniment 
voisine,  deux  points  ayant  même  abscisse.  Dans  ces  conditions, 

ox  —  0,      co  =  $y,      cor  =  8p,      co"  =  <$q,  ... 
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Le  système  (X)  est  maintenant  formé  de  droites  parallèles  a 
OY;  le  système  (\j.)  peut  être  défini  par  une  équation  de  la  forme 

Variation  d'une  intégrale  définie. 

295.  Soit  à  trouver  la  variation  de  l'intégrale  définie 

U  =  f  Vête, 

j  i 

où  V  désigne  une  fonetion  quelconque  de  a*,  y,  y',  y",  ...  ;  poul- 
ies limites  nous  écrivons  simplement  1,  2  au  lieu  dea^,  x2.  Pour 
simplifier,  nous  supposerons  que  V  ne  renferme  que  les  deux 
premières  dérivées  de  y  et  nous  ferons 

dy  d%y  d*y 

Ix===Pl      dx~2==q'      dx*  =  r' 

La  valeur  cliercliée  de  SU  ne  devra  pas  renfermer  sous  le 
signe  J  d'autres  variations  que  Sx  et  oy  ;  on  y  parviendra  en  per- 
mutant les  signes  d  et  S,  o  et  J,  et  en  intégrant  par  parties. 

On  a  d'abord  (291) 

SU  =  P  o(V  dx)  =  y  (ôV  dx  -f  VS  dx). 

J  \  ►    1 

Une  intégration  par  parties,  où  do  =  odx  =  dox,  v  =  ox,  donne 

f  ~  Vo  dx  =  [YSxf  —  f  dY  Sx  ; 

J  i  i       .'  i 

l'égalité  (1)  prend  donc  la  forme 

OU  =  [V  Sxf  +  P  (oV  dx  —  dY  Sx).  (2) 

296.  V  étant  une  fonction  de  x,  y,  p,  q,  on  a 

dV  =,  £  dx  +  ^  dy  +   ^  dp  +   g    dq, 

M,       dY   ,  dV   .     ,    dY  dY  . 

da?  <ty      '  dp  dq 

Posons  maintenant 

àV       .,       dY        AT       ^V        T)       dY        . 

=  M,     —  =  N,     -r-  =  P,     T  -  =  Q, 
dx  dy  dp  dq 

et  observons  que 

d'y  __  p  dx,     dp  =  q  dx,     dq  —  r  dx. 
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Les  valeurs  de  dV,  oV  deviendront 

dV  =  (M  4-  N/>  4-  P?  +  (^r)dx, 
ÔV  -  M  Sa?  +  N  8y  +  P  8p  +  Q  S?  ; 

si  on  les  porte  dans  l'équation  (2),  celle  de  ôU  devient 

[ V  o.vf  +  j*  [N(ty  —  p  Sj?)  4-  P(*p  —  ?  Sa;)  -f  Q(Ô?  —  r  8^]<te  ; 
en  introduisant  l'élément  déformateur  w  =  oy  — p&Y,  on  obtient 

SU  =  [VSxjï  +  f  (n«  +  P  g  +  Q  g)«to.  (3) 


J    1 


297.  Pour  faire  sortir  du  signe  J  les  dérivées  de  to,  nous  inté- 
grons par  parties.  En  prenant  du  =  -y—  efoc,  d'où  u  ==  u>,  on  trouve 


.  rfp 


P  p  t  « 

•  i 


dV    , 


(■>) 


où  "™  désigne  la  dérivée  totale  P,  prise  en  considérant  y,  /;,  r/ 

Ce  *.V 

comme  des  fonctions  de  x. 

.  ,,  i7         dlu>    .       ,,    ,  d<.o 

De  même,  si  1  on  prend  du  =  -,-— s  cLv,  d  ou  y  =  -.-  »  on  a 

dx2  dx 


r, 


Q   7  «  «# 
dx~ 


Q 


^ 


tl) 


afo? 


1       J  1 


2  dQ  (fa 

CtJC  iXOO 


(JLJU  9 


"0) 

une  nouvelle  intégration  par  parties,  ou  du  =  -r-  dx,  donne 


dQ  dm 


/     i       (XX        (XX 

par  conséquent 

j: 


dx 


to 


2  f2        rf« 

i  "    J  iW  dt 


d^dX; 


Q     —  dx  = 


CttXs  CtJC/ 


>f 

1  •' 


2  rf2Q^ 

to  -—  eu?. 

i         Cv*X" 


(5) 


Portons  les  valeurs  (4)  et  (5)  dans  l'équation  (3);  il  vient 

dQT 


SU 


VSjc  4-  Pô  4-  Q  ~ 
ctx 


dx 


Posons,  pour  abréger, 


dV       d2Q\ 
dx+W*)tûda}' 


(6) 


dQ 


v*'+ip-â&J>+Q«to 


rfi 


to 


H, 


N 


rfP       ^Q 


K. 
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La  formule  [6)  s'écrira  plus  simplement 

ôU  --=  H  +  f*Kucfo;  (7) 

elle  satisfait  aux  conditions  que  nous  nous  étions  imposées. 

298.  Cas  où  la  fonction  V  dépend  des  limites  de  l'inté- 
gration. —  Si  la  fonction  V  dépend  des  valeurs  xlt  y,,  p„  qlt  x2y 
...  de  X,  y,  p>  q  aux  limites  de  l'intégrale,  la  variation  de  U  se 
composera  de  deux  parties,  savoir  celle  que  l'on  obtient  sans 
faire  varier  les  quantités  qui  se  rapportent  aux  limites,  et  celle 
que  l'on  obtient  en  ne  faisant  varier  que  ces  seules  quantités. 
Nous  avons  calculé  ci-dessus  la  première  partie  ;  la  seconde 
partie  est 

nfdi  R     .  ùy  ;       dv  ,     .  dv  ;  \  , 
.  r~fd\  .     .dv,       àv  ,       dv  *  \  _ 

JiV^g      "       àyz    *%       dp2    ^2       dqz    *  J 

Or,  ojcn  êyp  ...,  &Y2,  ôy2,  ...  sont  des  constantes  dans  l'intégra- 
tion relative  à  x;  on  peut  donc  écrire  la  seconde  partie  ainsi  : 

oxx      ■- —  cfo?  4~  %/,        -t —  cfo?  -f-  ...  -f-  ^2       \—  dx.  (8) 

Comme  elle  ne  contient  pas  les  variations  courantes  Sx,  oy, 
nous  la  réunissons  à  la  partie  désignée  ci-dessus  par  H,  de 
manière  que  nous  écrirons  encore 

SU  -=  H  +  J 2  Kco  dx. 

Maximum  ou  minimum  d'une  intégrale  définie. 

299.  Soit  à  chercher  le  maximum  ou  le  minimum  de  l'intégrale 

J  i 
où  V  =  F(.v,  y,  p,  q).  Si  l'on  fait  la  substitution 

x  =*<p(A,  (x),     y  =  <|>(X,  fi), 
on  trouve  une  expression  de  la  forme 

et  U  devient  une  fonction  a(iji)  de  \*.  seul.  Or,  en  général,  le  maxi- 
mum ou  le  minimum  d'une  fonction  a(;x)  exige  a'({A)  =  0,  et  la  déri- 
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vée  seconde  a"(jx)  est  respectivement  négative  on  positive;  comme 

SU  =  a'(jjL)fl?{jL,      Ô2U  =--  a"(;ji)tfu.2, 

la  condition  commune  au  maximum  et  au  minimum  de  U  est 
SU  ='  0,  et  l'on  a  o2U  <  0  pour  un  maximum,  §2U  >  0  pour  un 
minimum. 

Si  o2  XJ  =  0,  on  doit  avoir  également  o3TJ  =  0.  Nous  ne  pous- 
serons pas  plus  loin  cette  discussion  ;  dans  la  plupart  des  cas, 
on  sait,  par  la  nature  du  problème  à  résoudre,  s'il  y  a  réellement 
maximum  ou  minimum. 

300.  On  a  trouvé 

La  condition  ôU  =  0  exige  que  l'on  ait  séparément 

H  =  0,     K  =  0. 

Car,  sans  cela,  si  l'on  fixait  les  variations  relatives  aux  limites, 
\\  Kwdv  devrait  conserver  la  valeur  constante  — II,  quel  que 
lut  l'élément  déformateur  w  ;  ce  qui  est  impossible. 

L'équation 

K  ==  N  -  —  +  rf2Q  -  0 
dx        dx2 

est  l'équation  différentielle  de  la  courbe  cherchée.  L'intégration 
introduit  un  certain  nombre  de  constantes,  que  l'on  déterminera 
au  moyen  de  Y  équation  aux  limites  H  =  0. 

Calcul  direct  de  oIJ. 


301.  Au  lieu  de  passer  par  les  quantités  X,  P,  Q,  il  est  souvent 
préférable  de  calculer  directement  ôU.  L'expression  finale  de 
&U  ne  devra  pas  contenir  sous  le  signe  J  d'autres  variations  que 
Sx  et  8y  ;  on  la  trouvera  en  permutant  les  signes  8  et  d,  ô  et  ( , 
et  en  employant  des  intégrations  par  parties. 

Le  résultat  sera  de  la  forme 


SU  -H-f  f.  (Lox  -\-  hfiy)dxy 


(O 


L  et  \jx  étant  des  fonctions  connues  de  x,  y,  p,  q,  mais  indépen- 
dantes des  variations  de  ces  quantités.  On  a  trouvé  ci-dessus 

SU  =  H  +  l'i  K(ty  —  pîx)dx  ;  (2) 
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les  deux  formules  doivent  être  identiques,  donc  II  y  a  là  même 
valeur  et 

L  =  —  Kpt     1j1  =  K,     d'où     L=—  IjiP. 

On  posera  pour  le  maximum  ou  le  minimum  de  U, 

H  =  Ô,     L=0,     L1-0; 

mais  on  ne  retiendra  des  deux  dernières  équations  que  celle  qui 
est  plus  facile  à  intégrer.  Le  calcul  qui  a  donné  la  formule  (2), 
avait  pour  but  principal  de  montrer  que  les  équations  Ji  =  0, 
Lj  =  0  ne  sont  pas  essentiellement  dit'l'é rentes 

Surface  de  révolution  .minimum. 

302.  Trouver,  parmi  les  courbes  tracées  dans  un  même  plan 
^LOY  et  dont  les  extrémités  sont  fixes  ou  situées  sur  deux  courbes 
données  AC,  BD,  celle  qui,  en  tournant  autour  de  Vaxe  donné 
OX,  engendre  V aire  minimum. 

L'intégrale  à  rendre  minimum  est  (288)  \\  y\j\.  +  P*  dx. 

En  se  reportant  aux  formules  générales  du  §  297,  on  a 

dy        y  dp        y  i  +  p*  dq 


dP 


vn7(y+;î)-^i   p»+^,Î 


Le  minimum  exige 

dV 

K  =  N -.     =  0 ,     H  =  I  V&c  +  Pw]?  =  0  ; 

dP 
en  remplaçant  P  et  -■--  par  leurs  valeurs,  on  trouve 

(1  +Pl)t 

1  - 

y  \1 1  +  ¥  s* .+    ,  y]\    ,  («y  -  p&p)    -  o , 
y  i  +p2  Ji 


d'où,  en  réduisant, 


l+i> 
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dp 


ytx  =  °' 


Sx  4-  pty' 


y  tt= 


P2M 


=  0. 


(1) 


(2) 


r  VIT 

303.  Equation  de  la  courbe. — Pour  intégrer  l'équation  (1), 

éliminons  dx  au  moyen  de  la  relation  dy  —  pdx  ;  il  vient 


1  +P2  = 


On  en  déduit 


ypdp 
dy 


du 
ou      —  = 

y 


pdp 

T+J* 


1 


=  rz  l[  1  4-  P1)  +  te,      ou      y  -  a  V  1  +  pV 


(3) 


Pour  p  =  0  on  trouve  y  =  a;  donc  a  est  l'ordonnée  du  point 
de  la  courbe  où  la  tangente  est  horizontale  (point  le  plus  bas  de 
la  courbe). 

De  l'équation  (3)  on  tire  successivement 


P 


sj?- 


a* 


y       dX  = 


ady 


«  \ly*  —  az 

x  -i  al  (y  +  VF11"^)  +  #>  (4) 

Z?  étant  une  constante  arbitraire.  Pour  reconnaître  plus  aisément 
la  nature  de  la  courbe,  faisons  passer  l'axe  des  y,  dont  la  posi- 
tion est  arbitraire,  par  le  point  le  plus  bas  de  la  courbe;  l'équa- 
tion (4)  devra  être  vérifiée  par  x  =  0,  y  —  a,  d'où  ala  -f-  Ib  —  0. 
Donc 

a  a 

d'où 


y  +  Vy"  — *' 

et  en  additionnant 


aea,    y — \/y2  —  a?  ~  ae  u  (*), 


3/ 


a 


g[e*-f  *  a 


La  courbe  cherchée  est  donc  une  chaînette. 
Pour  rendre  à  l'axe  des  y  une  position  indéterminée,  il  suffit 
de  changer  x  en  x  —  c  ;  on  obtient 


y 


a  . 


X— c 
a 


(5) 


0  On  multiplie  les  deux  membres  de  l'équation  précédente  par 

y  -  My2  -"a2- 
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304.  Equation  aux  limites.  —  L'équation  (2)  peut  s'écrire 

\1-+Pï  V  1  4-  pi 

1°  Supposons  d'abord  que  les  extrémités  A,  B  de  la  courbe 
soient  données.  On  a  alors  8jc,  =  8y,  =  8jc2  =  8y2  —  0,  et  l'équa- 
tion (6)  a  lieu  identiquement.  Les  constantes  a  et  c  se  déter- 
minent en  exprimant  que  la  courbe  (5) passe  par  les  points  A  et  B. 

2°  Si  A  est  donné  et  si  B  doit  se  trouver  sur  une  courbe 
donnée  BD,  l'équation  (6)  se  réduit  à 

ùx2  -\-  p.oun  =  0,     d  ou      ,      = 

àx2  p2 

Elle  exprime  que  la  courbe  AMB  rencontre  la  courbe  BD 
normalement  en  B  ;  car  pz  et  ^2  sont  les  coefficients  angulaires 

des  tangentes  menées  en  B  aux  deux  courbes. 

Pour  déterminer  a,  c,  x2,  y2,  on  exprime  que  l'équation  (5)  est 
vérifiée  par  .y,,  yl  et  par  a*.,,  y2,  que  B  est  sur  la  courbe  BD  et 
que  les  tangentes  en  B  aux  deux  courbes  sont  rectangulaires. 

3°  Si  les  deux  points  A,  B  se  trouvent  sur  des  courbes  données, 
l'équation  (0)  se  décompose  en  deux  autres 

W-2  +  iW2  =  0,     8a?!  -f  pl  o!/l  =  0  ;  (7) 

car  les  variations  ox.2,  §y2  sont  indépendantes  de  oxlf  oyx  {*).  Les 
égalités  (7)  expriment  que  la  ligne  cherchée  rencontre  normale- 
ment les  courbes  données  AC,  BD. 

Les  six  inconnues  xl3  yx,  x2,  x.z,  a,  c  résultent  des  égalités  (7), 
et  de  celles  qui  expriment  que  les  coordonnées  des  points  A  et 
B  vérifient  l'équation  (5)  et  respectivement  les  équations  des 
lignes  AD,  BD. 

305.  Autre  méthode.  —  Cherchons  directement  la  variation 

de  U  =  I  yds.  On  a 

O  o  o 

SU  —  J  %  ds)  =  j  01/  ds  +  J    yo  ds. 

Le  terme  en  oy  ds  n'a  pas  besoin  de  transformation.  Pour  le 
dernier  terme,  observons  que 

ds2  =  dx'z  -\-  dy~,     d'où     ds  ods  =  dx  .  odx  -f-  dy  .  ody. 


O  On  pourrait  encore  dire  que  la  ligne  AMB  reste  la  ligne  cherchée 
lorsqu'on  fixe  l'une  des  extrémités. 
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Tirant  de  là  ods,  on  obtient 


Intégrons  par  parties  en  prenant, respectivement,  dv=$dx=dQX, 

du  =  o  J)'  =  d8y  ;  il  vient 


f2  y  --  s 

J  i  '    °k 


ûfo?   = 


dx 


dx  ^ 
*  cls  °X_ 

dy  R  " 


—      ^'  d  y 


7/5 


8a? 


La  valeur  définitive  de  SU  est 


y  <fe  -*  + y  ts  oy 


dx 


dsïy  —  d[  y  -j- 


d[y 


dy 
ds 


«   1 


Le  minimum  de  U  exige  que  la  partie  intégrée  soit  nulle, 
ainsi  que  les  coefficients  de  oy  et  de  Sx  sous  le  signe  |  ;  c'est  à 
dire 


dx  .  dit 


-0, 


ds 


0 ,     d    y 


dj 


(8) 

ds>       -  M 

Il  suffit  de  considérer  la  seconde  des  équations  (9)  ;  elle  donne 


i(  dy 

d  (*  ds 


0. 


y 


dx 
ds 


a,     y  dx  =  a\  dx-  -\-  dy2 ,      dx  =  — -. 


a  dy 


VV2- 


a- 


Les  calculs  s'achèvent  comme  ci-dessus. 


Les  équations  (9)  expriment  des  propriétés  de  la  courbe  cherchée. 
dx* 


Légalité  d  f  y  --     =  0,  par  exemple,  donne  y  cos  a  =  a,   a  désignant 

l'angle  de  la  tangente  avec  l'axe  OX  ;  on  en  déduit  que  la  projection  de  l'or- 
donnée sur  la  normale  est  constante.  La  première  égalité  (9),  sous  la  forme 
ydx  =  ads  exprime  que  l'aire  comprise  entre  un  arc  de  la  courbe,  les 
ordonnées  de  ses  extrémités  et  l'axe  OX  est  proportionnelle  à  la  longueur 
de  l'arc. 

Maximum  ou  minimum  relatif. 

306.  Cherchons  la  valeur  de  y  qui  rend  maximum  ou  minimum 
l'intégrale 

U  =  $\  V  dx , 

sous  la  condition  qu'une  autre  intégrale  définie 


u 


J  L  v  dx 
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qui  dépend  de  la  même  fonction  y,  prenne  une  valeur  déter- 
minée /. 

Soit  X  une  constante  indéterminée.  Si  l'on  cherche  le  maximum 
ou  le  minimum  absolu  de  l'expression 

U  +  lu  =  fï(V  +  Xt?)flto, 

on  trouvera  pour  y  une  valeur  /i.v,  X)  qui  dépend  de  X.  Détermi- 
nons X  par  la  condition  que  pour  y  =  f(x,  À)  l'intégrale  \\  vdx 
ait  la  valeur  /  ;  alors  la  valeur  cherchée  de  y  est  f(x,  À).  En  effet, 
la  fonction  3'  =  /*(.v,  À)  rend  la  quantité  U  ~\-  hi  maximum  ou 
minimum  parmi  toutes  les  valeurs  qui  correspondent  à  une  va- 
leur donnée  de  X,  quelle  qu'elle  soit.  Si  l'on  a  déterminé  À  par  la 
condition  que  u  prenne  la  valeur  /,  alors  f(x,  X)  rend  maximum 
ou  minimum  la  quantité  U  -f-  )u  parmi  toutes  celles  qui  répon- 
dent à  la  valeur  de  X  pour  laquelle  u  —  l.  Ce  sera  donc  la  fonc- 
tion cherchée,  puisque  \u  est  maintenant  une  constante. 

308.  Exemples. 

1°  Etant  donnés  deux  points  A,  B  sur  plan,  trouver  parmi 
les  courbes  de  même  longueur  1,  situées  dans  ce  plan  et  termi- 
nées aux  points  A  et  B,  celle  pour  laquelle  l'aire  du  segment 
AMB  est  un  maximum. 

Prenons  pour  axes  AB  et  la  perpendiculaire  en  A.  Il  s'agit  de 
rendre  maximum  JjJ  3*  dx,  sous  la  condition  que  f*  ^dxz-{-dy *  =  /. 
Pour  cela  nous  cherchons  le  maximum  absolu  de  l'intégrale 


W  =  p  f  y  dx  +  X  \!dx2  +  dy%  \ 


Les  limites  étant  fixes,  nous  considérons  comme  points  corres- 
pondants sur  la  courbe  cherchée  et  sur  une  courbe  infiniment 
voisine  deux  points  qui  ont  même  abscisse.  Alors  Sx— 0,  Sefcc=0,  et 


SW  =  p  ly  dx  +  X  f  *  ^  Uy  ; 


si  l'on  transforme  le  dernier  terme  en  intégrant  par  parties  on 
trouve 


:xî*l+ £(*-*£> 


Le  terme  intégré  est  nul  parce  que  les  limites  sont  fixes. 
L'équation  différentielle  de  la  courbe  cherchée  est 

dœ  —  ï.dd^  =  0. 
ds 


—  sm 


On  en  déduit,  successivement, 


.    du         .  du 

OC  —  C  =  A  — f-    =   A  — j ' 


^ 


a? 


cfcr, 


\/A2  —  (a>  —  c)2 


.'/ 


=  -  V^2  -  (*  -.  c)2,     (y  -  c'y  +  .(*  -  c)2  =  À*, 


La  courbe  demandée  est  donc  une  circonférence.  On  déter- 
mine les  constantes  c,  c',  X  par  les  conditions  que  la  courbe 
passe  par  A  et  B,  et  que  l'arc  limité  aux  points  A  et  B  ait  la 
longueur  /. 

2°  De  tontes  les  courbes  isopérimètres  que  Von  peut  tracer  sur 
un  plan  entre  deux  points  donnés,  trouver  celle  qui,  en  tournant 
autour  de  Vase  OX  engendre  la  surface  minimum. 

Il  s'agit  de  rendre  minimum  j  "  y  ds,  sous  la  condition  )  ds  =  L 

Le  problème  revient  à  chercher  le  minimum  absolu  de 

Or,  3*+  À  est  l'ordonnée  de  la  courbe  par  rapport  à  un  axe  O'X' 
parallèle  à  OX  et  dont  la  distance  à  OX  est  égale  à  A;  il  suffit 
donc  de  chercher  le  minimum  de  j]  3*  ds. 

La  courbe  cherchée  (302)  est  donc  une  chaînette  ayant  pour 
directrice  la  droite  O'X';  son  équation  par  rapport  aux  axes 
primitifs  est 

y  +  >■  - 


x — c  x— c 

a    -j-  e~    a 


On  détermine  les  constantes  a,  c,  À  en  exprimant  que  la  courbe 
passe  par  A  et  B,  et  que  l'arc  AMB  a  la  longueur  donnée  /. 

Remarques  sur  les  équations  K  -=  0,  H  =  0. 


309.  Ordre  de  l'équation  différentielle.  —  Lorsque  V  ne 
contient  que  x,  y,  p  et  q,  l'équation 


dx        dx1 

est  du  4e  ordre,  puisque  -j-— contient   ~ ,  ou     --  • 
1        x       dx'i  dx2        dx- 


(i) 
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1°  Elle  s'abaisse  au  3e  ordre  si  V  ne  contient  pas  explicite- 
ment la  variable  y.  Car  l'équation  (1)  se  réduit  à 

dx        dx2 
d'où  l'on  conclut 

2°  Si  x  n'entre  pas  explicitement  dans  V,  l'équation  K  =  0  se 
réduira  encore  au  3e  ordre,  en  prenant  y  pour  variable  indé- 
pendante. Pour  opérer  cette  réduction,  observons  que 

dV  =  N  dy  -f  P  dp  +  Q  dq, 

et  remplaçons  N  par  sa  valeur  résultant  de  (1),  dy  par  pdx,  dq 

d~P  A 
par  -~-k  dx  ;  nous  aurons 

ax% 

...       /  dY       d-Q\     ,  _         '   d2p   , 

d'où,  en  intégrant, 

V-Pp  +  Q£-P§  +  c.  (3) 

3°  Si  V  ne  contient  ni  #  ni  y,  l'équation  (1)  se  ramène  au 
2e  ordre.  Car  on  à  les  deux  égalités  (2)  et  (3)  ;  en  éliminant  ~? 

*  €  *  V 

on  trouve 

yrCP  +  Q^  +  c. 

310.  Détermination  des  constantes  arbitraires.  —  Repré- 
sentons l'intégrale  de  (1)  par 

y  =  F{x,  c,  c',  c",  c'").  (4) 

Les  constantes  d'intégration  se  déterminent  généralement  au 
moyen  de  l'équation  aux  limites  H  =  0. 

1°  Si  l'on  donne  les  valeurs  de  x,  y,  p  aux  deux  limites,  l'équa- 
tion H  =  0  est  identiquement  satisfaite,  car  Bxl  =  0,  oy1  =  0,  .... 
Les  constantes  c,  c\  c'',  c"'  se  déduisent  des  quatre  égalités 

V\  =*  F  (a?,,  c,  c',  c",  c'"),     y2  =  F(a?g,c,  c',  c",  c'"),     )         ,_, 

^=F'K,c,c',c",c'"),     pf-F'K,c,^,^).     i 
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2°  Si  l'une  des  six  quantités  xl,yl,pl,xt,y2,pi  reste  arbi- 
traire, p2  par  exemple,  l'équation  H  —  0  ne  sera  pas  identique- 
ment satisfaite;  mais  le  coefficient  de  o/>2,  ou  Q2,  doit  être  nul. 
Les  équations  (5)  et  Q2  =  0  détermineront  c,  c\  c",  c'"  et  p2. 

3°  Si  l'on  donnait  une  équation  de  la  forme 

?Oi>  V\>  P\*  ^2>  y^  pu  =  o,  (6) 

on  en  déduirait 


dxl  ôi/l  dpi  dx2      -       dy2       ~       dp2 

En  portant  la  valeur  de  opz,  tirée  de  cette  équation,  dans 
l'équation  H  =  0,  il  faudra  égaler  à  zéro  les  coefficients  de 
°«vi>  ty*u  àplt  ox2,  ôy2.  Les  cinq  équations  ainsi  obtenues,  jointes 
aux  équations  (5)  et  (6),  feront  connaître  les  dix  inconnues 
c,  c  ,  c  ,  c  ,  X},  y i,  Pu  x2,  j"2.,  p2. 

On  voit  facilement  comment  on  opérerait  si  l'on  donnait  deux 
ou  un  plus  grand  nombre  d'équations  relatives  aux  limites. 


CHAPITRE  XVI. 

CALCUL  DES  VARIATIONS.  —  CAS  DE  DEUX 
FONCTIONS  INCONNUES. 


DÉFINITION    DES    VARIATIONS. 


311 .  Soit  à  chercher  le  maximum  ou  le  minimum  de  U=       Vdx, 


/:: 


V  étant  une  expression  donnée  qui  contient  deux  fonctions  in- 
connues y  et  z  de  x,  avec  quelques-unes  de  leurs  dérivées. 

Si  f[x)  et  fi(x)  sont  les  fonctions  cherchées,  les  équations 
y  =  f(x),  z  =  f\(x)  représentent  une  certaine  courbe  AMB  ;  A 
et  B  désignent  les  points  de  cette  ligne  qui  correspondent  aux 
limites  xl9  x2  de  l'intégrale,  Pour  plus  de  généralité,  nous 
assujettissons  ces  points  à  se  trouver  sur  deux  courbes  données 
AC  etBD. 
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La  méthode  indiquée  pour  le  cas  d'une  seule  fonction  incon- 
nue s'étend  à  la  question  actuelle.  En  effet,  considérons  trois 
équations  de  la  forme 

x  —>  œ(X,  p.),     y  =  <pj(X,  p.),     z  =  ©8(X,  p.).  (1) 

Chaque  couple  de  valeurs  des  paramètres  X,  u  définit  un  point 
(.v,  y,  s);  tous  les  points  ainsi  obtenus  appartiennent  à  une  même 
surface  2,  dont  l'équation  résulterait  de  l'élimination  de  À  et  u. 
entre  les  égalités  (1).  Si  l'on  donne  à  u  une  valeur  déterminée  et 
à  X  une  valeur  variable,  les  équations  (1)  définissent  une  cer- 
taine courbe  tracée  sur  S;  cette  courbe  se  déplace  et  se  déforme 
quand  on  fait  varier  ;j..  De  même,  si  X  reste  fixe  et  que  jj.  varie, 
le  point  (.v,  y,  z)  décrit  une  courbe  sur  2,  et  cette  ligne  se  déplace 
et  se  déforme  quand  on  change  la  valeur  de  À.  Nous  engendrons 
ainsi  deux  systèmes  de  courbes,  que  nous  appellerons  les  lignes 
((x)  et  les  lignes  (À). 

Soient  A,  A'  deux  courbes,  infiniment  voisines,  du  premier 
S37stème,  caractérisées  par  les  valeurs  u,  u.-{-du.  du  second  para- 
mètre. Prenons  sur  A  un  point  quelconque  M(#,  y,  z).  Quand 
on  donne  à  la  valeur  correspondante  de  X  un  accroissement 
infiniment  petit  c?à,  M  glisse  sur  A  et  passe  en  un  point  infini- 
ment voisin  N.  Les  accroissements  des  coordonnées  de  M,  si 
on  néglige  des  infiniment  petits  d'un  ordre  supérieur,  sont  les 
différentielles  des  fonctions  <p,  ©,,  ©2  par  rapport  à  X;  on  les 
désigne  par  dx,  dy,  dz,  de  sorte  que 

dx  =  ■—  dl,     du  =  —^  d\.     dz  =  -~~  d\. 

Mais  si,  laissant  À  fixe,  on  donne  à  u  l'accroissement  c/u,  M 
glisse  sur  une  courbe  (X)  et  passe  en  un  point  M'  de  A',  que  nous 
appelons  Y  homologue  de  M.  Les  accroissements  des  coordonnées 
de  M  ont  maintenant  pour  parties  principales  les  différentielles 
de  ©,  ©p  o2  par  rapport  à  u.  Ces  différentielles  sont  représentées 
par  ox,  ôy,  &s  et  ont  reçu  le  nom  de  variations  ;  on  a  donc 

ox=^-d\x,     bu  =  — '—  du.,     ùz  =     '  -  du. 
du,    r       *        du.     {  '  du.     r 

Plus  généralement,  une  fonction  F(ac,  y,  z)  des  coordonnées 
de  M  est  aussi  une  fonction  de  X   u  et  on  peut  la  différentier 
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soit  par  rapport  à  X,  soit  par  rapport  à  tu.  La  première  différen- 
tielle est  désignée  par  dF(x,  y,  z)  et  correspond  an  déplacement 
de  M  en  N  sur  la  courbe  A;  la  seconde  différentielle,  appelée 
variation  et  désignée  par  SF(ar,  y,  z),  correspond  an  passage  de 
M  à  son  homologue  M'  de  A'. 

Cela  posé,  terminons  les  courbes  ((j.)  à  deux  courbes  du  s}ts- 
tème  (X)  qui  correspondent  aux  valeurs  \lt  X2  du  premier  para- 
mètre, et  cherchons  parmi  ces  courbes  (\j.)  celle  qui  rend  U 
maximum  ou  minimum.  Le  long  de  la  courbe  cherchée,  tu.  reste 
constant  et  À  varie  de  Àj  à  X2;  en  remplaçant  a*,  y,  z  par  *(X,  \i), 

dv 
cp^X,  [j.),  ©2(X,  [jl),  et  dx  par  -f  dk,  U  prend  la  forme 


j; 


•2$(X,  ùdi, 

et  devient  une  fonction  de  j*  seul.  Le  maximum  ou  minimum  de 
II  exige  que  sa  différentielle  par  rapport  à  [jl,  c'est-à-dire  la 
variation  oU,  soit  nulle. 

Le  calcul  de  ôU  peut  se  faire  sans  spécifier  les  fonctions 
auxiliaires  (1).  En  exprimant  que  la  condition  ôU  =  0  a  lieu 
quelles  que  soient  ces  fonctions,  nous  obtenons  même  les  condi- 
tions pour  que  la  courbe  cherchée  rende  U  maximum  ou  mini- 
mum parmi  toutes  les  courbes  infiniment  voisines.  Nous  sup- 
posons, bien  entendu,  que  les  courbes  données  AC,  BD  sur 
lesquelles  doivent  se  trouver  les  extrémités  de  la  courbe  cher- 
chée, soient  les  deux  courbes  du  système  (À)  qui  limitent  les 
courbes  du  système  variable  ({*). 

Maximum  ou  minimum  d'une  intégrale  définie. 

312.  Variation  d'une  intégrale  définie.  —  Soit  U  =  j"*  Vdx. 
Si  V  contient  une  seule  fonction  inconnue  y  et  ses  deux  pre- 
mières dérivées,  on  a  trouvé 


ÔU 


H  -f-  j   Koidoc,     où     to  =  oy 


v8*+(p-s>+Qg 


to 

*y 

— 

pOX, 

2 

> 

1 

K 

= 

N 

dP 

dx 

+ 

d*Q 
dx1 

Si  V  renferme  deux  fonctions  inconnues  y,  z  et  leurs  dérivées 
des  deux  premiers  ordres,  la  valeur  de  SU  comprend  des  termes 
relatifs  à  y  et  de  la  forme  qui  vient  d'être  indiquée,  plus  des 
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termes  analogues  se  rapportant  à  z.  Les  notations  relatives 
à  z  étant  les  mêmes  que  celles  relatives  à  y,  sauf  à  ajouter  un 
accent  aux  lettres  p,  q,  N,  P,  Q,  K,  w,  nous  aurons 


OU 

=  H+      (Ko  -f  KV)da?, 

où 

H  = 

Vôa?  +  (p  - 

-S"+«£+(^£>'+<'ï 

TVTf 

dV 

rf»  }         ,  __^2«  ,     p,  _.  ^V  ^                dV 

N'  = 

dz 

ofa?                    c/x2                   dj»'                    '^/ 

0/  ==  oz 

Nous  avons  supposé  V  indépendant  des  limites  de  l'intégra- 
tion. Si  V  dépend  de  ces  limites,  il  faut  ajouter  à  H  les  termes 
provenant  de  la  variation  de  ces  limites. 

313.  Conditions  du  maximum  ou  du  minimum.  —  Si  U  passe 
par  un  maximum  ou  par  un  minimum,  on  a  ôU  =  0.  Cette  con- 
dition donne 

H  =  0,     K  =  0,     K'  =  0. 

En  effet,  to  et  w'  sont  deux  fonctions  de  x  arbitraires  et  indé- 
pendantes l'une  de  l'autre,  et  H  ne  contient  que  les  valeurs  des 
variations  relatives  aux  limites  de  l'intégrale.  Donc,  si  les  quan- 
tités K  et  K'  n'étaient  pas  nulles,  en  laissant  constantes  les 
valeurs  relatives  aux  limites,  on  aurait  H  =  0,  tandis  qu'on 
pourrait  faire    varier   w   et   to'    de   telle   sorte   que   l'intégrale 

)  (Kw  +  K.'u>')dx  ne  fût  pas  égale  à  zéro.  On  en  conclut  K  =  0 

K'  —  0,  et  ensuite  II  =  0. 

Les  équations  K  =  0,  K'  =  0  déterminent  y  et  z.  IL'éqiialion. 
aux  limites  H  =  0  détermine  les  constantes  d'intégration. 

314.  On  peut  aussi,  dans  chaque  problème  particulier,  calculer 
directement  une  valeur  de  'SU,  qui  ne  renferme  sous  le  signe  J 
que  les  variations  courantes  Sx,  ôy,  oz,  c'est-à-dire  une  valeur 
de  la  forme 

ôU  =  H  -j-      (Lj0#  -f-  L2ô?/  -}-  L3oz)dx. 

On  posera 

H  =  0,     L,  =0,     L2  =  0,     L3  =  0, 

en  observant  que  les  trois  dernières  équations  se  réduisent  à 
deux  :  si  l'on  compare  les  deux  valeurs  de  oU,  on  voit  que 

L2  =  K,     L3  =  K',     Lx  =  —  Kp  —  K'p'. 
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315.   Si  les  fonctions  y,  z  ne  sont  pas  indépendantes  l'une  de 

l'autre,  mais  doivent  vérifier  une  équation  donnée  F(«r,  y,  z)  =  0, 

les  variations  ox,  5y  et  83  ne  seront  plus   indépendantes  ;  car 

on  aurait 

F'x&»  +  F'>  +  F'z  Bz  =  0. 

Tirant  de  là  oz  pour  porter  la  valeur  dans  l'expression  de  oU, 
on  obtient 

oU  =  H  -t-  J   [Ll  riX  -f  L2  0//  —  L3 ^ — '- —  jdx. 

Dans  cette  formule,  les  variations  8jc  et  ôy  sont  indépendantes 
l'une  de  l'autre;  donc  les  coefficients  de  ox  et  8y  sous  le  signe  f 
sont  séparément  nuls,  et  Ton  a 


\\  r?l 


F  x  i1    v 

Li  —  L3  pp-  =0,     L2  —  L3  ^p 


L,  Ll  a  L  q 

on  -     -  =  — -  =  — -  • 

F'x        F'y  F'z 

Ces  deux  équations  se  réduisent  à  une  seule  bi  l'on  tient 
compte  de  l'égalité  F(xf  y,  z)  =  0. 

Ligne  minimum 

316.  Problème.  —  Trouver  la  ligne  la  plus  courte  entre  deux 
points  A  et  B,  ces  points  étant  fixes  ou  assujettis  à  se  trouver 
sur  des  courbes  ou  sur  des  surfaces  données. 

L'intégrale  qu'il  s'agit  de  rendre  minimum  est 


U  =  \\Jdx*  +  dy~  +  dz2. 


On  trouve  facilement 

"2  dx  .  odx  -f-  dy  .  Idy  -\-  dz .  odz 


Ji  V  dx2  +  dy2  +  dz2 

f2  dx  m  C2  dV  m      ,     C2  dz  r 


puis,  en  intégrant  par  parties, 


^to  +  ^  +  ^k* 

ds         '    ds    *    '    ds 


dx   .  c&/    s      i     /^ 


i: 


0: 


a) 
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Les  conditions  du  minimum  sont 

dx  dy  „  dz  ., 

Â  °X  +  dS    *'J  +  £   8; 


=  o,  (2; 


7c6?        _        .dy        .        ,  d?        _ 
drfl=0'    "cÊ"0'    «*=°-  P) 


Les  équations  (3)  donnent 


cfc  '     c/5  y     ds  ' 

d'où,  en  éliminant  rîs, 

^  _      ^      _  r>         ^2/  -      ^      -  TV 

et  en  intégrant, 

a?  =  D^-l-E,     y  =  D's+E\  (4) 

La  ligne  cherchée  est  donc  une  droite. 

317.  Passons  à  la  détermination  des  constantes. 

1°  Les  points  A,  B  sont  donnés.  Les  variations  Bxlf  $ylt  ozu 
Sjc2,  oy2,  ôz2,  étant  nulles,  la  condition  (2)  a  lieu  identiquement. 
Les  constantes  D,  E,  D',  E'  se  déterminent  en  exprimant  que 
la  droite  passe  par  les  points  (x]y  ylf  zx),  (x2,  y2,  z2). 

2°  A  est  donné  et  B  doit  se  trouver  sur  une  courbe  donnée 
BD.  Comme  ^xx  =  ôy,  =  ^zx  =  0,  l'équation  (2),  réduite  à 

dx2  ox2  -f-  dy2  oy2  -\-  dz«  oj2  =  0,  (5) 

exprime  que  la  droite  AB  est  normale  à  la  courbe  BD,  car  les 
cosinus  directeurs  de  la  droite  AB  et  ceux  de  la  tangente  à  BD 
en  B  sont  respectivement  proportionnels  à  dxz,  dy2,  dz2  et 
°*2,  oy2,  ùz2. 

Pour  déterminer  les  inconnues  D,  E,  D',  E',  x2,  y2,  z2,  on 
observe  que  la  droite  (4)  passe  par  les  points  A  et  B,  que  B  est 
sur  la  courbe  BD  et  que  la  droite  AB  est  perpendiculaire  à  la 
tangente  à  BD  en  B. 

3°  Le  point  A  est  donné,  et  le  point  B  se  trouve  sur  une  sur- 
face donnée  S.  La  condition  (5)  exprime  que  la  droite  AB  est 
normale  à  une  courbe  quelconque  tracée  par  B  sur  la  surface  S, 
c'est-à-dire  normale  à  cette  surface.  On  détermine  les  constantes 
en  exprimant  que  B  est  sur  la  surface  S  et  que  x\B  se  confond 
avec  la  normale. 
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4°  Les  deux  points  A  et  B  sont  mobiles  sur  deux  courbes 
données  AC,  BD.  Les  variations  oxlf  $ylt  Szl  étant  indépen- 
dantes de  ox2,  Sy2,  &s2,  la  condition  (2)  se  décompose  en  deux 
autres  : 

dxx  oxl  -\-  dyx  ly^  -f-  dz1  ozl  =  0, 
dx2  Bx2  -f-  dtj2  oy2  -|-  dz2  oz2  =  0. 

Par  suite  la  droite  AB  est  normale  aux  deux  courbes  données. 

5°  Les  points  A,  B  se  trouvent  sur  deux  surfaces  données.  En 
les  assujettissant  à  se  déplacer  sur  deux  courbes  appartenant  à 
ces  surfaces,  on  voit  que  la  droite  AB  est  normale  aux  deux 
surfaces. 

318.  Lignes  géodésiques  d'une  surface.  —  Soit  à  trouver 
la  ligne  la  plus  courte  entre  deux  points  donnés  sur  une  sur- 
face donnée. 

La  ligne  demandée  est  dite  une  ligne  géodésique  de  la  surface. 
Soient  (xl3  yls  zj,  (x2,  y2,  z2)  les  coordonnées  des  points  donnés, 
et  soit  F(x,  y,  z)  =  0  l'équation  de  la  surface  donnée.  On  a 
trouvé  ci- dessus 


SU 


dx 
ds 


dy  *„ 
ds 


te  +  lrJy-    ~ir„ 8: 


ds 


:-/:( 


dx       .      dy       *     ,dz 

oxd- — \-  oud-.-  +  ozd-r- 

ds         J    ds  ds 


y 


le  minimum  de  17  exige 

'dx 


_Zx-^—Z    4-  —  oz 
ds  °X      ds  °^       ds 


i 
dz 


R     .dx   ,    .     .dy   .    ç,     . 
oxd^^oyd-  +  ozdds 


0, 
=  0 


Comme  la  ligne  cherchée  doit  se  trouver  sur  la  surface,  les 
variations  Sx,  oy,  oz  vérifient  l'égalité 

On  en  conclut  (315)  les  relations 


d 


dx 


ds 
F'7 


d 


dy 
ds 


¥\ 


ds 


Les  antécédents  de  ces  rapports  sont  proportionnels  aux 
cosinus  directeurs  de  la  normale  principale  à  la  ligne  cliercliée 
(I,  254);  les  conséquents  sont  entre  eux  comme  les  cosinus 
directeurs  de  la  normale  à  la  surface.  Par  suite  : 


—  375  - 

Le  plan  oscillateur  dune  ligne  géodésique  dune  surface  eut 
constamment  normal  à  la  surface. 

La  propriété  d'être  la  ligne  la  plus  courte  entre  deux  points 
n'a  pas  nécessairement  lieu  pour  tous  les  arcs  d'une  ligne  géo- 
désique. Par  exemple,  les  lignes  géodésiques  d'une  sphère  sont 
des  grands  cercles;  mais  un  arc  de  grand  cercle  n'est  la  ligne 
minimum  entre  ses  extrémités  que  lorsqu'il  est  inférieur  à  une 
demi-circonférence.  De  même  un  arc  d'hélice  cylindrique,  pour 
être  la  ligne  la  plus  courte  entre  ses  extrémités,  doit  être 
moindre  qu'un  tour  de  spire. 

Brachistochrone. 


319.  Trouver  la  courbe  AMB  que  doit  suivre  un  point  maté- 
riel pesant  pour  aller  du  point  A  au  point  B  dans  le  temps  le 
plus  court;  les  points  A  et  B  sont  donnés  ou  assujettis  à  se 
trouver  sur  des  courbes  données. 

Cette  courbe  s'appelle  brachistochrone. 

Prenons  trois  axes  rectangulaires  dont  l'un,  celui  des  x,  est 
vertical,  et  désignons  par  (xlf  ylt  zx),  (x2,  y2,  z2)  les  coordonnées 
de  A  et  B  (fi  g'.  39),  par  (x,  y,  z)  celles  d'une  position  quelconque 
M  du  mobile. 

Le  mobile  partant  sans  vitesse  du  point  A,  sa  vitesse  en  M 

Fig.  39. 

0 


est  égale  à  M 2g h,  h  étant  la  hauteur  de  la  chute,  c'est-à-dire 
x — x\.  Mais  si  s  désigne   l'arc  parcouru  AM,  et  t  le  temps 

ds 


employé  à  le  décrire,  cette  vitesse  a  aussi  pour  expression 


dt 


Il  en  résulte 

ds 
dt 


Y  5 'g (oc  —  a^),      ou     dt 


ds 

V  2g{x  —  xx) 
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Soit  T  le  temps  nécessaire  pour  parcourir  l'arc  AMB  ;  nous 
aurons 

ds 


T  = 


/: 


Il  s'agit  donc  de  trouver  le  minimum  de  l'intégrale 

ds 


„.r 


\J  x  —  xl 
Le  point  A  étant  supposé  mobile,  on  a 

/•2 


. OX  ox 

\Jx  —  xl  &ds  —  ds  — -. —       1 

2\  x  —  x] 


X  X, 


ds 


C%        ods  r1       dslx  ,       r~  ( 

J  !  \x  —  xl        J  l   2(x  —  xx)2  J  i  2(x  X^)l 

Le  dernier  terme  de  cette  valeur  de  oU  rentre  dans  la  partie 
désignée  par  H  ;  le  second  n'a  pas  besoin  de  transformation.  En 
observant  que 

ds  .  S  ds  =  dx .  o  dx  -f-  dy  .  o  dy  -f-  dz  .  odz 

et  en  écrivant  X  au  lieu  de  (x  —  x})  2,  on  a,  pour  le  premier 
terme, 

en  intégrant  par  parties,  on  le  ramène  à 


vfdx^         dy  5         dz« 


j;[-(x*)v,  +  -(x*)^  +  -(xg)fa] 


La  valeur  de  oU  devient 


v    dx  dy*      ,    ck* 

X      -y  0O7   -f    3 °j/   +   "T-8 


«)I +«•,]" 


ds 


I    ^ 


*£> 


cfo 


2(a>  — a?^ 


2(0?  —  xxy 

2 


-jm^-jm**; 


flk\ 
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Si  l'on  égale  à  zéro  la  première  ligne,  on  a  l'équation   aux 
limites 

' v  fdx  dy  *         dz     \f       ,       f2         ofc 

les  coefficients  de  ô.v,  oy,  83  dans  les  trois  dernières  intégrales 
qui  entrent  dans  SU,  doivent  être  nuls,  par  suite 

,  /„,.  dx\  ds 

d[Xds)  + 3  =  0,  (2) 

2{x  —  ocxy 

Il  suffit  de  considérer  les  équations  (3).  On  en  déduit 


*!-*  xï=c-  <4> 


d'où,  par  division, 


du       c  c       .     „ 

-?-  =  —r  '      ou     y  =  ~r  *  +  c  • 
ûte       c'  y       c' 

Ce  résultat  montre  que  la  courbe  cherchée  est  située  dans  un 
plan  vertical. 

320.  Pour  reconnaître  aisément  la  nature  de  la  courbe,  nous 
opérons  comme  si  les  points  A  et  B  étaient  connus.  En  consé- 
quence, prenons  pour  axe  des  x  la  verticale  par  A,  pour  axe 
des  y  l'horizontale  menée  par  A  dans  le  plan  a*AB.  La  première 
des  équations  (3)  devient  successivement,  a  désignant  une  cons- 
tante, 

ife  i  =  7V    [/a  dy  =  '<*/*+  +  &  - 

On  intègre  l'équation  (5)  en  posant  x  =  a  sin2  v  0 (voir  p.  248, 3°). 

La  brachistochrone  est  donc  une  cycloïde  ayant  un  rebrous- 
sement  en  A  et  une  base  horizontale. 

321.  Supposons  que  les  extrémités  A  et  B  de  la  courbe  soient 
assujetties  à  se  trouver  sur  deux  courbes  données  a  et  |3.  En 
remettant  les  axes  coordonnés  dans  une  position  quelconque, 
on  a  l'équation  aux  limites  (1);  les  déplacements  des  points  A 
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et  B  sur  les  lignes  a  et  ?>  étant  indépendants  l'un  de  l'autre,  on 
doit  poser  séparément 


[dx  ox  -}-  dy  oy  -\-  dz  oz]2  =  0 , 

ds 


(dx  dy  dZ  *S\         -       I 


(0) 

-3  =  <^      (') 


2{x  —  xxy 


où  les  indiees  1  et  2  ajoutés  aux  crochets  indiquent  que  les 
variables  x,  y,  z  sont  remplacées  respectivement  par  xXi  ylt  zx 
ou  par  \o,  y2,  z2. 

L'équation  (6)  indique  que  la  courbe  cherchée  est  normale  en 
B  à  la  ligne  ,3.  Pour  interpréter  l'équation  (7),  nous  intégrons 
l'équation  (2j  entre  les  limites  x{  et  x2,  ce  qui  donne 


X 


dx 
ds 


-j: 


ds 


le  dernier  terme  de  (7)  est  donc  égal  à 
et  on  peut  écrire  cette  équation  ainsi  : 


2(x  —  x,)~ 
dx' 


ds 


o\\  — 


X 


dx 
ds 


oxx-\- 


ds 


tyi  + 


X 


dz' 
ds 


x 


dx 

^  ds 


dx 
ds 


ex 


Ji 


i  i 


oxl  =  0. 


Les  termes  extrêmes  se  détruisent;  de  plus,  de  (4)  on  déduit 


X 


dy' 
ds 


=    X 


dy 


„dz 

^dz 

^-r 

— — 

x^ 

i 

ds 

1 

ds 

de  sorte  que 


.dy 


°i.y  -h 


ds 


**!  + 


X 


cita; 


oj?j  =  0. 


ou 


dy2oy}  -f-  dz£zl  -\-  dx2oxl  =  0 


On  voit  que  la  tangente  en  B  à  la  bracliistoclirone  est  perpen- 
diculaire à  la  tangente  menée  en  A  à  la  courbe  a. 

Exercices  et  notes. 


n 


1.  La  variation  de  |    f(x,  p)  dx  est  (301) 


fox  -f  u>  fp 


l+r^^+rf^/p-^j**  -  jv^. 
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en  observant  que 


op 


dx 


dSj/ 

dx 


pdox 
dx 


L'équation  différentielle  de  la  courbe  cherchée  est  donc 

fl  dx  +  d  (pQ  -  df=  0,      ou  encore     df  =  0,  (1) 

d'où  f=  Cp-\-  C.  Ramener  les  équations  (1)  l'une  à  l'autre. 

2.  La  variation  de  j    / '(y,  p)  dx  est  (301) 

flv  +  co  /;;|  +  f*    <*  (p/J)  -  df]  ox  +  f  [/J<to  -  rf/j]  oy  . 

On  i>osera  donc  soit  d(pf')  —  t//*  =  0,  soit  /"'ûfa?  —  df  =  0,  d'où 
(/*=  pf  -j-  C).  Ramener  ces  équations  l'une  «à  l'autre. 

3.  Par  deux  points  donnés  A,  B,  faire  passer  une  courbe  plane  ACB 
(convexe  vers  AB)  telle  que  l'arc  ACB  en  tournant  autour  de  la  droite  AB 
engendre  une  aire  donnée  u  et  que  l'aire  comprise  entre  la  corde  AB  et 
l'arc  engendre  un  volume  maximum. 

Les  axes  coordonnés  étant  xVB  et  la  perpendiculaire  en  A,  on  cherche  le 
maximum  de  l'intégrale  (306) 


Jo 


{yz  dx  -f-  \y  ds) . 


La  variation  de  cette  intégrale  est 


l2  Zoc »  X!/  dx  ™  + dy  %y 

|y  ™  +  ty  -        ds 


a  /*a 

_  0         J  0 


0JC 


^tfj) 


+  r\  ^(to+^-^|) 


En  égalant  à  zéro  le  coefficient  de  Bx  sous  le  signe  | ,  on  obtient 


*•+*£-<>. 


a) 


Si  l'on  suppose  C  =  0,  on  trouve  (x  —  C')2  +  l/2,  =  ^2>  et  la  courbe 
cherchée  est  la  demi-circonférence  de  diamètre  AB  ;  ce  cas  correspond 
évidemment  à  u  =  izcr.  L'équation  (i)  n'est  pas  intégrable  dans  le  cas 
général,  mais  on  en  peut  déduire  s  en  fonction  de  y. 

4.  Par  deux  points  donnés,  mener  une  courbe  telle  que  la  surface  S 
engendrée  par  cette  ligne  en  tournant  autour  d'un  axe  vertical  Ox  éprouve 
la  moindre  résistance  lorsqu'on  la  plonge  dans  un  milieu  fluide  résistant, 
le  long  de  Ox 

Soit  MN  =  ds  un  arc  infiniment  petit  de  la  courbe  cherchée,  et  soit  rfS 
l'élément  de  surface  qu'il  engendre  pendant  une  rotation  infiniment  petite 
autour  de  Ox.  On  admet  que  la  résistance  éprouvée  par  rfS  pendant  un 
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déplacement  de  S  le  long  de  O.v  est  dirigée  suivant  la  normale  en  M  à  la 
surface  S  et  est  proportionnelle  au  carré  de  la  projection  de  la  vitesse  sur 
cette  normale.  Si  (x,  y)  sont  les  coordonnées  de  M  et  a  l'inclinaison  de  la 
normale  en  M  sur  Ox,  la  projection  de  la  vitesse  v  sur  la  normale  est  v  cos  a, 
et  la  résistance  de  l'élément  dS  est  kv~  cos2  a.  dS,  k  étant  une  constante. 
Si  on  décompose  cette  résistance  en  deux  autres  dirigées  l'une  suivant 
une  parallèle  à  Ox  et  l'autre  suivant  une  perpendiculaire,  la  première 
composante  est  ku-  cos3  a.  dS;  la  somme  de  toutes  les  composantes  ana- 
logues le  long  de  la  zone  engendrée  par  l'arc  ds  est  ko2  cos3  a  .  2r.yds;  on  a 
donc  pour  la  résistance  totale  de  la  surface  S 

JX2 
y  COS3  a  ds. 
xi 


Il  faut  donc  trouver  le  minimum  de    I     -     - — ^dx.  En  appliquant  l'exer- 


deJj 

cice  2  on  trouve  pour  équation  de  la  courbe  cherchée 


y  =  C 

Ensuite 


p3 


p  p* 

x  et  y  sont  donc  exprimés  en  fonction  de  p.  Le  problème  donne  lieu  à 
une  discussion. 
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NOTES 


Sur  les  séries  de  Fourier. 

i.  Les  fonctions  f(x)  qui  sont  susceptibles  d'être  représentées 
par  une  série  ordonnée  suivant  les  puissances  croissantes  de  x, 
sont  dites  fonctions  analytiques. 

Une  fonction  peut  aussi  être  représentée  par  une  série  dont 
les  termes  sont  des  fonctions  trigonométriques,  des  polynômes 
ou  même  des  fonctions  transcendantes  plus  compliquées.  Une 
telle  fonction  peut  être  analytique  ou  non,  être  continue  ou 
discontinue,  avoir  des  dérivées  ou  en  être  dépourvue,  etc.  Nous 
donnons  ici  quelques  indications  sur  les  séries  de  sinus  et  de 
cosinus,  appelées  séries  de  Fourier;  elles  sont  de  la  forme 

f(x)  =  a0  -f-  («i  cos  x  +  b{  sin  x)  -f-  (cc2  cos  2x  +  b2  sin  2a?)  -f-  ... 

2.  Nous  faisons  précéder  la  recherche  des  coefficients  a0,  al9 
bx,  a2,  ...  de  quelques  lemmes. 

Lemme  I.  Si  FJ)  est  une  fonction  connue  dans  un  intervalle 
(a,  (5),  on  peut  toujours  ramener  cet  intervalle  à  être  (a, b),  a  et  b 
étant  des  nombres  donnés. 

En  effet,  faisons  le  changement  de  variable 

a't  —  $)  —  b(t—ct)  J       oL(x  —  b)—$(x  —  a). 

x  = -n — >     ou     l  =  -  —r—         —  ' 

a  —  (3  a  —  b 

aux  valeurs  t  =  a,  t  =  p  correspondront  respectivement  les 
valeurs  a:  =  a,  y  =  b  et  à  toute  valeur  de  t  comprise  entre  a  et  {3 
correspondra  une  valeur  de  x  comprise  entre  a  et  b. 

Remarques.  I.  En  particulier,  l'intervalle  («,  |3)  se  ramène  à 
l'intervalle  (0,  2~)  par  la  substitution 

8  — a 
f  =  a  -f  î-s X. 

II.  Un  changement  de  variable  peut  substituer  aux  deux 
limites  d'une  intégrale  définie  deux  nombres  quelconques. 
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Lemme  M.  Si  m  et  /)  sont  des  nombres  entiers  inégaux,  on  a 

cos  ?^07  cos  px  dx  =  0,  sin  mx  sin  joa?  cfa?  —  0. 

J  0  '  n 


•2tt  /-2tt 

cos  wu?  cos  px  clx  =  0, 

o  Jo 

En  effet,  on  a  identiquement 


cos  mx  cospa?  =  -  [cos  (m  — p)x  -f-  cos(m  -f-  ^)^], 

sin  M.r  sinpx  ==  -  [cos(m  —  p)x  —  cos  (m  -f-  p)x], 
de  sorte  que  les  intégrales  indéfinies  sont 


sin  [m  —  p)  x   ,    sin  (m  +  jo)  x~ 


m  — p 


± 


m  -f-  p 


comme  elles  s'annulent  pour  x  =  0  et  pour  x  =  «,  la  proposition 
est  démontrée. 

Lemme  Ml.  —  Si  m  et  p  sont  des  nombres  entiers,  égaux  ou 
inégaux,  on  a 


j      sin  mx  cos  px  dx  =  0. 


En  effet,  on  a 


sm  m#  cos  px 


sin  (m  +  p)x  -\~  sin  (m  —  p)x 


Si  7?i  7^  jr>,  l'intégrale  indéfinie  est 


"cos  (m  -1-  p)#       cos  («?  --  p)x' 


m  -f-  p 


m  — p 


comme  elle  a  la  même  valeur  pour  x  =  0  et  pour  a:  =  2^,  l'inté- 
grale proposée  est  nulle. 

Si  77ï  =  p,  cette  intégrale  devient 

i  c27z  i  r         ~i2t: 

-  I      sin  2mx  dx  = —  cos  2»^       =  0 . 

2Jo  4m  L  J0 

Lemme  IV.  —  Si  77i  désigne  un  nombre  entier  non  nul,  on  a 


sin2  mx  dx  =  tt  . 


n~  /*2tt 

cos2  mx  dx  =  r  ,      I      j 
Jo  Jo 

En  effet,  ces  intégrales  se  ramènent  à 

sin  2#2o?" 


*?^  1  ±  eos  2w?;r  1 

2         -rfa,  =  2 


a;  zb 


2  m 


0 
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3.  Soit  maintenant  ¥{t)  une  fonction  connue  dans  l'intervalle 
(a,  (3).  Par  un  changement  de  variable,  nous  la  transformons  en 
une  fonction  f(x)  qui  est  connue  dans  l'intervalle  (0,  2it). 

Admettons,  pour  un  instant,  la  possibilité  du  développement 

f(x)  =  a0  -\-  al  cos  x  -\-  bx  sin  x  -\-  a2  cos  2x  -\-  b2  sin  2x  -\-  ...;    (1) 

les  coefficients  a0,  a15  b{,  a2,  ...,  pourront  être  déterminés 
comme  suit. 

Multiplions  les  deux  membres  de  (1)  par  cos  nx  dx  et  inté- 
grons  de  0  à  2tt.  Le  premier  membre  devient  Liv  f(x)  cos  nx  dx  ; 

le  deuxième  membre  sera  une  somme  d'intégrales  qui  sont 
toutes  nulles  (lemmes  II  et  III),  à  l'exception  de  celle  qui  mul- 
tiplie an.  On  a  donc  (lemme  IV) 


|  *  v  f{x)  cos  nx  dx  =  ou|    '  cos2  nx  dx  =  r,an  ; 

d'où  l'on  tire 

an  =  -  I      f(x)  cos  nx  dx  . 
T-  J  o 

On  aura  bn  en    multipliant    les    deux    membres   de   (1)   par 
sin  nx  dx  et  en  intégrant  de  0  à  2tt  ;  il  vient 


i  r2~ 

bn  =  -  \      f[x)  sin  nx  dx  . 
^  J  o 


Pour  calculer  a0,  multiplions  l'égalité  (1)  par  dx  et  intégrons 
ensuite  de  0  à  2r.  ;  nous  aurons 


a0  =  --         /"(x)  ofo? . 


D'après  cela,  a0,   ^- an,-,.- 6n    sont  les  valeurs  moyennes  des 

fonctions  f(x),  f[x)  cos  nx,  f{x)  sin  nx  dans  l'intervalle  (0,2~)  (56). 
Le  développement  clierclié  est  donc 

i  fr~  i  r271  \ 

f(x)  =  —        /Ya?)  dx  -\-  -  S  cos  ?u?         /"(a?)  cos  ««?  <^      J 

2ttJ0  tc  Jo  >        (2) 

i  r27C  i 

H —  S  sin  ?i#         /*(#)  sin  nx  dx,     \ 
*  Jo        '  J 

n  recevant  successivement  les  valeurs  1,  2,  3,  — 
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4.  Application.  —  Soit  à  développer  la  fonction 

f(x)  =^oc, 
entre  les  limites  0  et  2*.  Dans  cet  exemple, 

12- 


2r.a 


x- 

T 


_  dx  = 
J  o    2 

2~aa  =1      x  cos  nxclx 


a?  sin  »#       cos  nx' 


2~bn 


x  sin  nxdx  = 


n 

.t  cos  nx 


ir 


2- 


0 


0, 


+ 


sin  «# 


2~ 

0 


2- 
n 


Par  conséquent,  le  développement  cherché  est 

x       7i        sin  a;        sin  2x        sin  3-r 
2  ==  2  "     1  2~~  ~~ 3^ 

Si  l'on  y  remplace  x  par  -  —  y,  on  obtient 


(3) 


V 

-  =  sin  y 


sin  2//       sin  3i/ 


2 


3 


La  variable  y  étant  comprise  entre  —  ~  et  ~. 

5.  Il  resterait  à  établir  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes 
pour  que  le  second  membre  de  (2)  représente  bien  f[x).  Nous 
nous  bornons  à  énoncer  les  conditions  les  "plus  usuelles,  elles 
sont  connues  sous  le  nom  de  conditions  de  Dirichlet  : 

Si  la  fonction  f(x)  reste  finie  pour  toutes  les  valeurs  de  x  de 
V intervalle  (0,  2~)  (sauf  peut-être  quelques-unes)  et  na  qu'an 
nombre  limité  de  maxima  et  de  minima  dans  cet  intervalle,  la 

série  de  Fourier  a  pour  valeur-  [fvx  +  0)  +  f(x  —  0y]. 

Si  donc  x  ne  correspond  pas  à  une  discontinuité,  la  valeur 
est  bien  f[x).  Pour  x  =  0  ou  x  =  2~,  la  série  (2)  devient 

«o  +«i  4- «2 +  «3  +  •••; 

on  démontre  qu'elle  a  pour  somme 

On  démontre  également  qu'on  peut  intégrer  les  deux  membres 
de  l'égalité  (1)  ;  mais  il  n'est  pas  toujours  permis  de  dériver  les 
deux  membres  :  la  série  (3),  par  exemple,  si  on  dérive  ses 
termes,  conduit  à  une  série  divergente. 
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(Ligne  3,  signifie  ligne  3  en  remontant.) 

Pages. 

1,  Note  (*),  renvoyer  à  la  première  partie,  p.  174. 
4,  ligne  3,  au  lieu  de  :  Aa  -J-  P,  lire  :  Aa  -4-  B. 


À     +      a  -\-  b    b  -\-  x 

13,  ligne  3,  lire  a  la  fin  :  arc  tg  \/  -       -     •  . 

\    a  —  b    b  —  x 

14,  ligne  4,  au  lieu  de  \l  z2  —  1 ,  lire  :  \!  z2  —  1  . 

15,  ligne  g,  au  lieu  de  :  plusieurs,  lire  :  plusieurs  d'entre  elles. 

18,  ligne  4,  au  lieu  de  :  -f-  -  al  (x  -f-  y  x'2  -f-  a) ,  lire  : 

-\cd{x-\-\!x2±a). 
22,  ligne  5,  au  lieu  de  :  x2  —  1,  lire  :  Z2  —  1 . 


ri  n 

\  ligne  1,  au  lieu  de  :        ?  lire  : 


21, 

J  J  0 

30,  ligne  3,  lire  à  la  fin  :  remplaçons  m  —  1  par... 

32,  ligne  9,  au  lieu  de  :  l(b  -\-  c  tg  x),  lire  :  l(a  -f-  c  tg  x). 

33,  ligne  3,  au  lieu  de  :  dz,  lire  :  dx. 

43,  exercice  23,  ajouter  : 

T.      ,     .  ,,.    .,  -       fVcos2a  —  sin2  x    , 

Lu  écrivant  pour  1  intégrale  proposée    I  -5 dx    et 

J  COS  x 

posant  sin  x  =  COS  a  sin  cp ,  on  trouve 

cos2  a  cos2  ce  do       fcos2a(l —  sin2<&)ûfo       fl — cos2 a  sin2 s —  sin'2  a 

-  ■  d-. 


f  COS2  a  COS2cp<tfcp_     rC()S2a(l  —  sin2  »)flftp_    fl  —  C 
J  1  —  COS2  a  sin2  cp      J      1  —  cos2  a  sin2  o  J         1 


cos2  a  sin2  o 


J  •       o  f 

as  —  sm*  a 


J  sin2  o  -4-  cos2  cp  —  cos2  a  sin2  'f 

.    ,      f    '  rf? 

o  —  sm-  a        .  .    z 

1  sm-  a  bm-  œ 


cp  -f"  cos2  V 

La  dernière  intégrale  rentre  dans  le  §  22. 
44,  ajouter  exercice  27  : 

Trouver  i  tg  x  tg  2x  tg  3x  dx. 

Si  a,  {3,  Y  sont  trois  arcs  dont  la  somme  est  un  multiple  de  ~,  on  a 
tg  a  tg  p  tg  y  =  tg  a  -|-  tg  3  -j-  tg  Y»  Appliquer  cette  formule  en 
faisant   a  =  x,    ft  =  2.r,    y  =  —  3^". 


—  380  — 

51,  exercice  13,  au  lieu  de  :  etg  x,  lire  :  etgx. 

"  oc 
58,  ligne  7,  lire  :  AA'C'C  =  )        fx  (x)  dx . 

/o,  ligne  10,  au  lieu  de  :  i-      ,  lire  :  -0     . 

80,  ligne  Jo,  au  lieu  de  :  V(x)<f(x),  lire  :  F(x)>f(x). 

83,  ligne  2,  supprimer  :  ion  x"  et  x1). 

84,  figure  (5,  mettre  la  lettre  P  au  milieu  de  la  droite  MM'  et  tracer  la 
droite  MQ. 

97,  ligne  5,  au  lieu  de  :  «>&,  lire  :  a  <  &. 

108,  figure  1G,  mettre  la  lettre  I  au  milieu  de  P'Q'. 

113,  ligne  8,  au  lieu  de  :  OBAD  et  OEAD,  lire  :  OBEAC  et  ODAC. 

116,  ligne  7,  au  lieu  de  :  valeur  de  x,  lire  :  valeur  de  y. 

122,  ligne  T,  ajouter  au  texte  :  On  retient  facilement  l'expression  r  Ar  AO 
en  considérant  la  figure  abcd  qui  a  quatre  angles  droits  en  a.  b,  c,  d, 
comme  un  rectangle  ayant  pour  dimensions  ab  =  Ar,  ad  =  rAO. 

135,  ligne  5,  au  lieu  de  :  point  r',  lire  :  point  a. 

136,  ligne  14,  au  lieu  de  :  (30),  lire  :  (31). 
150,  ligne  10,  au  lieu  de  :  (90),  lire  :  (91,  II). 

166,  ligne  5,  au  lieu  de  :  p.  208,  lire  :  p.  209. 

167,  ligne  5,  au  lieu  de  :  115,  lire  :  116. 
181,  ligne  12,  au  lieu  de  :  ?/m,  lire  :  y^m\ 
185,  exercice  4,  réponse  :  a  =  2,  b  =  4. 

223,  ligne  13,  au  lieu  de  :  cl  tg  -  6,  lire  :  c  tg  -  6. 

224,  ajouter  au  bas  de  la  page  les  lignes  suivantes  : 

En  désignant  les  rapports  (a)  et  (b)  respectivement  par  X  et  X  -j-  AX,  on  a 

X  —  x  =  À/»,      X  —  œ  =  ±x  +  (X  -f-  Aa)  (/"'x  +  A/"x)  ; 

230,  ligne  6,  au  lieu  de  :  180,  lire  :  179. 

237,  ligne  2,  au  lieu  de  :  E  =  0,  lire  :  F  =  0. 

244,  ligne  5,  au  lieu  de  :  pdp  =  n2i/dv,  lire  :  pdp  =  —  n^ydy . 

267,  note,  au  lieu  de  :  217,  lire  :  218. 

271,  entre  les  lignes  6  et  7,  intercaler  :  Les  quantités  A0,  Aj,  A2.  ...  sont 

indépendantes  de  y,  y',  y". 

2S0,  exercice  3,  l'équation  proposée  est  :  yxl  —  4ylv  -\-  4y"  =  0. 

dy"     ,.        «V 
285,  ligne  8,  au  lieu  de  :     ,     >  lire  :  — —  • 

dy  dx 

292,  ligne  3,  au  lieu  de  :  (9),  lire  :  (8). 

M_  ,.       ,       dx    dlz  dz    d2z 

313,  note,  au  lieu  de  :  —  >  — —  »  mettre  :  —  »  ~ —  • 

dy     dx-  dy    dx- 

314,  ajouter  au  bas  de  la  page  :  En  éliminant  X  —  x,  Y  —  y,  Z  —  z  entre 

ces  trois  équations,  on  trouve  l'équation  (3). 


—  :îst  — 

315,  ligne  3,  au  lieu  de  :  (262,  266),  lire  :  (263  —  267). 

320,  ligne  7,  au  lieu  de  :  0  =  pV  -f  (»'  -f  zF')  -  -  »  lire: 

ày 

0=pF  +  (?'  +  ^)g. 

320,  ligne  2,  au  lieu  de  :  (pf  -f-  pF')    .     >  lire  :  (/>/"'  +  Ç&) 

325,  ligne  7,  au  lieu  de  :  —  (//  —  £)y,  lire  :  —  {y  —  b)p. 

325,  ligne  4,  au  lieu  de  :  a  —  b,  lire  :  y  —  h. 

330,  ligne  1,  au  lieu  de  :  a  entre,  lire  :  X  entre. 

332,  le  système  d'équations  au  bas  de  la  page  porte  le  n°  (8). 

339,  ligne  1(7,  au  lieu  de  :  (253),  lire  :  (250). 

342,  ligne  S,  au  lieu  de  :  2°,  lire  :  279,  2°. 

343,  ligne  3,  au  lieu  de  :  (287),  lire  :  (281). 

n  ,  du  du 

348,  ligne  3,  la  seconde  équation  est  :  -      —  n      -  — -  0. 

c).jc  Oy 

349,  ligne  4,  au  lieu  de  :  249,  lire  :  248. 

350,  ligne  4,  au  lieu  de  :  258,  lire  :  257. 
357,  ligne  12,  l'équation  a  le  n°  (1). 

365,  ligne  16,  au  lieu  de  :  308,  lire  :  307. 

366,  ligne  9,  au  lieu  de  :  2°,  lire  :  309.  2°. 
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